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Sur  les  correspondances  entre  les  points  de  deux  cou9*beSf 

par  M.  Halphen. 

(Séance  du  i5  novembre  1876.) 

1.  Dans  ma  Note  sur  la  conseri^ation  du  genre  (*),  j'ai  montré 
d'une  manière  directe  que,  si  deux  courbes  se  correspondent  point 
par  point,  elles  sont  du  même  genre.  L'analyse  employée  m'a 
conduit  en  même  temps  à  une  relation  plus  générale  qui  a  lieu  entre 
deux  courbes,  lorsqu'à  un  point  de  l'une  correspond  un  point  de 
l'autre,  et  à  un  point  de  la  seconde  plusieurs  points  de  la  première. 
M.  Zeulhcn  était  antérieurement  parvenu,  pour  le  cas  où  les 
courbes  ne  possèdent  que  des  singularités  ordinaires,  à  une  relation 
plus  générale  concernant  les  correspondances  quelconques  (*). 
Cette  relation  s'étend  avec  facilité  au  cas  où  les  courbes  possèdent 
des  singularités  élevées.  L'importance  de  ce  sujet  au  point  de  vue 
des  applications  me  détermine  à  y  revenir.  L'objet  de  cette  Note  est 
donc  de  démontrer  le  théorème  de  M.  Zeuthen,  étendu  comme  je 
viens  de  le  dire,  et  d'en  donner  des  applications. 

2.  Dans  ma  Note  précitée,  j'ai  envisagé  deux  courbes  S,  2,  telles 
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qu'à  un  point  a  de  S  corresponde  un  point  a  de  S,  et  qu'à  un  point 
a  de  Z  correspondent  k  points  a  de  S.  Pour  passer  de  là  à  une  cor- 
respondance quelconque  entre  deux  courbes  Z,  Z',  il  sufGt  de  conce- 
voir une  courbe  S  à  chaque  point  de  laquelle  corresponde  un  seul 
couple  de  points  correspondants  a,  a!  de  Z  et  Z'.  La  courbe  S 
peut  être  réalisée  d'une  infinité  de  manières,  et  il  est  inutile  d'in- 
sister sur  ce  point.  Grâce  à  l'intermédiaire  de  cette  courbe  S,  on 
peut  étendre,  d'une  manière  utile,  les  théorèmes  I  et  U  de  ma  Note 
précitée  (*). 

Soient  (S),  (Z),  (Z')  trois  systèmes  circulaires  de  branches,  se 
correspondant  sur  les  trois  courbes,  et  /i,  v,  v'  leurs  ordres  respec- 
tifs de  multiplicité.  Je  suppose  qu'à  un  point  de  (Z)  répondent  g 
points  de  (S).  D'après  le  théorème  I,  à  un  point  a  pris  sur  (S)  à 
distance  infiniment  petite  d'ordre  n  de  l'origine  de  (S),  répond 
sur  (Z)  un  point  a  à  distance  infiniment  petite  d'ordre  a  =  gv  de 
l'origine  de  (Z).  Soit g^  le  nombre  analogue  à  g  pour  (Z')^  alors  à 
a  répond  sur  (Z')  un  point  dont  la  distance  à  l'origine  de  (Z')  est 
infiniment  petite  de  l'ordre  <j'  =  ^v. 

De  là  résulte,  en  changeant  les  notations  : 

Théorème  I.  —  Si  entre  les  points  de  deux  courbes  S,  S'  existe 
une  correspondance  quelconque,  et  que  (S),  (S')  soient  des  sys- 
tèmes circulaires  de  branches  se  correspondant,  dont  les  ordres 
de  multiplicité  soient  respectii^ement  /i,  n''^  si  à  un  point  de  [S) 
correspondent  g  points  de  (S'),  et  à  un  point  de  (S')  g^  points  de 
(S),  à  un  point  placé  sur  (S)  à  distance  infiniment  petite  d'ordre 
gn  de  l'origine  de  (S)  correspondent  sur  (S')  des  points  à  dis- 
tance infiniment  petite  d'ordre  ^  n'  de  l'origine  de  {&). 

3.  Reprenons  les  trois  courbes  S,  Z,  Z',  et  appliquons  l'équation 
(16)  (p.  38  du  t.  IV)  aux  couples  S,  Z  et  S,  Z'.  Nous  obtenons 

lc[y  —  2/:x)  -h  2lo-  =  c  —  am  -4- Z/i  =  A*'(/  — a/ji')  -4-  2o-'. 

Je  change,  comme  précédemment,  les  notations,  je  remplace  fj 
et  (/  par  leurs  valeurs,  et  j'ai  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Soient  deux  courbes  S,  S'  telles  qu'à  un  point 


(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  l.  IV,  ]>.  32. 
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de  S  correspondent  k  points  de  S',  et  à  un  point  de  S',  Â'  points 
de  S.  «S*  Von  désigne  par  m,  nJ  les  ordres  et  par  c,  c'  les  classes  de 
S  et  de  S',  et  par  g-^n^  ^^  ri  les  mêmes  nombres  quàu  théorème  I, 
on  a 

(i)  k[c  —  im)  —  h'[c — 2m')  =  2(g^/i'  — g-zi), 

la  sommation  s' étendant  à  tous  les  couples  (S) ^  (S)  pour  lesquels 
{g'nf — gn)  est  dijfférent  de  zéro. 

Dans  la  sommation,  on  peut,  sans  troubler  l'égalité,  introduire 
tant  d'autres  couples  (S),  (S')  que  Ton  voudra,  pourvu  qu'où 
n'omette  aucun  des  précédents.  J'écris  (i)  sous  la  forme 

A- (c  -  am)  -  A^(6-'- 2m') +2^(/»  -  i)  -  2^.(/»'- i)  =2  (g^- g^). 

Pour  évaluer  séparément  Z g  (n  —  i)^  je  puis,  d'après  la  remarque 
précédente,  adjoindre  à  chaque  (S)  tous  les  correspondants  (S')  et 
par  suite  écrire 

2g[n  —  i)  =  kl[n  —  i). 

La  même  remarque  s'applique  à  la  somme  suivante;  j'ai  donc 
/.  [c  -  2m  +  2  (n  - 1)]  -  A-'[c' -  2m' +  2  (n' ~i)]  =  2  (g'~  g), 

et,  en  désiguant  par  p  et  p'  les  genres  de  S  et  S', 

(a)  2A-(/,-.)-7,/.'(/-i)=i(g^-fi'). 

C'est  une  autre  forme  de  la  relation  (i),  que  l'on  peut  exprimer 
en  disant  : 

Si  a  et  a!  sont  deux  points  correspondants  sur  S  et  S'  et  qu'à  un 
point  infiniment  ^voisin  de  a  répondent  g  jyoints  infiniment  voisins 
de  a',  et  à  un  point  infiniment  voisin  de  a\  ^  points  infiniment 
voisins  de  a\  si,  en  outre,  p  et  p'  sont  les  genres  des  courbes  S,  S', 
la  relation  (  2  )  a  lieu,  le  signe  sommatoire  s' étendant  à  tous  les 
couples  a ^  a! ,  pour  lesquels  (g^  —  g)  est  différent  de  zéro. 

C'est  précisément  sous  cette  forme  que  M.  Zeuthen  a  énoncé  la 
proposition,  en  la  limitant  au  cas  où  les  courbes  S  et  S'  n'ont  que 
des  singularités  ordinaires.  Mais  de  ce  cas  particulier  on  peut 
remonter  au  cas  général.  Tous  les  éléments  qui  figurent  dans  (2)  se 
conservent  dans  les  transformations   uniformes.   Or  on  sait  qu'il 
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est  possible  de  trouver  uue  courbe  eorrcspoudant  point  par  point  à 
une  courbe  quelconque,  et  qui  n'ait  que  des  singularités  ordinaires. 
On  peut  uième  faire  en  sorte  que  la  transformée  n'ait  que  des  bran- 
ches simples,  ainsi  que  je  l'ai  démontré  de  diverses  manières.  Donc 
la  relation  (2),  démontrée  pour  le  cas  des  singularités  ordinaires, 
s'étend  d'elle-môme  au  cas  général .  * 

4t.  Si  Ton  considère  deux  courbes  gauches  dont  S  et  S'  soient  les 
perspectives,  tous  les  éléments  ci-dessus  considérés  sur  les  courbes 
ou  sur  les  perspectives  ont,  dans  Tun  et  l'autre  cas,  les  mêmes  déii- 
nitions.  Donc  : 

Les  théorèmes  1  et  H  s^ appliquent  aussi  au  cas  ou  les  courbes 
S  et  S'  sont  gauches. 

Autre  remarque  :  dans  les  démonstrations  de  ma  Note  sur  la 
conseri^ation  du  genre,  et  dans  les  déductions  actuelles,  rien  n'em- 
pèche  de  supposer  que  les  courbes  S  et  S'  soient  égales.  Donc  : 

Les  théorèmes  1  et  II  s'appliquent  aussi  au  cas  oit  les  courbes 
S  et  S'  coïncident.  Dans  ce  cas,  où,  bien  entendu,  la  courbe  peut 
être  gauche,  la  formule  (i)  devient 

(3)  [k-k-){c-7.m)=l[^n'-gn]. 

5.  Soient  deux  courbes  algébriques  planes  ou  gauches  S,  S'  et  un 
système  de  surfaces  A.  On  peut  faire  correspondre  les  points  a  el 
al  de  S,  S',  par  la  condition  que  les  points  correspondants  a,  a' 
soient  sur  une  même  surface  A.  Appliquant  alors  à  cette  correspon- 
dance le  théorème  II,  on  trouvera  que  :  le  nombre  des  surfaces  d'un 
sjstème  qui  touchent  une  courbe  gauche  de  degré  /w,  arête  de 
rebroussement  d'une  déi^eloppable  de  degré  c,  est  égal  à  /w  v  -h  cfx, 
Il  étant  le  nombre  des  surfaces  du  sjstème  qui  passent  par  un 
point,  et  V  le  nombre  de  celles  qui  touchent  une  droite,  théorème 
bien  connu  et  qui  a  été  démontré  de  diverses  autres  manières.  Je 
n'insiste  pas  ici  sur  cette  application,  à  cause  de  l'analogie  qu'elle 
présente  avec  celle  que  je  vais  faire  en  détail.  J'y  aurai  recours  à  ce 
théorème  même,  restreint  au  cas  où  la  courbe  est  plane ,  mais  en- 
tendu, d'autre  part,  d'une  manière  un  peu  plus  générale,  savoir  : 

Théorème  III.  —  Le  nombre  des  éléments  d'un  connexe  plan 
qui  sont  composés  d'un  point  d'une  cow^be  et  de  la  tangente  en 
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ce  point,  est  égal  au  produit  des  ordres  de  la  courbe  et  du  connexe 
augmenté  du  produit  de  leurs  classes. 

Je  donnerai  d'ailleurs  à  la  fin  de  cette  Note  une  démonstration 
directe  d'un  théorème  un  peu  plus  étendu  que  le  théorème  III. 
Pour  le  moment,  j'en  admettrai  l'exactitude. 

6.  On  donne  une  série  doublement  infinie  (A)  de  coiu*bes  A  dans 
un  plan,  et  deux  courbes  de  ce  plan  S,  S'.  Je  fais  correspondre  les 
points  a,  J  de  S,  S',  par  la  condition  qu'une  courbe  A  touche  S  en 
a  et  passe  en  a'.  Je  forme  alors  l'équation  (i). 

Soit  p  le  nombre  des  courbes  A  qui  passent  en  un  point  et  y  tou- 
chent  une  droite.  Désignant  par  M  le  degré  de  A,  j'ai  k  =  pMm^ 

Soit  fx  le  nombre  des  courbes  A  qui  passent  par  deux  points,  et 
soit  V  le  nombre  de  celles  qui  passent  par  un  point  et  touchent  une 
droite.  D'après  le  théorème  III,  j'ai 

/r' =  mv -h  <?/:x. 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  le  second  membre  de  (i),  c'est- 
à-dire  de  chercher  tous  les  binômes  [g^nl  —  gn)  qui  ne  sont  pas 
nuls.  A  cet  effet,  je  considère  deux  divisions  principales,  savoir  : 
B  (/i  =  /i'  ==  I  g^  ou  g'  supérieur  à  l'unité)  ^  et  C  (/i  ou  «'  supérieur 
à  l'unité).  J'envisage  d'abord  les  cas  B. 

Je  suppose  que  a,  a'  soient  deux  points  simples  correspondants, 
et  que  g  soit  supérieur  à  l'unité.  Il  peut  arriver  que,  parmi  le» 
p  courbes  A  qui  touchent  S  en  a,  quelques-unes  soient  confondues 
en  une  seule.  Si  ce  fait  n'a  pas  lieu,  quelques-unes  des  courbes  A 
peuvent  être  réduites  à  des  courbes  plus  simples  comptant  plusieurs 
fois  dans  le  degré  de  A.  Enfin  les  courbes  A  peuvent  ne  présenter 
aucune  de  ces  particularités  \  c'est  qu'alors  une  d'elles  est  tangente 
à  S' en  a'.  Je  réunis  les  deux  premières  circonstances  en  admettant 
que,  parmi  les  p  courbes  A  touchant  S  en  a,  il  y  en  ait  h  qui  se 
réunissent  en  une  seule,  composée  elle-même  de  dillerentes 
courbes  A,-  dont  l'ordre  M/  compte  5,-  fois  dans  M. 

Si  Ton  suppose  la  courbe  S  placée  d'une  manière  arbitraire  dans 
le  plan  de  (A),  cette  circonstance  ne  peut  se  présenter  que  si  elle  a 
lieu  pour  chaque  point  /  du  plan,  sous  la  condition  qu'on  adjoigne 
à  ce  point  une  droite  déterminée  1.  On  doit  donc  supposer  que  cette 
décomposition  des  courbes  A  a  lieu  toutes  les  fois  que  le  point  / 
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par  où  on  les  fait  passer  et  la  droite  X  qu'on  leur  assigne  pour 
tangente  en  ce  point  font  partie  d'un  certain  connexe.  Soient  alors 
v"  etfx"  Tordre  et  la  classe  de  ce  connexe.  Le  nombre  des  points 
a  de  S  où  cette  circonstance  se  présente  est,  d'après  le  théorème  III, 
/w  v"  -h  cixf.  On  a  alors 

La  courbe  Â,-  donne  lieu  à  M/  m' points  analogues  a\  On  a  ensuite 
à  envisager  les  autres  courbes  qui  s'adjoignent  à  A/  pour  former 
une  courbe  A.  Il  peut  y  avoir,  en  outre,  d'autres  décompositions 
analogues.  On  voit  que  la  somme  de  tous  les  binômes  {g^n' — gn) 
qui  y  sont  relatifs  est  de  la  forme 


V  


—  (mv,  +  c/:x,)m', 


Vi  et  fil  étant  des  nombres  qui  ne  dépendent  que  de  (A). 

Le  second  cas  où,  /i  et  n'  étant  égaux  à  l'unité,  g  est  supérieur  à 
l'unité,  est  celui  où  A  touche  S  et  S'.  Le  contact  avec  S'  est  alors  du 
premier  ordre,  si  l'on  suppose  les  courbes  S  et  S' placées  d'une 
manière  arbitraire.  Chacun  de  ces  contacts  donne 

n  =  n'  =  i,    g^=2,    g^=i,    n'g'— ng=  — I. 

Le  théorème  III  fournit  le  nombre  de  ces  contacts,  qui  est  celui 
des  courbes  A  touchant  S  et  S\  D'où,  pour  la  somme  des  binômes 
(g'/i' — gn)^  l'élément 

]li=  —  [mm'iX'h  [me'  •+-  m' c)  v  -4-cc'|ui], 

formule  dans  laquelle  ^'  désigne  le  nombre  des  courbes  A  qui  tou- 
chent deux  droites.  Cette  formule,  je  le  répète,  est  une  conséquence 
facile  et  connue  du  théorème  III. 

Dans  la  division  B,  j'ai  à  considérer  maintenant  les  cas  où  g 
diffère  de  l'unité.  Ce  cas  s'offre  ou  bien  si  le  système  des  courbes  A 
passant  en  a!  présente  une  décomposition  analogue  à  la  précé- 
dente, ou  bien  si  A  a,  avec  S,  un  contact  du  second  ordre.  Pour  le 
cas  de  décomposition,  on  a  une  somme  d'éléments^ 

Zj  =  (m Va  -t-  cii.^)m\ 

(|uo  l'on  trouve  en  raisonnant  comme  ci-dessus.  Tout  d'abord, 
la  décomposition  étant  supposée  avoir  lieu  en  a',  les  éléments  de  la 


k 
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• 

somme  relatifs  à  ci  sont  d'une  forme  telle  que  (mvs  -f-  <^pt).  Secon- 
dement, pour  que  cette  décomposition  ait  lieu  en  d^  il  faut  qu'il  y 
ait,  dans  le  plan,  un  lieu  de  points  où  elle  se  produise  ;  d'où  le  fac- 
teur ni  dans  l'expression  de  X». 

Enfin,  si  Ton  désigne  par  N  le  nombre  des  courbes  A  ayant  avec 
S  des  contacts  de  second  ordre,  le  second  cas  donne  lieu  à  l'élément 
suivant  de  la  somme  cherchée  : 

J'arrive  maintenant  à  la  division  C,  relative  aux  cas  où  les 
nombres  /i,  ri  sont  différents  de  l'unité.  A  ces  cas  ne  répond 
aucune  des  décompositions  ci-dessus;  en  outre,  un  seul  des 
nombres  /z,  ri  est  supérieur  à  T  uni  té.  Les  hypothèses  contraires 
répondraient  à  des  positions  particulières  des  courbes  S,  S^  Soit 
donc  d'abord  ri'^  i.  On  a  alors 

n=i,     g:=n',     /»'>!,    ^=1,    /l'g^— ngr=o. 

Ainsi  ce  cas  ne  donne  lieu  à  aucun  élément  de  la  somme  cher- 
chée. Soit  enfin  «>  i .  Ici  g^  est  l'unité  ;  il  faut  déterminer  g^.  C'est 
à  quoi  on  peut  utilement  employer  le  théorème  I.  Soient  a,  af  les 
points  considérés  sur  S  et  S'.  Si,  sur  une  des  branches  de  (S),  sys- 
tème circulaire  dont  l'origine  est  en  a,  on  prend  un  point  ai,  à 
distance  infiniment  petite  d'ordre  n  de  a,  il  y  correspond  un  point 
a\  dont  l'ordre  infinitésimal  de  la  distance  à  a!  est  égal  à  g^.  Par 
suite,  ^  est  égal  à  Tordre  de  la  variation  de  la  courbe  A  quand  on 
passe  de  a  à  ai .  Soit  v  l'ordre  infinitésimal  de  l'augle  dont  la  tan- 
gente de  S  a  tourné  quand  on  passe  de  a  en  ai.  La  variation  de  la 
courbe  A  a  pour  ordre  le  plus  petit  des  deux  nombres  v,  n.  Donc  g' 
est  le  plus  petit  de  ces  deux  nombres  \  d'où  résulte  aisément  ce 
dernier  élément  de  la  somme  cherchée  : 

2s  =  — pMm'2(n  —  v)  =  — pMm'r, 

le  nombre  r  représentant  la  somme  des  nombres  [n  —  v)  relatifs  à 
tous  les  systèmes  circulaires  de  branches  de  S  pour  lesquels  v  est 
inférieur  à  n.  Ce  nombre  /•  est  donc  ce  que  j'appelle  le  nombre  des 
inflexions  ejffectii^es  des  courbes  corrélatives  de  S  5  c'est  aussi  le 
nombre  des  rebroussements  ordinaires  qui  remplacent  les  singula- 
rités de  la  courbe  S  dans  les  équations  de  Plûcker, 
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J'ai  maintenant  tous  les  cléments  de  l'équation  (i)  et  je  puis  la 
former.  On  voit  aisément  que  les  termes  contenant  d  en  facteur 
disparaissent,  et  que  ni  se  trouve  alors  en  facteur  commun.  Ce  fac- 
tcur  supprimé,  il  ne  reste  plus  aucun  élément  de  la  courbe  S^,  et 
Ton  obtient  une  relation  de  la  forme 

(4)  N==ac-4- (3m-«-pr, 

où  œ,  j3,  ainsi  que  /9,  ne  dépendent  que  de  la  série  (A).  La  for- 
mule (4)  donne  le  nombre  des  courbes  A  qui  ont  des  contacts  du 
second  ordre  avec  la  courbe  S.  C'est  celle  que  j'ai  obtenue  par  une 
voie  toute  diiférente  dans  un  autre  travail,  et  à  un  point  de  vue  un 
j>eu  plus  étendu  (  '  ) .  La  formule  elle-même  fixe  le  sens  des  lettres  a, 
|3;  quant  à  jo,  sa  signification  est  déjà  connue.  De  là  l'énoncé  sui- 
vant : 

Théorkme  IV.  —  «Soit  une  série  doublement  infime  de  courbes 
algébriques  A  dans  un  plan,  et  telle  que  j3  soit  le  nombre  de  ces 
courbes  qui  ont  une  droite  pour  tangente  d* inflexion,  p  le  nombre 
de  celles  qui  passent  par  un  point  etjr  touchent  une  droite,  (a — 3p) 
le  nombre  de  celles  qui  ont  un  point  donné  pour  point  derebrous- 
sèment  :  le  nombre  des  courbes  A  qui  ont  un  contact  du  second 
ordre  a%*ec  une  courbe  donnée  est  {ac-h  ^m  -h  pr),  c  et  m  étant 
la  cliMSse  et  l'ordre  tle  cette  courbe,  et  r  le  nombre  des  rebrous- 
sements  onlinaires  qui  représentent  ^fs  singularités  dans  les  équa- 
tions de  Pliicker. 

Kn  désignant  par  5  le  nombre  corrélatif  de  r^  c'est-à-dire  le 
nombre  dos  inflexions  qui  représentent  les  singularités  de  S  dans 
les  équations  de  Plûcker«  et  posant 

lueltaut  en  outre  les  lettres  P«  D«  initiales  de  poùu  ei  droite  an 
lieu  de  ^x  —  Sjk)  et  p«  et  désignant  par  C  le  nombre  des  courbes  A 
qui  ont  des  contaets  du  seeond  ordre  avec  une  conique^  <»  peui 
nieltre  la  relatkm  ^4^  ^^$  1*  forme 
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C  est  sous  celle  forme  que  j'ai  employé  la  relation  (4)  dans  ma  Note 
Sur  les  degrés  et  les  classes  de  certains  lieux  géométriques  (  *  ) . 

7.  Au  moyen  de  la  môme  série  (A)  on  peut  faire  correspondre 
de  la  même  manière  les  points  d'une  même  courbe  S.  Grâce  à  la 
formule  (3)  et  au  résultat  précédent,  on  pourra  ainsi  calculer  le 
nombre  des  courbes  A  qui  touchent  en  deux  points  différents  la 
courbe  S.  Je  me  borne  à  cette  indication,  la  formule  à  laquelle  on 
parvient  étant,  dans  sa  généralité,  trop  compliquée  pour  être  utile. 
J'arrête  ici  ce  qui  concerne  les  applications  de  la  formule  de  M.  Zeu- 
then,  et  je  Vais  donner  une  démonstration  directe  d'un  théorème 
comprenant  la  proposition  III,  ainsi  que  je  l'ai  annoncé. 

8.  Soient,  dans  un  plan,  deux  courbes  S,  S'  entre  les  points 
desquelles  existe  comme  ci-dessus  une  correspondance  (Ar,  Ar').  On 
considère  un  connexe  C  du  même  plan,  c'est-à-dire  une  série  tri- 
plement infinie  de  couples  composés  chacun  d'un  point  /  et  d'une 
droite  X.  Si  l'on  se  donne  X,  /  décrit  une  courbe  dont  l'ordre  est 
celui  du  connexe  ;  je  le  désigne  par  i^.  Si  l'on  se  donne  /,  X  enve- 
loppe une  courbe  dont  la  classe  est  celle  du  connexe^  je  là  désigne 
par  fx.  Je  vais  chercher  le  nombre  des  éléments  (/,  X)  du  connexe, 
qui  sont  composés  d'un  point  a  de  S  et  de  la  tangente  a'  en  un 
point  a!  de  S',  correspondant  à  a. 

A  chaque  point  a'  correspondent  divers  points  a,  A  chacun  de  ces 
points  a  correspondent,  dans  le  connexe,  diverses  droites  a  passant 
par  af.  L'ensemble  de  ces  droites  enveloppe  une  courbe  dont  je  dé- 
signe par  Cl)  la  classe.  Je  fais  correspondre,  sur  une  droite  arbi- 
traire L,  les  points  A  où  L  est  rencontrée  par  les  droites  a,  avec  le 
point  A'  où  L  est  rencontrée  par  la  tangente  a'  en  a\  Au  point  A 
correspondent  co  points  A',  et  aux  points  A',  k^cf  fi  points  A.  On  a 
donc  w -H  A/(/|:x  coïncidences,  parmi  lesquelles  chaque  point  «' 
situé  sur  L  en  entraine  /r'jji.  11  reste  donc  pour  le  nombre  des  points 
cherchés 

N=:  6)  -f-  c'k'  [JL  —  m'k'  {/.. 

Il  reste  à  déterminer  o).  Soit  p  un  point  arbitraire  :  pour  chaque 


(*)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences^  t.  LXXXIII,  p.  706. 
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droite  B  menée  par  /;,  je  détermine  les  points  a  qui  lui  correspon- 
dent dans  le  connexe  et  qui  sont  situés  sur  S.  Je  prends  les  points  a, 
(correspondants  sur  S',  et  je  les  joins  à  p  par  des  droites  B'.  Je  con- 
sidère B  et  B' comme  des  droites  correspondantes  de  deux  faisceaux 
issus  de/>.  Les  coïncidences  répondent  aux  tangentes  menées  de  p 
à  l'enveloppe  des  droites  ol\  leur  nombre  est  donc  w. 

A  une  droite  B  répondent  mv^  points  a,  et  par  suite  mhv^  droites 
B'.  A  une  droite  B^  répondent  m'  points  a',  m! h'  points  a,  nï!V\i 
droites  B;  donc 

\  (ù=^  mkv  -h  m'k'  fx. 

'  i  N  =  c7f> -4- /n*  V. 

Théorème  V.  —  Si  entre  deux  courbes  S,  S'  «  lieu  la  correspon- 
dance définie  au  théorème  II,  le  nombre  des  éléments  d'un  con- 
nexe  d'ordre  v  et  de  classe  fx,  qui  sont  composés  d'un  point  de  S 
et  d'une  tangente  correspondante  de  S',  est  égal  à  c!k'[k  -hmkv. 

Si  S  et  S'  coïncident,  k  et  k'  sont  égaux  à  Tunîté,  et  Ton  obtient 
comme  corollaire  le  théorème  III. 

9.  La  conception  du  couple  (/,  X)  comme  élément  du  pian  donne 
lieu  à  celle  des  trois  êtres  géométriques  :  connexe  triplement  in- 
fini 5  coïncidence  doublement  infinie;  couple  de  courbes  simple- 
ment infini.  A  la  proposition  qui,  dans  la  Géométrie  plane  ordi- 
naire, fournit  le  nombre  des  points  d'intersection  de  deux  courbes, 
répondent  ici  deux  propositions.  La  première  donne  le  nombre  des 
intersections  d'un  connexe  avec  un  couple  de  courbes  :  c'est  le  théo- 
rème V.  La  seconde  donne  le  nombre  des  intersections  de  deux 
coïncidences.  Cette  seconde  proposition  se  déduit  immédiatement 
du  théorème  suivant  établi  par  M.  Zeuthen  (  '  )  : 

Soit  donnée  dans  un  plan  une  correspondance  telle  : 

1®  Qu'à  un  point  quelconque  X  correspondent  c/!  points  X',  et  à 
un  point  X!ol  points  X  ;| 

!è?  Que  le  lieu  des  points  X  ou  X'  dont  les  homologues  se  trou- 
vent]sur  une  droite  donnée  soit  une  courbe  d'ordre  jS. 

Alors  il  existe  dans  le  plan  a  -h  a'  -h  (3  points  où,  deux  points 
homologues  X  et  X'  coïncident. 

C)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXVIII,  p.  i553. 
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Soit  G  une  coïncîdtîncc,  c'est-à-dîre  une  série  doublement  iniinie 
de  couples  (/,  ^)  telle,  qu'à  une  droite  À  correspondent  c  points  /, 
et  à  un  point  /,  y  droites  X,  et  en  outre,  que  h  soit  le  nombre  des 
couples  (/)  X)  dans  lesquels  /est  sur  une  droite  donnée  et  X  passe 
par  un  point  donné.  Je  considère  une  seconde  coïncidence  ana- 
logue G',  et  je  désigne  par  c',  y',  h*  les  nombres  analogues.  Je  fais 
correspondre  les  points  /  et  V  par  la  condition  que  les  droites  cor- 
respondantes X,  >/  coïncident.  Si  alors  /  et  V  coïncident  en  même 
temps,  j'obtiens  une  intersection  des  deux  figures  G,  G^  Il  suflit 
donc  d'appliquer  ici  la  proposition  de  M.  2^uthen.  On  a  évidem- 
ment 

d'où,  pour  le  nombre  des  intersections  de  G  et  G', 
(6j  N  =  c/-f-AA'-f-  c'y. 

Les  deux  formules  (5)  et  (6)  se  confondent  dans  un  seul  énoncé  si 
l'on  emploie  les  notations  symboliques  que  j'ai  introduites  dans  cet 
ordre  de  recherches  et  que  M.  Schubert  a  employées  avec  tant  de 
succès  (  *  ) . 

Par  la  lettre  D  j'indique  la  condition,  pour  le  point  /,  d'être  situé 
sur  une  droite  donnée,  et  par  la  lettre  P,  la  condition,  pour  la 
droite  X,  de  passer  par  un  point.  Par  D*P*  on  indique  alors  le 
nombre  des  couples  (/,  X)  tels,  que  /soit  rintcrsection  de  deux  droites 
données,  c'est-à-dire  un  point  donné,  et  que  X  soit  une  droite  donnée. 
Ainsi  le  symbole  D'P*  est  égal  à  l'unité;  les  autres  symboles  du 
quatrième  ordre  sont  nuls.  Cela  posé,  j'appelle  modulffs  d'un  con- 
nexe et  d'un  couple  de  courbes  les  quantités 

(//P-f-vD),     PD(c7i'D4-mAP), 

et  module  d'une  coïncidence  la  quantité 

•/P^-hAPD-hcD'. 

On  peut  alors  énoncer  les  formules  (5)  et  (6)  en  disant  que  l'en- 
semble des  éléments  (/,  X)  déjini  par  i  équations  [i=  i,  2,  3)  est 


(M  Notamment  dans  son   Mémoire  :    lleitrii^  zur  abzàhïenden  Grometrie  {Math, 
Annaleny  t.  X,  p.  i). 

V.  -j. 
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à  la  courbe  (m)  sont  les  tangentes  aux  points  de  rebroussement  de 
l'enveloppe. 

Les  droites  mn  tangentes  à  la  courbe  (m)  sont,  aux  raèmes  points, 
tangentes  aux  sommets  de  l'enveloppe. 

Corollaire.  —  Si  les  vitesses  w  et  w'  sont  proportionnelles  et  que 
(m)  soit  une  circonférence  de  rayon  R,  l'enveloppe  de  la  droite 
sera  une  épicycloïde  concentrique  à  la  circonférence  [m)  qui  est 
la  circonférence  de  ses  sommets,  et  l'on  aura  pour  les  rayons  R'  de 
la  circonférence  directrice  et  r  du  cercle  décrivant 

R_     R'  ir 

w       w  —  w'       w' 

Dans  le  cas  de  la  droite  dont  il  s'agit, 

w' 

d'où 

\V 

ce  qui  résout  complètement  la  question. 


Sur  la  détermination,  par  le  principe  de  correspondance ,  du 
nombre  des  points  de  contact  ou  d'intersection  sous  un  angle 
donné  des  courbes  d'un  système  av^ec  une  courbe  algébrique; 
par  M.  G.  FouRET. 

(Séance  du  39  novembre  1876.) 

I.  La  question  qui  a  pour  objet  la  détermination  du  nombre  des 
points  de  contact  des  courbes  d'un  système  (fx,  v)  avec  une  courbe 
algébrique  a,  comme  on  sait,  été  traitée  par  plusieurs  géomètres. 
La  formule  qui  donne  ce  nombre  a  été  démontrée  de  diverses  ma- 
nières, dans  le  cas  des  systèmes  de  courbes  algébriques  et  aussi  tout 
récemment  dans  le  cas  des  systèmes  de  courbes  quelconques.  Mais, 
de  toutes  ces  démonstrations,  la  plus  simple  et  la  plus  lumineuse 
est,  k  notre  avis,  celle  qui  a  été  imaginée  par  M.    Brill  [Math. 

2. 
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Ann,,  t.  VIII,  1875).  Bien  que  l'auteur  ne  Tait  donnée  que  pour 
le  cas  des  systèmes  de  courbes  algébriques,  on  reconnaît  sans 
peine  qu'elle  s'applique  de  tout  point  aux  systèmes  de  courbes 
quelconques.  Cette  démonstration,  basée  sur  l'emploi  du  principe 
de  correspondance,  donne  véritablement  la  raison  d'être  du  théo- 
rème, si  bien  que,  si  nous  l'avions  connue  plus  tôt^  nous  nous  se- 
rions dispensé  d'en  chercher  une  autre  (*). 

II.  Le  mode  de  démonstration  employé  par  M.  Brill  nous  a  paru 
pouvoir  s'appliquer  avec  succès  à  d'autres  questions  concernant  les 
systèmes  de  courbes.  Nous  allons  tout  d'abord  en  faire  usage  pour 
compléter  le  théorème  relatif  au  contact  des  courbes  d'un  sys- 
tème avec  une  courbe  algébrique,  en  considérant  le  cas,  jusqu'à 
présent  exclu,  où  il  y  aurait  croisement  ou  convergence  d'une  infi- 
nité de  branches  du  système  en  un  ou  plusieurs  points  de  la  courbe 
algébrique.  A  cet  effet,  nous  allons  reprendre  la  démonstration  de 
M.  Brill,  en  y  introduisant  seulement  l'hypothèse  que  nous  venons 
d'indiquer. 

Dans  le  plan  de  la  figure,  prenons  une  droite  D  quelconque.  La 
courbe  fixe  C  étant  supposée  du  m'*'"'  degré  et  de  la  /i'**"'  classe, 
menons  d'un  point  x  de  D  les  n  tangentes  a  C.  En  chacun  des 
n  points  de  contact  passent  fj.  courbes  du  système.  Les  tangentes  à 
ces  courbes  en  ces  n  points  vont  couper  D  en  w/x  points  j>',  qui  cor- 
respondent au  point  x  choisi.  Inversement,  prenons  un  point  jk 
quelconque  sur  D.  Les  tangentes  aux  courbes  du  système  issues 
de  y  ont  leur  point  de  contact  sur  une  courbe  de  degré  /x  -h  v  qui 
possède  en  j^  un  point  multiple  d'ordre  ^.  Ce  dernier  lieu  a  de  plus 
un  point  singulier  en  chacun  des  points  de  C  par  lesquels  passent 
une  infinité  de  branches  du  système.  Il  coupe  par  suite  C  en  un 
nombre  total  de  points  égal  kmdi-^  v),  parmi  lesquels  figurent 
avec  un  certain  degré  de  multiplicité  les  points  singuliers  précités. 
Si  nous  désignons  par  o)  le  nombre  total  des  points  ainsi  absorbés, 
il  reste  /w(fji-l-v)  —  w  points  d'intersection  simples,  et  les  tan- 
gentes à  C  en  ces  derniers  points  vont  couper  Denm(fji-+-v)  —  co 
points  x,  correspondant  au  point  initial  j>'. 

En  vertu  du  principe  de  correspondance,  il  y  a  par  suite  sur  D 

(*)  Voir  Comptes  rendus  de  r Académie  des  Sciences,  t.  LXXXU,  p.  i3j8. 
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fiH-m  (fji  -f-v)  —  w  coïncidences  d*un  point  x  avec  son  corres- 
pondant^. D'ailleurs,  chacune  de  ces  coïncidences  fournit  un  con- 
tact d'une  branche  du  système  avec  la  courbe  C,  à  moins  toutefois 
que  ces  coïncidences  n'aient  lieu  aux  points  d'intersection  de  C 
avec  D.  Or  chacun  de  ces  points  d'intersection,  au  nombre  de  m, 
comprend  [l  coïncidences  étrangères  à  la  question.  En  déduisant  mfx 
du  nombre  total  trouvé  ci-dessus,  il  reste  n/x  -|-  mv  —  w.  Tel  est  le 
nombre  des  contacts  des  branches  du  système  avec  la  courbe  algé- 
brique, en  dehors  des  points  singuliers. 

Dans  le  cas-  où  les  courbes  du  système  sont  indépendantes  de  C, 
b>  est  nul,  et  Ton  retrouve  le  théorème  connu  consistant  en  ce  que 
le  nombre  des  contacts  des  branches  d'un  système  {[jl^  v  )  ai^ec  une 
courbe  algébrique  du  m'*""  degré  et  de  la  /i'*'"'  classe,  indépen- 
dante du  système,  est  égal  à  n[i-hmv. 

m.  11  est  facile  de  voir  quelle  est  la  marche  à  suivre  pour  dé- 
terminer le  nombre  co  à  soustraire  du  nombre  précédent,  dans  le 
cas  où  il  existe  en  un  ou  plusieurs  points  de  C  un  croisement  d'une 
infinité  de  branches  du  système.  En  effet,  de  la  démonstration  pré- 
cédente il  résulte  que  ce  nombre  co  n'est  autre  chose  que  le  nombre 
des  points  d'intersection  de  C  et  de  la  courbe  lieu  des  points  de 
contact  des  tangentes  menées  par  un  point  quelconque  aux  courbes 
du  système,  qui  sont  confondus  avec  les  points  singuliers  de  ce  der- 
nier lieu  provenant  des  points  singuliers  du  système.  On  est  ainsi 
ramené  au  problème  qui  consiste  à  trouver  le  nombre  des  points 
d'intersection  de  deux  courbes  algébriques,  qui  sont  confondus  en 
un  point  commun,  multiple  pour  Tune  au  moins  des  deux  courbes. 
Cette  question  a  été  traitée  par  plusieurs  géomètres,  parmi  lesquels 
nous  citerons  MM.  Cayley,  de  la  Gournerîc,  Painvin,  Halphen  (*). 

Il  est  bon  de  remarquer  que  le  cas  où  une  ou  plusieurs  des  tan- 
gentes de  la  courbe  C  seraient  touchées  par  une  infinité  de  bran- 
ches du  système  se  traiterait  de  la  mùme  manière  et  donnerait  lieu 
à  un  certain  abaissement  du  nombre  w/x  -t-  mv. 

IV.  Nous  allons  montrer  maintenant  comment  on  peut,  par  un 
procédé  analogue  à  celui  employé  par  M.  BriU^  déterminer  le  nombre 

(•)  Voir,  |K)ur  l'historique  do  celte  question,  le  Mémoire  de  M.  Halphen,  publié 
dans  le  Bulletin  de  la  Société^  t.  III,  p.  76. 


der  points  d'une  courbe  algébrique  en  lesquels  cetie  courbe  est 
coupée  sous  un  angle  donné  par  uste  des  branches  d'un  système 
donné. 

Nous  prendroDS  coaune  point  de  départ  ce  théorème*  d'ailleiirs 
oofiniu  d'après  lequel,  si  une  courbe  algébrique  plane  du  m''"'  de^ 
gré  et  de  la  f&^  classe  a  deux  points  multiples  d'ordre  r  confon- 
dus ai^ec  les  deux  points  drculaîres  à  Finfini,  le  nombre  des  droites 
issues  d^un  point  quelconque  du  plan  et  coupant  la  courbe  donnée 
sous  un  angle  donné  de  grandeur  et  de  sens  de  rotation  est  égal 
à  m -h  n  —  ar. 

Ce  théorème  se  oonclnt  da  reste  immédiatement  dn  théorème  re- 
latif an  contact  des  combes  d*an  STStème  aTec  une  coorbe  algé- 
brique. Ccmsidérons,  en  effet.,  le  système  des  spirales  logarithmi- 
ques ayant  poor  pôle  on  point  quelconque  dn  plan  0«  et  coupant  les 
rayons  vecteurs  issus  de  ce  pôle  sous  Tangle  donné  compté  dans  le 
sens  de  rotation  assigné.  Ce  système  a  pour  caractéristiques  u  =  i, 
y  =  i«  et.  ainsi  que  je  Tai  fait  remarquer  dans  un  travail  précédent, 
il  a  une  infinité  de  branches  imaginaires  couTei^eant  asymptotique- 
ment  vers  chacun  des  points  circulaires  de  Tinfini.  Comme,  d*adl- 
leurs,  chacun  de  ces  points  est  simple  sur  le  lieu  des  points  de  cxm- 
tact  des  tangentes  au  système  issu  d'un  point  quelconque  (cercle  \ 
on  a 

w=2r       et       #ia-f-*n>  —  «  =  jFi---if  —  ar. 


Tel  est  le  nombre  des  obliques  inclinées  de  Fangle  donné  dans  un 
sens  déterminé  sur  la  courbe  C«  que  Ton  peut  mener  par  le  point  O. 
Cela  posé«  prenons  une  droite  D  quelconque  dans  le  plan  cjui 
contient  la  courbe  C  et  le  système  donnés;  puis,  par  un  point  x 
quelconque  de  cette  droite,  menons  les  m  H-»  —  ar  droites  cou- 
pant C  sous  i^angle  donné  de  grandeur  et  de  sens  de  rotation.  En 
chacun  de  ces  points  passent  fi  branches  du  système  et  leurs 
fi  tangentes  qui  déterminent  sur  DR  u  points  i .  d'où  résultent 
(m  -4-  n  —  ar)  LL  points  y  correspondant  au  point  j.  luTersemcnt. 
prenons  un  point  y  quelconque  sur  D,  et  considérons  le  lieu  des 
points  de  contact  des  tangentes  menées  de  j' aux  courbes  du  système. 
Ce  lieu,  de  degré  a  -h  v.  coupe  la  courbe  C  en  m  (u  -f-  v  !  —  w  points, 
ci>  ayant  la  signification  indiqut'C  ci-dessus.  Rn  chacun  de  ces 
m  (u  -h  v)  —  Ci>  points^  traçons  la  droite  qui  ci^upe  C  suivant  Tanglc 
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donné.  Les  m  (/ui  -^  y  )  —  a>  droites  ainsi  obtenues  déterminent  sur  D 
autant  de  points  x  qui  correspondent  au  point  de  départ  j^.  Par 
suite,  et  en  vertu  du  principe  de  correspondance,  il  y  a 

coïncidences  d'un  point  x  avec  son  correspondant^.  De  ce  nombre 
il  faut  déduire  les  m\Â  coïncidences  confondues  avec  les  m  points 
d'intersection  de  C  avec  D,  qui  ne  répondent  pas  à  la  question.  Le 
nombre  restant,  à  savoir  (m-h/i  —  2r)fjt-h/wv  —  co,  fournit  la 
solution  cherchée. 

En  particulier,  lorsque  les  courbes  du  système  (|ex,  v)  sont  indépen- 
dantes de  C,  tù  est  nul,  et  l'on  obtient  le  théorème  suivant  : 

£06  nombre  des  points  d'une  courbe  algébrique  du  m***"  degré, 
de  la  n^"*  classe  et  ayant  deux  points  multiples  d'ordre  r  aux 
points  circulaires  de  l'infini  en  lesquels  cette  courbe  est  rencontrée 
sous  un  angl0  donné  de  grandeur  et  de  sens  de  rotation  par  les 
branches  d'un  système  (f^,  v)  indépendant  de  la  courbe,  est  égal 
à  (/îi-h/i —  2r)/yt-f-/7iv  ('). 

Le  même  procédé  de  démonstration  s'applique  à  un  très-grand 
nombre  de  questions  relatives,  comme  la  précédente,  à  l'intersec- 
tion dans  des  conditions  données  d'une  courbe  algébrique  avec  les 
branches  d'un  système.  Nous  avons  l'intention  de  traiter  ce  sujet 
d'une  manière  plus  complète  dans  un  prochain  travail. 

V.  L'objet  principal  de  cette  Note  était  de  montrer  comment  les 
singularités  des  systèmes  de  courbes  s'introduisent,  sans  occa- 
sionner d'autres  difficultés  que  celles  déjà  connues  et  en  partie  ré- 
solues dans  la  théorie  des  courbes  algébriques.  La  définition  analy- 
tique, que  nous  avons  donnée  des  systèmes  de  courbes  dans  le  plan, 
peut  devenir  ici  d'un  grand  secours.  En  efl'et,  si 


dy\ 


h' 


est  Téquation  d'un  pareil  système,  on  reconnaît  qu'un  point  a:  =  a, 
y  =z  b  est  un  point  singulier  par  lequel  passent  une  infinité  de 


(*)  r'oir  une  autre  démonstration  du  même  théorème  {Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  t.  LXXXIII,  p.  633). 
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branches  du  système,  si  l'équation 

9  (a,  b,  p]"0 

est  vérifiée  quel  que  soit  p.  Si  ce  même  point  j:  =  n,  j^  =  i  est  un 
point  simple  ou  multiple  d'une  courbe  algébrique 

la  portion  du  nombre  désignée  ci-dessus  par  gi),  qui  se  rapporte  au 
point  X  =  a^  jr  =  b^  n'est  autre  chose  que  le  nombre  des  points 
communs  à  la  dernière  courbe  et  à  la  courbe 

qui  sont  confondus  au  point  considéré.  Cela  résulte  immédiate- 
ment des  démonstrations  données  plus  haut,  et  de  cette  simple  re- 
marque que  la  dernière  équation  définit  le  lieu  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  aux  courbes  du  système  menées  parallèlement  à 
la  droite  y^=px. 


Sur  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  ordre; 

par  M.  Laguerre. 

(Séance  du  17  mai  1876.) 

1 .  Soient  A  une  surface  du  second  ordre  et  K  l'une  quelconque 
de  ses  lignes  de  courbure.  On  peut  faire  passer  par  K  une  infinité 
de  surfaces  du  second  ordre  ^  soit  A'  l'une  quelconque  d'entre  elles. 

Cela  posé  : 

La  surface  dév^eloppable,  circonscrite  à  K  et  A',  touche  A  sui- 
vant une  de  ses  lignes  de  courbure. 

En  d'autres  termes  : 

Etant  donné  un  plan  tangent  quelconque  à  la  surface  A  qui  la 
touche  au  point  M,  on  peut^  par  K,  mener  deux  autres  surfaces 
du  second  ordre  qui  touchent  le  plan;  si  Von  désigne  par  A  ei  B 
leurs  points  de  contact,  les  droites  MA  et  MB  sont  les  tangentes 
aux  lignes  de  courbure  de  A  qui  se  croisent  au  point  M. 
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2.  Les  surfaces  quadricuspidales,  étudiées  par  M.  delà  Gourne- 
rie,  jouissent  de  propriétés  analogues  à  celles  des  surfaces  du  second 
ordre  A'. 

Si,  par  la  biquadratique  K,  on  mène  une  quadricuspidale  quel- 
conque, la  surface  déi^eloppable  circonscrite  à  A  et  à  la  quadri- 
cuspidale touche  A  suivant  une  de  ses  lignes  de  courbure. 


Sur  le  lieu  des  points  tels,  que  les  tangentes  menées  de  ces 
points  à  deux  courbes  planes  soient  égales  entre  elles;  par 
M.  Làguerre. 

(Séanee  dn  3i  mai  1876.) 

i .  Soient  S  et  S'  deux  courbes  planes,  meimf  deux  points  situés 
respectivement  sur  ces  courbes  et  tels  que,  les  tangentes  menées  en 
ces  points  se  coupant  en  f ,  on  ait  mt^=m't. 

Pour  déterminer  le  lieu  du  point  /,  je  m'appuierai  sur  le  lemme 
suivant,  dont  l'évidence  est  immédiate  : 

Si  F  on  fait  la  perspectii^e  stéréo  graphique  des  courbes  S  et  S' 
sur  une  sphère,  en  appelant  O  le  centre  de  la  projection,  Z  e£  Z 
les  courbes  perspectis^es  de  S  et  de  S\  /i  et  y!  les  points  correspon- 
dant à  m  et  m'j  les  tangentes  menées  en  /i  et  uf  aux  courbes  Z  ef  27 
se  rencontrent  en  un  point  de  l'espace  0  qui  est  situé  sur  le  rayon  O  £. 

La  réciproque  est  évidemment  vraie. 

ii.  De  ce  lemme  résulte  immédiatement  la  construction  suivante 
du  lieu  des  points  f . 

Faisons ,  sur  une  sphère  quelconque,  la  perspective  stéréogra- 
phique  des  courbes  données  S  et  S^  et  imaginons  les  deux  surfaces 
développablesqui  ont  pour  arêtes  de  rebroussement  les  deux  courbes 
perspectives  £  et  2'.  Ces  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une  courbe 
gauche  K;  imaginons  maintenant  le  cône  ayant  pour  base  K  et  pour 
sommet  le  centre  O  de  la  perspective  :  ce  cône  coupera  le  plan  de  S 
et  de  S'  suivront  le  lieu  cherché. 

3.   Etant  donnée  une  courbe  plane  S,  on  peut  se  proposer  de  dé- 
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terminer ane  courbe  T  telle,  que  deux  des  tangentes  que  l'on  peut 
mener  de  chacun  des  points  de  cette  courbe  à  S  soient  ^ales  entre 
elles. 

Pour  résoudre  ce  problème,  faisons  sur  une  sphère  quelconque 
la  projection  stéreographique  de  S.  La  coiurbe  perspective  Z  est 
l'are  te  de  rebroussement  d'une  surface  développable  ;  soit  K  la  ligne 
nodale  de  cette  surface. 

Si  Ton  imagine  le  cône  ayant  pour  base  K  et  pour  sommet  le 
centre  O  de  la  perspective,  ce  cône  coupe  le  plan  de  S  suivant  la 
courbe  T. 


Sur  un  problème  d'yilgèbre;  par  M.  Lagueree. 

(SéftDce  du  10  jantier  i877>) 

1 .  En  désignant  par  Syt  la  somme  des  puissances  d'ordre  fi  des 
racines,  de  l'équation  de  degré  /i,  f{x)  =  o,  on  peut  se  proposer  de 
déterminer  le  polynôme y*(x)  connaissant  Si,  Si,  • . . ,  Sti^i- 

Comme  on  a  ainsi  n  équations  de  condition  pour  déterminer  les 
coefficients  du  polynôme,  il  est  clair  que  le  problème  est  générale- 
ment déterminé.  Il  peut  se  faire  néanmoins  qu'il  y  ait  une  inGnité 
de  solutions;  car,  si  l'on  satisfaite  la  question,  ce  qui,  dans  cer- 
tains cas,  sera  évidemment  possible,  en  prenant  pour  f[x)  un  po- 
lynôme de  degré  inférieur  à  /i,  en  désignant  par  ç(x')  un  poly- 
nôme quelconque  ne  renfermant  que  des  puissances  paires  de  or, 
on  y  satisfera  aussi  en  remplaçant  y*(x)  par  y(x)-hç(x*)x*,  les 
coefficients  de  f  (x*)  et  l'exposant  m  étant  du  reste  arbitraires, 
pourvu  que  le  degré  de  l'expression  précédente  soit  égal  à  /i. 

2.  Pour  poser  d'une  façon  plus  précise  le  problème  à  résoudre, 
je  l'énoncerai  ainsi  : 

Déterminer  un  polynôme  f{x)^  de  degré  égal  ou  inférieur 
à  71,  jouissant  de  la  propriété  énoncée  et  tel,  quej[x)  et  J  [ —  x) 
n'aient  aucun  facteur  comnuin. 

Il  est  facile  alors  de  démontrer  que,  si  le  problème  a  une  solu- 
tion, le  polynôme y*(x)  est  parfaitement  déterminé. 
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A  CCI  effet,  posons /( — ar)  =  y(x)5  d'après  ce  que  je  viens  de 

dire,  la  fraction  ^7 — -  sera  irréductible.  Soient  de  plus  a,  &,  c,  .  • . 

,  ^^^\ 
les  racines  de  réquation/(x)  =  o,  on  aura  évidemment 

9'[x\      f(x)  J^  _i Y      I       ^V   -a/ï 

2S1      2S»  2S 

a:*        X* 

l'expression  (  —  |  désignant,  en  général,  sans  que  je  me  préoccupe 
des  valeurs  des  coefficients,  une  série  développée  suivant  les  puis- 
sances de  —  et  commençant  par  un  terme  d'un  degré  au  plus  égal  à 

X 

—  m. 

En  intégrant  l'équation  précédente  entre  les  limites  x  et  oo  ,  il 
viendra 

,    ox)_   rs,      s,  &„.      1     /   I  \ 

ou  en  posant,  pour  abréger, 


X        3x*  (2/1 —  i)j;**-* 

et  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

3.  La  détermination  du  polynôme  y*(x)  est  donc  ramenée  à  la 
question  suivante  : 

Déterminer  une  fraction  rationnelle  irréductible  dont  le  dénomi- 
nateur et  le  numérateur  soient  d'un  degré  au  plus  égal  à  /z,  et  qui 
soit  égale  au  développement  de  e*^,  en  négligeant  les  termes  d'un 

ordre  supérieur  à  celui  de  -^-  Il  faut,  en  outre,  qu'en  désignant 

psLr  J'(x)  ce  dénominateur,  le  numérateur  delà  fraction  soit  égal 
UJ'( — x)  ^  mais,  comme  je  le  ferai  voir,  il  n'y  a  pas  à  se  préoccuper 
de  celte  condition,  qui  sera  satisfaite  d'ellc-mcme  si  la  première 
condition  est  remplie. 
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Je  démontrerai  d'abord  qu'il  ne  peut  exister  qu'un  seul  poly- 
nôme y*(j:)  qui  y  satisfasse;  en  ellet,  sifi(x)  était  une  autre  solu- 
tion, on  aurait  évidemment 


d'où 


?(^)/w~/w?.(^)=/(^)/.w(^) 


relation  évidemment  impossible,  à  moins  que  le  premier  membre 
ne  soit  nul  \  car  c'est  un  polynôme  entier  en  x,  tandis  que  le  se- 
cond membre  (s'il  n'est  pas  nul)  se  développe  suivant  une  série 

commençant  par  un  terme  en  —  »  puisque  chacun  des  polynômesy(x) 

etyi  (x)  est  d'un  degré  au  plus  égal  à  /i. 

La  relation  précédente- ne  peut  donc  avoir  lieu  que  si  Ton  a 

?(^)/«(^)--/(^)9«(^)  =  o, 
ou  encore 

et,  si  l'on  suppose  ces  fractions  irréductibles, y*i(j:)  ne  doit  diflérer 
que  par  un  iacteur  constant  dey(x). 

Ce  polynôme  n'étant  pas  d'ailleurs^  par  hypothèse,  divisible 
par  x,  on  peut  supposer  que  le  terme  constant  qui  y  entre  est  égal 
à  l'unité;  il  est  alors  complètement  déterminé. 

-4.  Cela  posé,  il  est  facile  de  prouver  que,  la  fraction  irréduc- 
tible ^n — {  ayant  été  déterminée  par  la  condition  ci-dessus  énoncée, 

ç(x)  est  égal  à  y( — x). 

En  effet,  W  ne  renfermant  que  des  puissances  impaires  de  x,  en 
changeant  x  en  — x  dans  l'équation  (i),  il  viendra 


d'où,  par  une  transformation  facile. 


<f[  —  x)       \x"'*7' 
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le  polynôme  y( — x),  d'après  ce  que  je  viens  d'établir,  ne  peut  dif- 
férer que  par  un  facteur  constant  de  f{j^)]  d'ailleurs,  e'^,  pour 
x  =  o,  se  réduit  à  Tunîté',  donc  le  premier  terme  de  ç( — x)  est 
aussi  Tunité  et,  par  suite, 

5.  Le  problème  est  donc  entièrement  ramené  à  trouver  un  poly- 
nôme y*(x),  de  degré  au  plus  égal  à  /i,  et  satisfaisant  à  Téquation  (i); 
mais  on  peut  supposer  quey*(x)  soit  eifectivement  de  degré  n,  en 
faisant  abstraction  de  la  condition  imposée  jusqu'ici,  à  savoir  que 
^(x)  elf(x)  sont  premiers  entre  eux. 

Effectivement,  sîy*(a:)  était  d'un  degré  m<^n,  il  suffirait  de  mul- 
tiplier les  deux  termes  de  la  fraction  ^. — ^  par  un  polynôme  arbi- 
traire de  degré  (n  —  m)  pour  obtenir  une  fraction  satisfaisant  à  la 
relation  (i)  et  dont  le  dénominateur  soit  du  degré  n. 

Nous  poserons  doncy*(j:)  =  i4-aa:-|-ia:'-f-...-f-  Ix^'^,  a^  ^v?  ' 
désignant  n  coefficients  indéterminés,  et  nous  exprimerons  que  le 

produit  e^^f{x)  manque  des  termes  en  -^  "!»•'•»  ~i»  nous  aurons 

ainsi,  pour  déterminer  les  n  coefficients  inconnus,  n  équations  li- 
néaires avec  second  membre. 

Généralement,  le  déterminant  de  ces  équations  étai^t  différent 
de  zéro,  elles  fourniront  pour  les  coefficients  des  valeurs  bien  dé- 
terminées^ le  polyn6mey(x)  sera  donc  efl'cctivement  du  degré  /i. 

Si  le  déterminant  est  nul,  il  se  peut  que  le  problème  n'ait  pas  de 
solution  ;  s'il  y  en  a  une  infinité,  on  déterminera  l'un  quelconques 
des  polynômes  y  (x)  satisfaisant  aux  équations^  et  l'on  en  déduira 
le  numérateur  correspondant  ç(x);  on  réduira  ensuite  la  frac- 
tion ^ — -  à  sa  plus  simple  expression  :  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion irréductible  ainsi  obtenue  sera  la  solution  cherchée,  et  son  de- 
gré sera  inférieur  à  /z. 

6.  U  est  clair  que  l'on  peut  remplacer  l'expression  e*^  par  toute 
autre  expression  dont  le  développement  coïnciderait  avec  elle  jus- 

(lu'aux  termes  de  l'ordre  de  --  inclusivement. 

1  jpin 
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Ainsi,  si  l'on  développe  en  firaction  continue  l'expression  [ J  > 

où  m  désigne  un  nombre  quelconque,  et  si  Ton  forme  la  réduite 
dont  le  dénominateur y*(x;  est  de  degré  /i,  les  racines  de  Téquation 
f\x)  =  o  jouiront  de  la  propriété  que  les  sommes  Si,  Ss,  •  • . ,  Sts.i 
soient  toutes  égales  à  m. 

7.  Les  résultats  obtenus  dans  cette  >~ote  peuvent  s'énoncer  ainsi  : 
Les  coefficients  d'un  polynôme  de  d^;ré  n  s'expriment  rationnel- 
lement en  fonction  des  fonctions  symétriques  S|,  St*  •  •  •  >  Sia.t  des 
racines  de  l'équation  f(x)  =  o.  C'est  ce  qu'il  est  facile  du  reste  de 
vérifier  au  moyen  des  formules  de  >~ewton,  au  moins  pour  de  pe- 
tites valeurs  du  nombre  n. 


Recherches  sut'  les  normales  que  l'on  peut,  d'un  point  donné, 

mener  à  une  conique;  par  M.  LAcvEmmE. 

(Séance  da  ij  janTÎcr  1877/ 

i .  Je  m'appuierai  sur  le  beau  théorème  suivant,  dà  à  M.  Liou- 
viUe  (»)  : 

Si,  aux  quatre  points  d^ intersection  d'un  cercle  et  d'une  co- 
nique,  on  mène  des  normales  à  la  conique,  et  si,  par  le  centime  du 
cercle,  on  mène  une  sécante  quelconque,  le  centre  harmonique  du 
centre  du  cercle,  par  rapfH>rt  aux  quatre  points  où  la  sécante 
coupe  les  normales,  est  situé  à  l'infini. 

Considérons  maintenant  (*)  les  quatre  normales  Ma,  M 6,  Me 
et  M^^  que  d'un  point  M  on  peut  abaisser  sur  une  conique  donnée. 
Désignons  par  A  le  centre  du  cercle  qui  passe  par  les  pieds  &,  c,  d 
de  trois  de  ces  normales,  déterminons  le  point  M'  symétrique  du 
point  M  par  rapport  au  centre  O  de  la  conique,  et  par  ce  point 
menons  une  parallèle  yia'  k  la  normale  Ma.  Puisque  OM'=  OM, 


V  *  )  .Vrmoirr  sur  ^Mflifmes  proposttiotis  i^néréUrs  Je  Gèomètrir  et  smr  fa  théorie  tfe 
l'êiimimation.  i^Jonrmal  de  Mmtkêmmtiqaes,  l.  VI,   1^  S<Tto.  p.  4o5.) 
^^  *)  Le  lecteur  ost  prie  do  faire  la  6gurc. 
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il  est  clair  que  a  et  a'  sont  deux  points  diamétralement  opposés  de 
la  conique,  et,  diaprés  une  élégante  proposition  due  à  Joachimsthal, 
on  sait  que  les  quatre  points  a\  b^  c,  d  sont  situés  sur  un  même 
cercle. 

Par  suite,  d'après  le  théorème  de  M.  Liouville,  si  Ton  mène  par 
le  point  A  une  sécante  quelconque,  le  conjugué  harmonique  de  A 
par  rapport  aux  quatre  points  où  la  sécante  coupe  les  droites  M'a', 
M&,  Me,  M^  est  situé  à  Tinfini. 

Considérons,  en  particulier,  la  sécante  Ajx  parallèle  à  MV  et 
par  conséquent  à  Ma,  le  point  de  rencontre  avec  MV  étant  rejeté 
à  l'infini,  on  en  déduit  immédiatement  que  Ma  est  la  conjuguée 
harmonique  de  MA  relativement  au  faisceau  des  normales  M£, 
Me,  Mrf. 

Supposons  maintenant  que  la  sécante  passe  par  le  point  M,  on 
aura 

Aa  "*■  AM  ~ 

d'où  il  suit 

,       AM 

«A=^. 

Menons  par  le  point  A  une  parallèle  à  Ma,  et  soit  /x  le  point  où 
celte  parallèle  coupe  le  diamètre  OM;  le  point  fx  décrira  le  seg- 
ment MM'  dans  le  rapport  de  3  à  i.  On  voit  donc  qu'il  est  situé 
sur  le  prolongement  du  rayon  MO  et  à  une  distance  du  centre  égale 
à  la  moitié  de  ce  rayon  ^  ce  point  sera  d'ailleurs  le  même,  quelle  que 
soit  celle  des  quatre  normales  que  l'on  considère. 
On  peut  donc  énoncer  les  deux  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Si  l'on  considère  trois  des  normales  que  l'on 
peut  mener  d'un  point  M  à  une  conique,  la  droite  qui  joint  le 
point  M  au  centre  du  cercle  circonscrit  aux  trois  pieds  de  ces 
normales  a  pour  conjuguée  harmonique,  relatis^emerit  à  ces  trois 
normales,  la  quatrième  normale  que  Von  peut  mener  du  point  M 
à  la  courbe. 

Théorème  II.  —  Si  Von  désigne  par  a^  b^  c^  d  les  pieds  des 
quatre  normales  que  Von  peut  mener  d'un  point  M  à  une  conique, 
et  par  A,  B,  C,  D  /ej  centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles 
bcdy  cda^  dab  et  abc^  les  droites  menées  respectivement  par  ces 
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points,  parallèlement  aux  normales  M/i,  Mi,  Me  et  Md,  se  cou- 
pent en  un  même  point  fx. 

Ce  point  est  situé  sur  la  droite  qui  joint  le  point  M  au  centre 
de  la  conique,  de  l'autre  côté  de  ce  centre  et  à  une  distance 
moitié  moindre. 

2.  Il  résulte  de  là  que,  si  Ton  considère  l'une  quelconque  des 
normales  Ma  que  Ton  peut  mener  par  le  point  M,  la  droite  MA, 
qui  joint  ce  point  au  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  bcd^ 
est  Vune  des  deux  droites  qui  constituent  la  polaire  conique  de  Ma 
relativement  au  faisceau  M&,  Me,  M^. 

Par  suite,  si  Ton  détermine  pour  chacune  des  normales  sa  po- 
laire conique  par  rapport  aux  trois  autres,  on  obtiendra  huit  droites 
sur  lesquelles  se  trouveront  les  quatre  centres  A,  B,  C  et  D  des 
cercles  circonscrits. 

Soit 

U  =  ax* -h  4 bx*x  -+-  Gcx^jr* ■+■  4 dx* -i-  ey*  =  o 

une  équation  du  quatrième  degré  dont  les  racines  déterminent  les 
directions  des  quatre  normales  issues  du  point  M,  et  a  une  racine 
de  cette  équation  déterminant  une  des  normales.  Les  directions 
des  trois  autres  seront  données  par  Téquation 

=  ax* -^  (^b  -h  aa]  x^jr  -^ , .  ,=  o. 


x  —  ay 


et  la  polaire  conique  de  la  première  normale,  par  rapport  aux  trois 
autres,  par  l'équation 

a[3a:c'-f-  7.[^h -^  aa)  xy -\- , . .] -f-[(4fr -^aa)^*4-.  ..]  =  o. 

Pour  obtenir  l'équation  déterminant  les  huit  droites  dont  j*ai  parlé 
plus  haut,  il  faut  éliminer  a  entre  cette  relation  et  la  relation 
U(ar,  i)  =  d^  comme,  d'ailleurs,  le  résultat  doit  être  un  covariant 
de  U,  nous  n'avons  besoin  que  de  calculer  le  terme  du  degré  plus 
élevé.  Nous  ferons  donc  j^  =  o,  et  il  restera  à  éliminer  a  entre  les 
équations  aa  -f-  i  =  o  et  U(a,  i)  =  o^  le  résultant,  multiplié  par 
X*,  devient 

X»  —  36*  -+-  6ca6»— 4rfa»6  -4-  ea») 

=  (a^  — 46rf-+-3c-)rt»j:»—  3(ae—  h"  ''x\ 
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Si  donc  on  désigne  par  H  le  hessien  de  U,  et  par  S  son  invariant 
quadratique,  l'équation  qui  détermine  les  huit  droites  est 

SU'-3H»=o. 
Cette  équation  se  décompose  en  deux  autres 

H-t-y/|u  =  o    et    H-y^U  =  o. 

Comme  je  le  montrerai  plus  loin,  le  faisceau  des  quatre  droites 
MA,  MB,  MC  et  JMD  est  déterminé  par  Tune  de  ces  équations. 

3.  Théorème  DI.  —  «Si  Von  joint  le  point  M  au  centre  O  de  la 
conique,  et  si,  par  le  même  point,  on  mène  des  parallèles  MX  et 
IVn'  aux  axes  de  cette  conique,  les  trois  droites  ainsi  obtenues 
jouissent  de  la  propriété  suivante  : 

La  conjuguée  harmonique  de  chacune  d'elles,  par  rapport  au 
faisceau  des  normales  issu  du  point  M,  se  confond  ax^ec  sa  conju- 
guée Iiarmonique  relativement  aux  deux  autres  droites, 

La  vérification  de  ce  théorème  se  fait  très-simplement  en  remar- 
quant que,  si  Ton  rapporte  la  conique  à  ses  axes,  l'équation  qui 
donne  les  coefficients  angulaires  de  normales  issues  du  point  (^,  y;) 
est 

b^\^m*—  26'yî^m'-f-  (6'y)'-+-a'Ç'—  &\m^—  la^t^m  -h  aW,^=o. 

4.  Soit,  couimc  précédemment,  U  =  o  réqualion  qui  détermine 
les  directions  des  quatre  normales  issues  du  point  M;  pour  abré- 
ger, je  dirai  simplement  que  c'est  l'équation  de  ces  normales,  et  je 
me  servirai  d'une  expression  semblable  pour  les  autres  systèmes  de 
droites  que  j'aurai  à  considérer.  Soit," de  plus, 

u  =1  ax'  -+■  2  pxy  -h  yjr^ 

l'équation  de  deux  quelconques  des  trois  droites  MO,  MX  et  MY. 
Le  théorème  précédent  montre  qu'un  certain  invariant  des  formes 
u  et  L  doit  être  nul;  poui*  calculer  cet  invariant,  je  supposerai  la 
forme  U  réduite  à  sa  forme  canonique,  en  posant  a  =  y  =  o,  et  les 
deux  droites  auront  simplement  pour  équation  xr  =  o;  soit,  de 
plus,  XTt  —  V;  =  o  l'équation  de  la  troisième  droite. 

V.  3 
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Les  conjuguées  harmoniques  de  .r=  o^,  relativement  à  U  =  o  et 

y(xYi  — j ^  )  =  o,  sont  respectivement 

dx  •+-  ey    et    xr\  —  2/Ç; 

d'après  le  théorème  précédent,  on  a  donc 

7.d\  -f-  er?  =:o. 

De  même,  les  conjuguées  harmoniques  de  j^  =  o,  relativement  à 
U=o  etx(xr/  — j^^)  =  o,  sont  respectivement 

ax  -h  by^    et    7.xr\  —  r£; 

ou  a  donc  également 

a^  -i-  aftyj  =:  o. 

Eliminant  ^  et  y?  entre  les  relations  précédentes,  il  vient 

ae—  ^bd-=o. 

Ecrivons  maintenant  la  relation  suivante  : 

*''     j       —  3(rty*-t-  4cP»-4-  ea}—  46py  -h  icya.  —  ^da^Y=  o, 

où,  comme  on  le  voit,  le  premier  membre  ne  renferme  que  des 
invariants  de  U  et  de  ii  {').  D'ailleurs,  quand  on  y  fait  a  =  y  =  o, 
cette  relation  se  réduit  à  la  relation  ae  —  4^^  =  o,  que  nous  ve- 
nons de  trouver.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  désigne  respectivement  par  ii  =  o  et  U  =  o  les  équa- 
tions des  quatre  normales  issues  du  point  M  et  de  deux  quelcon- 
ques des  droites  OM,  OX  et  OY,  les  im^ariants  des  formes  u  etXJ 
sont  reliés  par  la  relation  (  i  ) . 

5.  Désignons  par  -  et  —  les  paramètres  qui  fixent  les  directions 

de  deux  quelconques  des  droites  OM,  OX  et  OY  -,  on  pourra  poser 

évidemment 

a  —  2^     y 

yn      y'i  •+■  ^'n      x\ 

(*)  Voir  Salmon.  Uigher  AlgebrOf  3*"  édition,  p.  200. 
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et,  en  portant  ces  valeurs  dans  Féquation  (i),  on  obtiendra  la  re- 
lation suivante  : 


(  5^ [ax- -h  vibxy  -T-  c/' )  -+-  2^7î  ( 6 j;' -h  acxr  -+-  <^j' ^ 


(^1 


\ 


Cette  équation  déterminera,  quand  on  se  donuera  la  direction  -  de 
l'une  des  trois  droites,  les  directions  des  deux  autres. 

6.  Je  me  proposerai  maintenant  le  problème  suivant  : 

Déterminer  les  coniques  qui  coupent  orthogonalement  quatre 
droites  données  passant  par  un  même  point  M. 

Je  ferai  abstraction  des  cercles  ayant  pour  centre  le  point  M  et 

qui  satisfont  évidemment  au  problème^  il  J  ^  encore  une  infinité 

de  solutions,  et  Ton  pourra  préciser  la  question  en  assujettissant, 

par  exemple,  les  coniques  à  passer  par  un  point  fixe  pris  sur  Tune 

des  droites. 

Je  désignerai,  comme  ci-dessus,  par  U  =  o  Téquation  des  quatre 
droites  données.  Cela  posé,  pour  déterminer  les  droites  qui  joi- 
gnent le  point  M  aux  centres  des  coniques  qui  sont  des  solutions 
du  problème,  il  suffira  d'exprimer  que  les  racines  de  réquatîon  (2) 
^^  (^  ^')  correspondent  à  deux  directions  rectangulaires. 

Soit 

M  m  a  x'  -f-  ?.  (3  xy^  -j-  y j'  =  o 

1  équation  des  deux  droites  isotropes  passant  par  le  point  M.  Eu 
posant,  pour  abréger. 


ica 


-7,b'^-\-ay]x^-\-7.[da  —  'ic^-\-hy]xy-\-  [ecc  —  id^  -\-(*y\yK^.  «•, 


on  obtiendra  Téqualion  suivante  : 


(3 


Le  lieu  des  centres  des  conî([ues  clierehées  se  compose  donc  de 
quatre  droites  que  l'on  peut  déterminer  par  l'extraction  de  simples 
racines  carrées . 
L'une  de  ces  droites  étant  déterminée,  on  prendra  arbitrairement 

3. 
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uu  do  ses  points  que  Ton  rt*ganlera  comme  le  centre  (l*unc  conique 
normale  aux  quatre  droites  données.  L'équation  (2)  déterminera 
les  diriH.nions  des  axes  de  cette  conique,  et  il  sera  facile  de  trouver 
la  Ion£[ueur  de  ses  axes. 

7.  Comme  je  l'ai  montré  (u®  2)^  les  quatre  droites,  qui  joignent 
le  point  M  aux  centres  A,  B,  C  et  D  des  cercles  qui  sont  circon- 
s^TÎts  aux  triangles  que  Ton  peut  former  avec  les  pieds  des  nor- 
niales^  sont  déterminées  par  quatn*  des  racines  de  Téquation 

(lI^y/|L)(e-y^|u)=o. 

De  ce  que  je  >  iens  de  dire  plus  haut,  il  résulte  que.  le  polynôme  U 
étant  donné,  on  peut,  en  extrayant  de  simples  racines  carrées,  dé- 
tenuiuer  toutes  les  coniques  normales  aux  quatre  droites,  et  par 
suite  déterminer  le  faisceau  \I.V«  MB«  MC  et  MD.  Ce  faisceau  doit 
par  suite^  comme  je  l'avais  énoncé,  avoir  pour  équation 

H^%    |l=o    ou     H-y/^U^o; 

autrement  ces  deux  équations  seraient  résolubles  par  radjonction 
de  simples  racines  carrées,  ce  que  Ton  sait  être  généralement  îm- 
poissiblc. 

8.  f^itVil  ./o?n<v>'  ^u*itrt^  ^^^oî:c>  /xxxmivi/  f\2r  uit  même  fH.nni  ei 
tieief  niîn^r<  ;\5r  /Vyjj.iXùvi  u  =  o,  //  <^t  **/*«>  ffuîl  %  ejrist^  une 
infinis t  Jr  n  s:^rritv  </<•  /rxvV  i/'wi'r.'^  /xva/ss,^.'::  Je  Li  j-roprièfé  que 
Lt  CM:ju^^èe  h^2rm*yyii^ue  Je  x-^aa^ve  «/V/Aw  rrtdli%yemeni  omut 
de%iX  n^^:ref  se  c.MrVvt,/  «îiw  s*j  ivr/iij^irt-  hir moni^ue  rclaii%^e^ 
r$emt  aux  cua:re  Jrvvjl^  •/i*';.»:iY:s> 

Eu   désignant  p4r  ^  le  par^iuèuv  d'une  droite  arbitraireineiit 

choîsîo,  les  ricincs  de  réquil^Mî  ■  >  délerm;nejnMil  deux  antres 
dr\>ï:c>,  lonuint  i^or  !a  jvrvauèxt^  un  5ys:ô«»c  jivvuîsjjtn:  de  la  pro- 
j^icte  tii^>nore. 

CoQijxins  les  quAlix'  drv»;ios  Ô^>îîîhv>  îvir  u:n^  coaiijuo  R  pas- 
5iin:  jvir  leur  jx^iut  3<"  re»*\M:Ux*  *:  <  ::%>;>>i'  3u  rcs;e  4ii>itraire- 
amt^  snwat  j,  i,  ^  t-i  i  !<^  jvvals  *m;  t^-^  ir^xies  rt^iKv^ntiient  la 
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conique  \  un  quelconque  des  systèmes  de  trois  droites,  jouissant  de 
la  propriété  énoncée,  rencontrera  la  conique  en  trois  points  /?,  f/ 
et  r;  ces  trois  points  formeront  les  sommets  d'un  triangle  inscrit 
dans  K,  et  il  est  clair  que  ce  triangle  sera  déterminé  des  que  Ton 
connaîtra  un  de  ses  sommets.  On  en  conclut  immédiatement  que 
tous  ces  triangles  enveloppent  une  conique  K'. 

Considérons  les  quatre  tangentes  communes  que  Ton  peut  mener 
à  K  et  à  K'  et  le  point  où  Tune  de  ces  tangentes  touche  K;  si  Ton 
prend  ce  point  comme  sommet  d'un  triangle  inscrit  dans  K  et  cir- 
conscrit à  K',  on  voit  facilement  que  deux  des  sommets  de  ce 
triangle  seront  confondus  au  point  de  contact. 

Or  en  faisant,  dans  l'équation  (a),  x  =^  l  eiy  =  yj,  on  obtient 
l'équation  u  =  o^  donc  les  tangentes  menées  aux  points  a,  |3,  y  et  :^ 
àla conique  K  sont  tangentes  à  K^ 

Tous  les  triangles  satisfaisant  h  la  question  s'obtiendront  donc  en 
construisant  les  deux  coniques  touchant  les  tangentes  menées  en 
oc,  P,  y  et  d  h  K,  et  jouissant  de  la  propriété  qu'à  chacune  d'elles 
on  puisse  circonscrire  un  triangle  inscrit  dans  K;  on  sait  alors 
qu'on  pourra  en  inscrire  une  infinité  et  tous  ces  triangles  satisferont 
au  problème  proposé. 

9.  De  là  résulte  la  détermination  suivante  des  coniques  coupant 
orlhogoualement  quatre  droites  données  passant  par  un  même 
point  M. 

Par  M  faisons  passer  un  cercle  quelconque  K  rencontrant  les 
droites  données  aux  points  a,  j3,  y  et  cJ  et  menons  vu  ces  points  les 
isngentes  au  cercle. 

Nous  pouvons  déterminer  deux  coniques  dillérentes  tangentes  à 
ces  quatre  droites  et  jouissant  de  la  propriété  qu'à  chacune  d'elles 
on  puisse  circonscrire  un  triangle  inscrit  dans  K. 

Soit  R'  l'une  de  ces  coniques  -,  sans  qu'il  soit  besoin  de  la  tracer, 
on  pourra  la  supposer  déterminée,  par  exemple,  par  une  cinquième 
tangente.  Par  le  centre  du  cercle  menons  une  tangente  à  K'; 
soient  p  et  ^  les  points  où  cette  tangente  coupe  le  cercle  et  con- 
struisons le  troisième  sommet  /•  d'un  triangle  inscrit  dans  le  cercle 
et  circonscrit  à  K'. 

Cela  posé,  si  par  le  point  r  on  mène  deux  droites  /'X  et  rY 
parallèles  à  Mp  et  M//,  on  pourra  construire  une  conique  ayant 
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pour  axes  /*X  et  rY  et  coupant  orthogonalenient  les  quatre  droites 
issues  du  point  M. 

Ou  obtiendra  ainsi,  par  la  règle  et  le  compas,  les  quatre  solutions 
du  problème. 

Note  A. 

SIR  L\   DÊTERIIINVTION   D*UNE  CONIQUE ,   CONNAISSANT  SES  KTJSS 
ET  DEl'X  DROITES  QUI  LUI  SONT  NORMALES. 

Soient  OX  et  OY  les  axes  de  la  conique^  Ma  et  M 6  les  deux 
droites  données;  je  me  propose  de  déterminer  les  points  a  et  ^  où 
les  deux  droites  sont  respectivement  normales  à  la  conique  cher- 
ckéiN  il  sera  alors  facile  de  la  déterminer  complètement. 

Soit  I  le  milieu  du  segment  ol^  :  j*ai  démontré  que  la  droite  A 
menée  /Hir  i  />er/H^ndiculairement  à  xfi  passe  par  les  milieux  des 
sei^ments  interceptés  sur  les  iixes  par  les  deux  normales  M  a  et  MA. 
Connaissant  ces  doux  normales*  on  construira  facilement  la  droite  A 
et  il  surtira  de  déterminer  sur  cette  droite  un  point  i\  tel  que  la 
por{)tn)dicuIaire«  menthe  en  ce  point  à  A^  rencontrât  les  droites  Ma 
et  M^  en  deux  points  éijuidistants  du  point  i. 

La  cv>ustruction  à  laquelle  on  est  ainsi  conduit  serait  souvent 
défectueuse  dans  la  pratique;  la  suivante  sera  peut-être  préférable. 

La  proposition  que  j*ai  rappelée  plus  haut  peut  encore  s'énoncer 
de  la  fai»n  suivante  : 

iCt*tnt  ih^^nc-rs  Jeux  droites  norTruiles  à  une  conigue  aux  points  a 
«*f  5*  tvjf  •/i^^xr  n*}rm*tles.  Lz  dr\Kte  menée  Pk2r  le  point  miiieu  i  de 
/«i  *\^^\/<»  ^'ti  e:  f>er^MfnJicuLtîrer*iefst  ù  ceîSe  corde.  Ai  corde  xS  et 
les  desiX  kt.i>rs  Je  Lt  c^^i^ue  forment  un  ense.TsMe  de  sûr  droites 
^•tt^Ct^«X<^!f  à  u}fe  rw>*H»  /\xrxKV.>/c*.  */ i\?jr  Ai  i/wvci/tVs»  «wf  la  droite'  Oi . 

I\mr  \>htcnir  le  {x>inl  ;\  il  5u£ra  doac^  diaprés  une  propriété 
bien  c^xunue^  de  conslru:rr  )o  |^>int  de  rx^n<\¥iUY  P  des  hauteurs  da 
Iriauiilo  fvWtué  jv^r  lc5  doux  UiyumiU^j^  «k^a^vs  et  Tan  des  axes  ;  le 
l^^în;  :  ^^nra  Jiîx^^r*  cctcttuiae  jvir  îe  jv^in:  ,îe  nacvHxîre  de  .1  et  de  la 
dï\v:o  %ju:  j.n«:  îc  |vnul  P  Jia  vYîxUrv  de  !i  o*>a;qïte* 

cùtiUîre  i  ^«  vNU  \>l^k»iri  îc*  jv^*  ^I^r*  i>octr.jùv-^  ;t  eî  £. 
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•etrouvc  alors  uue  élégante  construction  du  centre  de  courbure  d'une 
:oniquc  donnée  par  M.  Maunheim. 


Note  B. 


0  • 


SUR  QUELQUES  PROPRIETES  DES  NORMALES  AUX  COURBES  ET  AUX  SURFACES 

DU  SECOND  ORDRE. 

i .  J'ai  démontré  plus  haut  la  propriété  suivante  des  normales 
ue  Ton  peut  mener  d'un  point  à  une  conique  : 

Si  Von  joint  un  point  quelconque  M  au  centre  d'une  conique  et 
i  Von  mène  par  ce  point  des  parallèles  aux  axes  de  cette  conique, 
s  trois  droites  ainsi  obtenues  jouissent  de  la  propriété  que  la 
onjuguée  harmonique  de  chacune  d^ elles,  relativ^ement  aux  deux 
utres,  se  confond  avec  la  conjuguée  harmonique  relativ^emeni  aux 
uatre  normales  que  Von  peut  mener  du  point  Ma  la  conique. 

Cette  propriété  étant  évidemment  projective,  on  en  déduit 
jnmédiatement  la  proprosition  suivante  : 

Etant  donnés  un  point  M.  et  l'hyperbole  équilatère  qui  passe 
or  les  pieds  a,  i,  c,  d  des  quatre  normales  que  l'on  peut  mener 
u  point  M  à  une  conique,  si  l'on  joint  un  point  quelconque  de 
^'hyperbole  aux  quatre  points  a^  b^  c  et  d^  on  obtient  quatre 
droites  normales  à  une  conique  ayant  mêmes  axes  que  la  conique 
donnée. 

En  particulier,  les  points  a,  i,  c,  d  sont  sur  l'hyperbole,  et,  si 
l'on  considère  trois  quelconques  de  ces  points,  en  vertu  d'un  théo- 
rème bien  connu,  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle 

formé  par  ces  trois  points  se  trouve  également  sur  cette  courbe. 

D'où  les  conséquences  suivantes  : 

Etant  donnés  sur  une  conique  quatre  points  tels  que  les  nor- 
males en  ces  points  soient  concourantes,  si  Von  joint  un  quelconque 
de  ces  points  aux  trois  autres,  les  trois  droites  ainsi  obtenues  sont 
normales  à  une  conique  ayant  mêmes  axes  que  la  conique  donnée. 

Les  trois  hauteurs  d'un  quelconque  des  triangles,  que  Von  peut 
former  avec  trois  de  ces  points,  sont  également  normales  à  une 
conique  ayant  marnes  axes  que  la  conique  donnée. 
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2.  Considérons  maintenant  une  surface  du  second  ordre  dont 
Téquation,  en  coordonnées  rectangulaires,  soit 

,  .  x^       r*      -s' 

abc 

pour  déterminer  les  pieds  des  normales  à  cette  courbe  qui  passent 
par  le  point  (a,  (3,  y),  nous  adjoindrons  à  l'équation  (i)  les  équa- 
tions 

X  —  a r  —  P z  —  y 

X  y  z 

a  b  c 

ou,  en  désignant  par  ^  une  quantité  indéterminée, 

aa  Ap  _     ^y 

^-;rrç'  r-jzri"  '-7zr{^ 

en  donnant  à  ^  toutes  les  valeurs  possibles,  les  formules  précédentes 
déterminent  les  divers  points  d'une  cubique  gauche  K  passant  par 
les  six  pieds  des  normales,  les  paramètres  de  ces  points  étant  d'ail- 
leurs donnés  par  les  racines  de  l'équation 


aa'  6(3» 


[•^^ay     a-by     (l-c) 

ou,  sous  forme  entière  et  en  introduisant  pour  l'homogénéité  une 
quantité  y;  égale  à  l'unité, 

\] :=  (l^  a^nYd^  bnYd-  cnY--  aa.W(l-  bnYd-  cnY 

-  6(3V{$  -  c-nYd- anY-  cy'n'(l  - a-nY(l  -  ànY=  o. 

Le  centre  de  la  surface  et  les  trois  points  à  Tiniini  sur  les  axes  sont 
également  situés  sur  K  et  leurs  paramètres  sont  respectivement  oo  , 
a,  bctc:  ce  sont  les  racines  de  l'équation 

W  =  n[l-an){li^b-n){l-^cn)  =  o. 

Je  vais  établir  maintenant  que  le  conjugué  harmonique  de  l'un 
quelconque  des  quatre  points  déterminés  par  l'équation  W  =  o, 
relativement  aux  trois  autres,  se  confond  avec  son  conjugué  harmo- 
nique relativement  aux  six  pieds  des  normales. 

Considérons,  par  exemple,  le  point  A  dont  le  paramètre  est  a; 
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en  posant,  pour  abréger, 

V  =  y,(|-fty,)($-cyî), 

le  conjugué  harmonique  de  A  relativement  aux  points  (oo  ,  b^  c) 
sera  déterminé  par  l'équation 

^■(f)-'(S)- 

la  lettre  ^  ayant  été  remplacée  par  la  lettre  a  dans  les  dérivées 
partielles. 

D'autre  part,  le  conjugué  harmonique  du  point  A^  relativement 
aux  pieds  des  six  normales,  sera  déterminé  par  l'équation 


^■(f) -■©="• 


où,  dans  les  dérivées  partielles,  on  doit  également  faire  Ç  =  a.  Il 
est  clair,  dans  cette  hypothèse,  que  Ton  peut  supprimer  dans  U 
tous  les  termes  qui  renferment  (Ç  —  ar,)  au  carré  et  remplacer  U 
par  V*;  l'équation  précédente  devient  alors 


M%y<^)\- 


et, en  la  comparant  à  Téquation  (2),  on  en  déduit  la  proposition  que 
je  voulais  démontrer. 

3.  Cette  proposition  peut  encore  s'énoncer  de  la  façon  suivante  : 
Par  un  point  M  de  Tespacc,  menons  des  parallèles  aux  trois 
axes  d'une  surface  du  second  ordre,  puis  joignons  ce  point  au  centre 
de  la  surface,  nous  obtiendrons  ainsi  quatre  droites  (  D)  :  ces  droites 
et  les  normales  que,  du  point  M,  on  peut  mener  à  la  surface 
seront  situées  sur  un  même  cône  du  second  ordre. 
Cela  posé  : 

La  conjuguée  harmonique  de  l'une  quelconque  des  droites  (D), 
relativement  aux  trois  autres,  se  confond  awec  sa  conjuguée  liar^ 
ionique  rclati\^ement  aux  six  normales. 
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Note  C. 

SUR  CN   l?n'ARIANT  DE  DEC\  FORMES  CUBIQUES  QUI  SE  PRÉSENTE 
DANS  l\  THÉORIE  DES  NORMALES  A  UNE  CONIQUE. 

1 .  En  gonéraK  trois  droites  passant  par  un  même  point  ne  sont 

pas  normales  à  une  conique  ayant  pour  axes  deux  droites  données. 

Soit 

Il  =  ax* -+-  3 bx^)'  -r-  Scxy'^  -+-  dj-* = o 

une  équation  du  troisième  degré  déterminant  les  directions  des 
axes  et  de  la  droite  qui  joint  un  point  donné  M  au  point  d'intersec- 
tion des  axes  ;  soit  de  plus 

«'=a  x»-4-3ft'x»r-h3c'xy*-hcf  r*=o 

une  équation  déterminant  les  directions  des  trois  droites  passant 
par  le  point  M.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces 
trois  droites  soient  normales  à  une  coniq[ue  ayant  pour  axes  les 
droites  données  est 

A  =  a  luf  —  36i-*  -^  3r*  —  da'  *-^  qF  orf  —  *c    a'f-^bc 

—  a  ac — fc*    b'if^c'  —  a  W — c*    a  c — fc  =  ]z=:o. 

S.  L'invariant  A  des  deux  formes  cubiques  u  et  u\  qai«  on  le 
remarquerai  est  un  cotnhiiuint.  se  présente  dans  plusieurs  autres 
questions  de  Gév^niétrîe. 

^^ent«  sur  une  i\>nique«  deux  systèmes  de  tx\ik:$  points  a,  &«  c 
et  *5\  f  \  *'\  vletertuiues  rx^pecti^ement  par  le*  racines  des  équa- 
tii>ns  *  =  o  et  t  =  o. 


i*  Al  /\xsi  AVfcQjc^r^  l;*s  ,<vvw^-^jf  Jx  trùn^is^  f:>rjme^  par  fej  fait- 

et  ,^.#Â«.xre  rv>*r  /*«*  %>->'  rr^.xijf  :xvx:jf  e<  fe<  r^^Ti^  «i«  A,  t:  soient 
,Ojr  iiXs*  «tvr^te*  *xvtâV*r  «*sî  A  =  o> 
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a,  6,  c  et  a'^  b%  c%  détermines  respectivement  par  les  racines  de 
deux  équations  ii  =  o  et  u '  =  o. 

1*  Ixi  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  plan  des 
trois  points  a\  i',  c'  rencontre,  en  trois  points  en  ligne  droite,  les 
tangentes  menées  en  a^  b  et  c  à  la  cubique,  est  A=.  o. 

m  m 

2*  «Si  l'on  a  la  relation  A  =  o,  /e5  traces,  sur  un  plan  osculateur 
quelconque,  des  tangentes  menées  à  la  cubique  en  ajb  etc  et  des 
côtés  du  triangle  a' y  b\  c\  sont  situées  sur  une  même  conique. 

4.  De  l'expression  de  TinTariant  A  se  déduit  immédiatement  la 
proposition  suÎTante  : 

m 

Etant  données  une  cubique  gauche  K  et  deux  tangentes  quel- 
conques à  cette  cubique,  ces  droites  et  la  courbe  déterminent  une 
surface  du  second  ordre  S  ;  soit  D  l'intersection  des  plans  oscula- 
teurs  à  K  aux  points  de  contact  des  deux  tangentes. 

Si,  par  D,  on  mène  un  plan  sécant  quelconque  P,  les  tangentes 
à  K.  aux  points  où  cette  courbe  rencontre  le  plan,  déterminent 
une  surface  du  second  ordre  circonscrite  à  S  le  long  d  *une  conique 
située  dans  le  plan  P. 


ISote  sur  la  division  mécanique  de  l'angle;  par  M.  H.  Brocard. 

(Séance  du  .19  noTembre  1S76. 

Puisque  roccasîon  m'est  fournie  parTarticle  de  M.  Perrin,  pu- 
blié p.  85  du  t.  I^  du  Bulletin,  de  revenir  sur  la  question  de  la 
trisection  de  l'angle,  je  demanderai  à  résumer  ici  quelques  obser- 
vations de  détail. 

Le  mode  de  trisection  par  le  limaçon  de  Pascal  ou  conchoïde  du 
cercle,  indiqué  dans  cette  ^ote,  est  identique  à  celui  qui  a  été  dé- 
crit dans  ma  précédente  Communication,  insérée  p.  47  du  t.  III. 
Cette  propriété  a  été  découverte  par  Arcliimèdc. 

Depuis  la  publication  de  celte  Note,  M.  Laisant  a  présenté  à  la 
Session  du  Congrès  de  1  Association  française  pour  Tavancement 
des  Sciences,  tenu  à  >iantes  .'séance  du  21  août  i8jj  ,  le  compas 
trisecteur,  dont  le  principe  seul  a^ail  été  ex|)osé  dans  le  Bulletin, 
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Deux  dispositions  ont  même  été  proposées  pour  la  eonstructiou 
de  ce  système  articulé.  Le  constructeur  aurait  à  juger  quelle  serait 
celle  des  deux  combinaisons  qu*on  devrait  considérer  comme  la 
plus  pratique. 

Une  élude  très-détaillée  et  très-complète  de  la  trisection,  ou 
même  de  la  multisection  mécanique  de  Tangle,  en  un  nombre  quel- 
conque de  parties  égales,  se  trouve  dans  le  t.  II  (année  i863)  des 
Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de 
Bordeaux  (26  p.  avec  planches). 

Ce  Mémoire,  du  a  M.  Glotin,  ancien  lieutenant  de  vaisseau,  est 
intitulé  :  De  quelques  mojens  pratiques  de  div^iser  les  angles  en 
parties  égales. 

Voici  quelques  extraits  de  ce  travail,  qui  m'ont  paru  devoir  ollrir 
quelque  intérêt  aux  lecteurs  du  Bulletin, 

Principe  d'un  trisecteur.  —  M.  Glotin  signale,  comme  depuis 
longtemps  connu,  un  trisecteur  composé  d'une  règle  rectangu- 
laire BC,  d'un  disque  demi-circulaire  BFPA  tangent  à  la  règle  BC, 
à  rextrémilé  B,  et  d'une  pointe  triangulaire  BDU  sur  le  prolonge- 
ment BD  du  diamètre  AB,  et  d'une  longueur  BD  égale  au  rayon  OB 
du  disque  {Jig»  i). 

Fig.  I. 


Emploi  du  trisecteur.  —  Soit  DMP  un  angle  à  trisecter,  il 
suffira  d'amener  la  règle  BC  sur  le  sommet  M,  le  point  D  sur  le 
côté  MD,  et  la  circonférence  BFPA  l\  être  tangente  au  côté  OP. 
Alors  BM  et  OM  sont  les  deux  irisectrices. 
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U  suffit,  en  cflct,  de  remarquer  que  cette  construction  résout  la 
question  suivante,  inverse  de  la  proposée  : 

Etant  donnés  deux  points  D  et  D',  situés  d'un  me'nie  côté  d'une 
droite  BC,  trouv^er  sur  celle-ci  un  point  M,  tel  //n'enjoignant  MD' 
et  IVID,  l'angle  D'MC  soit  double  de  l'angle  DMB  (voir  P.  Seruet, 
Des  méthodes  en  Géométrie,  i855,  p.  7). 

Principe  d'un  nuiltisecteur ,  —  Si  Ton  ajoute  au  trisecteur  une 
longueur  DN  ==  DO,  fixée  en  son  milieu  à  une  perpendiculaire 
passant  par  le  point  M,  on  obtiendra  un  quintisecteur,  et  en  ré- 
pétant cette  même  modification,  on  obtiendra  un  instrument  don- 
nant la  division  en  7,  9,  ...  [in-\-  \)  parties  égales. 
La  division  en  2  m  parties  égales  dépend  du  problème  précédent 
si  m  est  impair^  elle  se  fait  avec  le  compas  ordinaire  si  m  est  pair. 
Ainsi  que  le  fait  remarquer  M.  Glotin,  de  tels  instruments  sont 
d'une  construction  très-délicate  et  très-difficile,  et  leur  usage  est 
assez  restreint,  puisqu'ils  ne  conviennent  qu'à  de  grands  angles. 

^.evenant  alors  à  la  trisection,  M.  Glotin  a  cherché  une  con- 

st.jniction  graphique  fondée  sur  l'emploi  d'une  courbe  trisectrice. 

Plusieurs  courbes  permettent  de  résoudre  la  question  : 

1®  La  strophoïde  oblique,  —  Soient  BAC  =  a  Fangle  donné, 

Fd  une  perpendiculaire  à  AB  en  son  milieu  P'^  G,  D  les  points 

dci    AD  et  de  BC  qui  appartiennent  à  la  trisectrice  rectiligne  DGA  ^ 

Fig  a. 


^*x  aGD  =  DB.  Le  lieu  des  points  G,  lorsque  AD  varie  et  tourne 
*^^lour  du  point  A,  est  donc  une  strophoïde  oblique,  tangente  en  A 
•*  AC,  ayant  B  pour  point  double,  et  admettant  pour  asymptote 
^Hc  parallèle  à  BC,  à  une  distance  double  de  celle  du  point  A  à  BC. 

L'C  point  G'  de  AD,  symétrique  du  point  G  par  rapport  à  D,  appar- 

^lent  au  lieu  [fig-  2). 
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En  prenant   A  pour   pôle  et  AB 
courbe  a  pour  équation 

cosfa 


==.  a   pour  axe  polaire,  cette 


-0.) 


ros(a  -\-(ù) 


L*auteur  n'indique  pas  de  construction  mécanique  de  cette 
courbe,  de  sorte  qu'il  faut  chercher  un  nombre  suflisant  de  points 
isolés,  qu'on  relie  ensuite  par  un  trait  continu. 

a°  La  conchoïde  de  Nicomède.  —  Par  le  point  C  menons  à  AB 
une  parallèle  CP  qui  rencontre  la  trisectrice  AGD  au  point  P.  On 
a  GP  =  2  AC.  Le  lieu  des  points  P  est  une  conchoïde  de  Nicomède, 
courbe  mécanique,  que  les  anciens  ont  fait  servir  à  la  trisection  de 
l'angle  et  à  la  duplication  du  cube  (problème  Déliaque)^  et  dont 
Newton  a  indiqué  l'emploi  pour  la  résolution  graphique  des  équa* 
tions  des  troisième  et  quatrième  degrés  (voir  Mo»  tu  cl  a,  Histoire 
des  Mathématiques,  t.  I,  p.  aSo-aS^). 

En  prenant  A  pour  pôle  et  AB  pour  axe  polaire,  l'équation  de  la 

courbe  s'obtient  immédiatement,  et  en  posant  AC  =  a  et  AF  =  />, 

on  a 

b 


9  = 


COSCi) 


2A, 


c'est-à-dire  la  conchoïde  de  la  droite  (fig.  3). 

A  défaut  de  tracé  mécanique,  M.  Glotin  recommande  l'emploi 


Fig.  3. 


d'une  règle  graduée,  ou  même  du  bord  d'une  feuille  de  papier 
pliée,  portant  Tindication  du  segment  GP  à  intercepter. 

3"  Le  limaçon  de  Pascal,  —  Considérons  un  cercle  O,  un  dia- 
mètre OA  et  un  angle  BOC.  Si  le  prolongement  BA  de  BC,  limité 
au  diamètre,  est  égal  au  rayon,  Tangle  BAO  ou  IK)A  sera  égal  au 
tiers  de  l'angle  COD  (  ArchimèJi  ). 
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Si  donc  on  donne  l'angle  COD,  et  que  Ton  prenne  sur  les  rayons 
vecteurs  issus  du  point  C  des  longueurs  BA,  BA^  égales  au  rayon  du 
cercle,  la  courbe  qui  en  résultera  rencontrera  OA  au  point  A,  et  Ton 
n'aura  qu'à  joindre  CA  (Jig-  4)« 

Le  lieu  des  points  A  est  la  conchoïde  du  cercle  ou  limaçon  de 


Fîg.  4. 


Pascal.  Son  équation  polaire,  en  prenant  C  pour  pôle  et  CO  pour 
axe  polaire,  est 

p  =:  na  coso)  ±  a  =  a(2,  coscurti). 


Note  sur  une  formule  de  sommation  applicable  à  une  classe 

de  séries;  par  M.  Perrin. 

(Séance  du  27  décembre  1876.) 

Soit  z"f(n)  le  terme  général  d'une  suite  S  composée  d'un  nombre 
fini  de  termes  ordonnés  suivant  les  puissances  entières  et  crois- 
santes de  z.  Soient  m  et  M  la  plus  petite  et  la  plus  grande  puis- 
sance de  z  qui  figurent  dans  la  suite  considérée,  et  F(c)  la  valeur 
de  cette  suite.  Nous  pouvons  écrire  l'identité 

(I)  F(zi  =  ^z"/(«). 


n=.m 


Proposons-nous  de  déduire  de  cette  identité  une  identité  ana- 
logue pour  une  suite  S'  qui  serait  déduite  de  la  suite  primitive  S, 
en  multipliant  les  termes  successifs  par  des  coefficients  arbitraires 
0(771),  (j)(m  -f- 1),  .  .  .,  'î'(M)  finis  ou  nuls,  assujettis  seulement  ;'i 
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se  nîproduirc  périodiquement  de  peu  p^  en  sorte  que  l'on  ait  d'une 
manière  générale 

9(/l+/f;,)  =  (p(/i), 

h  vX  /i  élaiil  deux  f;n tiers  quelconques. 

Pour  c;ela,  reiiianjuons  d*abord  que,  en  vertu  des  propriétés  con- 
nues des  racines  de  Téqualion  binôme,  si  a,,  «i,  . . .,  a^  sont  les 
jf  racitu's  de  Téquation 

(7.)  XP—  l  =  Of 

et,  si  ^t,  ^1,  , .  .^\  sont  des  coefficients  indéterminés,  la  suite  S*^ 
ayant  pour  tenue  général 

et  par  eonsécjuent  pour  valeur 

>,F(a,s)  -f-X,F(a,2)  -h..  .-hlp¥{apz) 

jouira  pireîsément  de  la  mùme  propriété  que  la  suite  S',  savoir  de 
|M)uvoir  se  déduire  de  S  en  multipliant  les  termes  successifs  par 
des  coellicieuts  (|ui  se  ivproduisent  périodiquement  de  p  en  p\  de 
plus,  elle  contient  dans  sa  formation  le  même  nombre  d'arbitraires. 
Nous  (Hunons  donc  essayer  de  Tidentilier  k  S'  par  un  choix  conve- 
nable des  arbitrain*s  X,,  Àj,  . . .,  X^.  Pour  y  arriver,  il  suffit  évi- 
denuucut  d*idcnliiicr  irs|H*clivemont  p  termes  consécutifs  de  S' et 
de  S',  à  partir  île  celui  que  \\n\  \oudra,  par  exemple  de  celui  qui 
ivnfcrnic  la  puissance  u  de  la  variable,  c'est-à-dire  de  déterminer 
les  arbilraîivs  X  jwr  le  syslème  des  ét|uations  que  voici  : 


I   . 


PvHir  iVMUulix*  iV  syslomo  dV'viuations^  uous  rem^irvjucrous  que 
les  /»  racines  ,ti,*  :i^^  •••^a^  de  l\\|uaùon  ('j\  ran^ê«.'s  dans  un 
oi\lr\*  vx>«\e«abK\  s\nu  res|KVlî\omeni  traies  aux  puissances  u  a. 
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3,  • . . ,  p  de  l'une  quelconque  |3  des  racines  primitives  de  la  même 
équation.  En  effectuant  cette  transformation,  le  système  à  résoudre 
devient 

•••••••••••• • ..•..• •••9 

et  il  suffit,  pour  en  tirer  la  valeur  de  Tune  des  indéterminées,  \ 
par  exemple,  d'ajouter  membre  à  membre  les  équations  dont  il  se 
compose,  après  les  avoir  respectivement  multipliées  p^^r  i,  jS'*"^, 
/3*^'^>,  . . .,  pfF-»)(F-^).  Il  vient,  en  effet, 

»  =  ;, 

(3) 


»=0 


Or,  dans  le  premier  membre  de  cette  équation,  le  coefficient  de 
X^jB"^  n'est  autre  chose  que  la  somme  des  puissances  p  —  q  -{-v  des 
p  racines  i,  (3,  . . .,  (3''"*  de  l'équation  binôme,  somme  que  l'on 
sait  être  égale  à  ^  ou  à  zéro,  suivant  que  l'indice  de  la  puissance 
est  ou  non  un  multiple  de  /;;  mais,  parmi  les  p  nombres  entiers 
consécutifs, 

p—q-^iy    p  —  q-^i,     ...,    p  —  q-^p, 

il  y  en  a  évidemment  un  et  un  seul  qui  est  un  multiple  de  p^  et  ce 
nombre  est  p  lui-même  qui  correspond  à  v  =  9  5  donc,  pour  toute 
valeur  de  v  autre  que  ^,  le  coefficient  de  ^vf^""*  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  (3)  s'évanouit,  et  pour  v  =  9,  il  prend  la 
valeur  p.  Ce  premier  membre  se  réduit  donc  à  p\^^^^  et  l'on  tire 
immédiatement  de  l'équation  (3)  la  valeur  de  X^,  savoir 


v  =  p  — 1 

p 

vrzO 


,=  --^  .pl^  +  vIP'C-ï'. 


y.  4 
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'OU  encore,  puisque ^^f=i^  quel  que  soit  v, 

,(4)  ^  =  ^     ^     9(V)P-^. 

Cette  formule  donnant  toujours  pour  \  une  valeur  finie  et  déter- 
minée, il  eu  résulte  que  Tidentification  des  suites  S'  et  S^  est 
toujours  possible. 

Si,  dans  la  valeur  de  S^,  on  remplace  X^  par  sa  valeur  tirée  de 
Texpression  (4),  on  obtient  l'identité  cherchée,  savoir  : 


»=»  qzsp 


(S)     S'=^;.-/(ii)ç(«)  =  l^    V(P'z)    2    <?{v:? 


^=. 


*=ji 


laquelle  peut  encore  s*écrire,  en  renversant  Tordre  des  sommations 
dans  le  second  membre. 


'^  é  L   .4.       J 


ou  «"utin^  en  remplaçant  ^^  par  a« 


Il  s  «t  «    -  Il 


lkiin$  ct'^tle  deruièrtr  identités  la  seconde  soounation  indiquée 
\Uii$  le  stvond  membre  doit  être  entendue  comme  sVtendant  à 
louiez  Ie$  racines  «  de  Téquation  binooH^  (  j\ 

l\Armi  toutes  les  suites  S'  que  1  on  peut  dêduin?  d'one  suite 
donnée  S  eu  multiplîjmt  les  termes  successifs  par  des  coeScients 
arbitraires  qui  se  rvprvxiuisent  pèriodiquemenl  de  ;:>  en  /•«  la  plus 
simple  est  e\tdemmeut  celle  quVni  obtient  eu  supposaul  tons  ces 
cvecKcteuls  uuls^  excepte  uu.  qui  est  enl  à  Tunitê^  ce  qui  rrrieut 
à  ue  c\>nser\er  de  la  suite  primitive  qu^uu  terme  de  /•  en  /».  La  tor^ 
mate  ^t>'  d\>utte  iouttediatemeut^  $ous  une  tortue  très-simple,  la 
\aleur  d^une  telle  $uite.  Si  «  est  Tiudu-e  de  la  puîssauce  de  r  daus 
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l'un  quelconque  des  termes  conservés,  il  vient  en  eflet 

ce  que  l'on  peut  écrire,  en  appelant  ni'  et  MM  a  plus  petite  et  la 
plus  grande  valeur  de  n  qui  rendent  jui  +  np  compris  entre  m  et  M 
inclus, 


n=zm' 


Si  enfin  on  suppose  que  S'  ne  renferme  qu'u/z  seul  terme  de  S, 
celui  qui  contient  z"*,  ce  qui  revient  à  dire  que  p  est  pris  au  moins 
égal  à  la  plus  grande  des  deux  quantités  M  —  fx-f-i,]ui  —  m-f-i, 
la  formule  (7)  se  réduit  à 

et  il  est  à  remarquer  que  cette  dernière  formule  est  encore  exacte 
lorsque  p,  cesse  d'être  compris  entre  m  et  M,  c'est-à-dire  que  l'on 
a  identiquement 


(9)  I 


p^---^ 


(XZ  i 

=  0, 


a!* 


pour  p  plus  grand  que  M  ou  plus  petit  que  m,  pourvu  que  /;  ait 
été  pris  au  moins  égal  hp  —  m  -f- 1  dans  le  premier  cas,  à  M  — p-\-i 
dans  le  second. 

Les  relations  (8)  et  (9)  conduisent  à  une  propriété  géométrique 
assez  remarquable  de  toute  fonction  F (5),  développable  en  suite 
finie  suivant  les  puissances  entières  de  z  (positives  ou  négatives). 
Lorsque  la  variable  complexe  z  parcourt  un  cercle  C  de  rayon  r, 

ayant  l'origine  pour  centre,  la  fonction  — -^ — >  où  p  est  un  entier 

quelconque,  décrit  une  certaine  courbe  C.  Si  l'on  inscrit  dans  le 
cercle  C  un  polygone  régulier  de  p  côtés,  aux  p  sommets  de  c(î 
polygone  correspondront /?  points  de  la  courbe  C.  Les  relations  (8) 
et  {9)  expriment  que  l'on  peut  prendre  p  assez  grand  pour  que  le 
centre   de  gravité  des  p    points  dont  il    s'agit  soit  invariable  : 

4. 
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1®  quel  que  soit  le  rayon  du  cercle  C;  a**  quelque  orientation  que 
Ton  donne  au  polygone  régulier  inscrit  dans  le  cercle  C;  3**  quel 
que  soit  le  nombre  p  des  côtés  de  ce  polygone;  et  aussi  que  ce 
centre  de  gravité  coïncide  avec  l'origine  si  jx  est  en  dehors  de  deux 
limites  déterminées,  qui  sont  le  plus  petit  et  le  plus  grand  indice 
de  puissance  de  z  qui  figurent  dans  le  développement  de  F(£). 

Extension  aux  suites  infinies.  —  Les  formules  (5)  et  (6)  n'ex- 
priment qu'une  identité,  puisque  nous  avons  appelé  F(z)  la  fonc- 
tion de  z  qui  est  représentée  par  la  somme  des  termes  de  la  suite  S 
ou 

mais,  pour  obtenir  ces  formules  comme  applicables  à  une  valeur 
donnée  z^  de  la  variable,  nous  n'avons  eu  à  prendre  en  considéra- 
tion que  p  valeurs  de  c,  savoir  «i  r«,  a,ro,  . . . ,  a^^oî  s^m  ^tt  •  •  •  ? 
«^  étant,  comme  ci-dessus,  les  p  racines  de  l'équation  binôme  (a), 
en  sorte  que  les  formules  (5)  et  (6)  resteraient  encore  vraies  pour 
la  valeur  donnée  Cq  de  la  variable,  si  nous  avions  désigné  par  F{z) 
non  plus  la  fonction  de  z  qui  est  définie  par  la  somme  des  termes 
de  la  suite  S,  mais  une  autre  fonction  quelconque  de  c,  continue 
ou  non,  assujettie  seulement  à  prendre  les  mêmes  valeurs  que  la 
précédente  pour  les  p  valeurs  de  r,  «i^o,  «iX^o,  . . .,  a^-o-  D'autre 
part,  les  raisonnements  par  lesquels  nous  avons  passé  pour  obtenir 
les  formules  en  question  sont  indépendants  des  valeurs  assignées 
à  m  et  M,  et  subsistent  par  conséquent  si  l'on  suppose  que  ni  ou 
M  augmente  sans  limites,  c'est-à-dire  que  la  suite  finie  se  change 
en  une  série  infinie.  Il  est  donc  permis  de  considérer  les  formules  (5) 
et  (6)  comme  applicables  «i  toute  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  de  la  varistbie,  pourvu  que  F(z)  soit  une  fonction 
que  Ton  sache  être  égale  à  la  valeur  de  la  série  |x>ur  les  p  valeurs 
ffi'o^  ^t 'o)  •  •  •)  ^p^%  àii  la  variable,  z^  étant  la  valeur  de  la  va- 
riable à  laquelle  les  formules  doivent  être  appliquées.  Et,  plus  gé- 
néralement, pour  que  ces  formules  donnent,  sous  forme  finie  et 
pour  une  valeur  donnée  z^  de  r^  la  valeur  d'une  série 

S'      Iz^'f  w    3  «  , 
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déduite,  suivant  une  période  quelconque,  d'une  autre  série  donnée 

S  =  2^-/(/i), 

il  faut  et  il  suffit  que  Ton  connaisse  une  fonction  finie  F(z)  con- 
tinue ou  non,  dont  la  valeur  soit  constamment  égale  à  celle  de  S 
pour  toute  valeur  de  z  ayant  même  module  que  z^  ^  et  dès  lors  les 
formules  donneront  également  la  valeur  de  S^  pour  toute  valeur  de  z 
ayant  même  module  que  z^. 

De  là  la  possibilité  d'obtenir,  au  moyen  des  formules  (5)  et  (6), 
souvent  plus  simplement  que  par  d'autres  méthodes,  la  sommation 
des  séries  qui  peuvent  se  déduire,  par  des  coefficients  à  retour  pé- 
riodique, de  séries  connues. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  sommer  la  série 

S'  =  -  H ■=  H h 

I  1 .2. • .5  I .2. . .9 

Cette  série  peut  être  considérée  comme  déduite,  par  coefficients  à 
retour  périodique,  de  la  série 

S  =  i  H 1 h.  ..  , 

I  1.2 

dont  la  valeur  est  e*  quel  que  soit  z. 
Faisant  donc,  dans  la  formule  (6), 

9(l)  =  I,       9,2;rz:0,       9;3;=0, 

il  vient  immédiatement 

e* — e^*       s'inz 


formule  également  applicable  à  toute  valeur  de  z, 

La  considération  de  la  formule  (5)  fournît  encore  un  théorème 
relatif  à  la  convergence  des  séries  que  Ton  peut  déduire,  par  coeffi- 
cients a  retour  périodique,  d'une  série  donnée  S  dont  on  sait  que 
la  valeur  est  représentée  constamment  par  F(z',  lorsque  z  décrit 
le  cercle  de  ravon  /*. 

m 

Si  F(^)  ne  passe  pas  par  l'infini,  c'est-à-dire  si  S  est  convergente 
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pour  toute  valeur  de  z  ayant  pour  module  r,  la  formule  (5)  montre 
qu'il  en  est  de  même  de  toute  série  S^  déduite  de  S  avec  une  période 
quelconque.  Si  S  est  convergente  pour  toute  valeur  de  ^  ayant  pour 
module  r,  excepté  pour  la  valeur  particulière  unique  z^  =  re*^',  la 
même  formule  prouve  qu'une  déduite  donnée  S^,  suivant  une  pé- 
riode p^  ne  pourra  être  convergente  pour  une  valeur  donnée 
z^s=r€^*^  que  dans  l'un  des  deux  cas  suivants  :  i^  si  F  (Z|)  n'entre 
pas  dans  l'expression  de  sa  valeur,  c'est-à-dire  si  9^  n'est  pas  corn- 

pris  dans  l'une  des  valeurs  de  O^  H »  k  étant  un  entier  quel- 

P 

conque^  o?  si,  6^  étant  égal  à  l'une  des  valeurs  de  l'expression 

9.k'T:        (      -i"-^\ 
ci-dessus,  par  exemple  à  6i-i ^^  F\^o^      ^  )  ^  pour  coeffi- 
cient zéro  dans  la  formule  (5).  Or  ce  coefficient  est 

2     9(v)e    P  \ 

De  là  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  une  série  ordonnée  S  est  com^ergente  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  ayant  un  même  module  r,  il  en  est  de 
même  de  toute  série  qu'on  peut  en  déduire  par  coefficients  à 
retour  périodique. 

Si  S  est  conx^ergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z  ayant  même 
module  r,  excepté  pour  une  valeur  unique  Zi^  toute  série  S\  dé^ 

duite  de  S  suii^ant  une  période  p,  sera  divergente  pour  z  =  Zie  ''  , 
A*  étant  un  entier  quelconque,  et  coni^ergente  pour  toute  autre  va- 
leur de  z  ayant  r  pour  module,  à  moins  que  les  coefficients  (f  ne 
satisfassent  à  une  ou  plusieurs  relations,  telles  que 


V  =  J1 


Ole  A'  est  un  certain  entier,  auquel  cas  cette  série  S'  reste  con%^er~ 
gente,  pai^  exception,  pour  r  =  ^i  c    f"  , 
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Soit  donnée,  par  exemple,  la  série 

•    C  _  ^       «'       z*       z*       z^       z^ 

12  3  4^^ 

qui  se  déduit,  par  une  période  de  trois  termes,  de  la  série  logarith- 
mique, laquelle  est  divergente  pour  r  =  i ,  et  convergente  pour 
toute  autre  valeur  de  z  ayant  pour  module  l'unité.  En  vertu  du 
théorème  précédent,  Si  sera  convergente  pour  toute  valeur  de  z 
ayant  pour  module  l'unité,  excepté  pour  les  trois  valeurs  particu- 
lières 


car  les  valeurs  de  (f  sont  ici 

9(l)  =  I,      (p(2)  =  -I,      <p(3)=:i, 

et  ne  peuvent  satisfaire  à  la  relation  (lo)  pour  aucune  des  trois 
valeurs  consécutives  A'=  o,  i,  2. 
Au  contraire,  la  série 

«        5  z^      z*       z*         z*      z* 

I  a        3        4  5        b 


i.             ^                         — I  dt  J —  3 
serait  encore   divergente  pour   z  = ?   mais   resterait 

convergente  pour  2  =  1,  les  coefficients  c^  satisfaisant  à  la  rela- 
tion (10)  pour  A'=  o. 

On  trouve  d'ailleurs  aisément  par  la  formule  (6),  pour  les  va- 
leurs de  ces  deux  séries, 


2  zv^3        I 


S,  =  -=arciang— 5^ -Iog(i— 2 

^3  ^2-f-2         3      ^' 


.9 


n  est  intéressant  de  rechercher  ce  que  devient  la  propriété  géo- 
métrique exprimée  par  les  relations  (8;  et  (9)  lorsqu'il  s'agît  d'une 
série  et  non  plus  d'une  suite  finie.  La  formule  (7 y  ne  cesse  pas 
d'être  exacte,  c'est-à-dire  que.  si  l'on  désigne  par  Sj  la  série  par- 
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tielle  déduite  d'une  série  donnée  S,  en  conservant  seulement  un 
terme  de  p  en  p  de  part  et  d'autre  du  terme  fixe  z^f^i)^  on  aura, 
F{z)  étant  une  fonction  égale  à  S  pour  toutes  les  valeurs  de  z^  de 
même  module  r  que  la  valeur  considérée  Zo=  ref**  de  la  variable, 

(■■)  W-=fl^^- 

Le  second  membre  de  cette  relation  représente  le  centre  des 
moyennes  distances  des  p  points 

■  9         -      »         •  •  •  »  •  » 

qui  ont  pour  coordonnées  respectives  les  p  valeurs  que  prend  la 
fonction 

lorsqu'on  donne  à  d  les  ^  valeurs  successives 

En  d'autres  termes,  lorsque  la  variable  z  parcourt,  comme  précé- 
demment, le  cercle  C  de  rayon  r  ayant  pour  centre  l'origine,  en  s'ar- 
rêtant  successivement  aux  p  sommets  du  polygone  régulier  de  p  côtés, 
inscrit  dans  ce  cercle  de  telle  sorte  que  le  dernier  de  ces  sommets 
soit  z^^  la  fonction  4>^  parcourt  une  certaine  courbe  C^,  et  les  p  points 
d'arrêt  de  4>j^,  correspondant  sur  cette  courbe  à  ceux  de  z  sur  le 
cercle  C,  ont  pour  centre  de  moyenne  distance  le  point  représenté 
par  la  valeur  que  prend  Sj;  pour  z  =  z^. 

Supposons  maintenant  que  p  augmente  indéfiniment,  fi  restant 
fixe.  Jl  est  clair  qu'à  la  limite  (Sj|ï),^  se  réduira  à  z^^fdi)^  du  moins 
pour  toute  valeur  z^  de  z  qui  ne  rend  pas  S  divergente.  D'autre 
part,  les  sommets  du  polygone  régulier  inscrit  dans  le  cercle  C  vont 
se  rapprocher  indéfiniment  en  restant  cquidistants,  en  même  temps 
que  leur  nombre  augmentera  sans  limite^  de  même  les  points  d'ar- 
rêt de  4>^  sur  la  courbe  C^  vont  se  rapprocher  indéfiniment  sur 
toutes  les  parties  continues  de  cette  courbe,  en  sorte  qu'à  la  limite 

-  \  — '—p-  ne  sera  autre  chose  que  le  centre  de  gravité  de  la 
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courbe  Codent  chaque  élément  infinitésimal  serait  considéré  comme 
ayant  un  poids  proportionnel  à  la  longueur  de  l'élément  infinité- 
simal correspondant  du  cercle  C,  c'est-à-dire  que  cette  expression 
se  transforme  dans  l'intégrale  définie 


-f 


laquelle  reste  d'ailleurs  invariable  si  l'on  prend  deux  autres  limites 
quelconques  dont  la  diiférence  soit  27r;  car  il  importe  peu  que  la 
▼ariable  z  parcoure  le  cercle  C  en  partant  de  tel  point  ou  de  tel 
autre,  pourvu  qu'elle  décrive  une  circonférence  entière  et  une 
seule,  puisqu'à  chaque  point  de  cette  circonférence  correspond  une 
valeiu»  unique  et  déterminée  de  ^^  (sauf  aux  points  de  disconti- 
nuité, en  nombre  limité),  et  que,  par  suite,  on  retrouvera  toujours 
les  mêmes  éléments  dilTérentiels  de  la  courbe  C^,  chacun  avec  son 
même  poids  relatif,  pour  déterminer  le  centre  de  gravité. 

Nous  pouvons  donc  écrire,  comme  étant  ce  que  devient  la  rela- 
tion (i  i)  pour  p  =  00  et  pour  toute  valeur  z©  de  z  qui  ne  rend  pas 
S  divergente,  l'équation  suivante  : 

_       /»  A  -H  air 

^  étant  un  angle  quelconque. 
On  en  tire 

^^  qui  n'est  autre  chose  que  la  formule  bien  connue  qui  lie  le  coef- 

^'^ient  de  z^^  dans  le  développement  d'une  fonction  F(z)  suivant 

^*  puissances  entières  de  r,  aux  valeurs  que  prend  cette  fonction 

P^^T  toutes  les  valeurs  de  z  ayant  même  module  que  celle  Zq  pour 

^^Uelle  le  développement  a  lieu. 

-La  relation  (12)  comporte  évidemment  une  interprétation  géo- 

^trique  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée  pour  les  relations 

)  et  (9),  et  qui  n'en  est  d'ailleurs  que  l'extension  au^cas^limite  de 

^     ^^^^^^  00  .  En  réunissant  ce  qui  se  rapporte  aux  deux  cas,  on  peut 

^^ricer  le  théorème  suivant  : 


-  58  - 

Théoùxe.  —  «Si  F(x}  esi  une  Jonction  déyeloppahle  en  suite 

finie  ou  infinie  suivant  les  puissances  emSières  de  r,  pour  toutes  les 

valeurs  de  z  ayant  un  même  module  r,  soit  C^  la  eomrhe  ^ue  dé- 

crit  la  fonction  — — 9  où  u  est  un  entier  quelconque,  lorsque  z  dé^ 

crit  le  cercle  C  de  rayon  r  : 

1®  Le  centre  de  gravité  de  la  courbe  C^^  dont  chaque  élément 
infinitésimal  est  considéré  comme  doué  d'un  poids  proportionnel 
à  la  longueur  de  l'élément  infinitésimal  correspondant  du  cercle 
C,  représente  le  coefficient  de  z^  dans  le  déyeloppement» 

a®  Si,  de  plus,  le  développement  est  fini,  ce  centre  de  gravité 
coïncide  avec  le  centre  des  moyennes  distances  des  p  points  de 
Cp,  qui  correspondent  aux  p  sommets  d'un  polygone  régulier 
inscrit  dans  C  suivant  une  orientation  quelconque,  pourvu  que  p 
soit  assez  grand  {au  moins  égal  à  la  plus  grande  des  deux  quan* 
tités  M  —  (i-f-i,fi  —  m  +  i)Me£  m  étant  respectivement  le  plus 
grand  et  le  plus  petit  indice  de  puissance  de  z^  qui  figurent  dans 
le  développement). 

formules  de  sommation  d'une  classe  de  séries.  —  Pour  ter- 
miner, nous  allons  appliquer  les  formules  (5)  et  (6}  à  la  sonuna- 
tion  d'une  classe  de  séries  trigonométricjues,  savoir  celles  dont  le 
terme  général  a  pour  expression 

n^^sînnx 

nr±y^ 

■ 

p  étant  un  entier  positif  pair,  q  un  entier  positif  impair  moindre 
que  p^x  un.  arc  réel  compris  entre  zéro  et  air,  et  y  une  quantité 
quelconque  dont  le  module  doit  seulement  être  inlerieur  à  Tu- 
nité. 

Pour  cela,  nous  partirons  de  la  relation  connue 

^  sînnx :r  —  x 

qui  est  vraie  pour  x  compris  entre  zéro  et  37:^  ces  deux  limites 
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exclues,  et  que  nous  écrirons,  en  posant  a©  = >  a^  =  -> 

(i3)  >  =flr,:r-i-a,7r. 

On  eu  déduit,  par  intégrations  successives, 
V*  cosnx  x^  X 

—   >  ; —  =  «♦ h  /I|7l h  «iTT*, 

4td       1  1.2  1 


-I 


l'4) 


/i**  1.2.3  1.2  I 

4  ^S 


V  cosnx               x^  X 
: —  =rt, -r  H-a,7r 


^J       n^  1.2... 4  1.2.3 


1.2  I 


Toutes  ces  équations  seront  vraies  pour  x  compris  entre  zéro  et 
2ff,  et  aussi  aux  deux  limites,  si  l'on  détermine  les  constantes  a,, 
Al) . . .  par  les  relations  suivantes  : 


—  =0, 


1 .2.3         I .2         I 

aj=ro, 

H 7  H T.  H =  o, 


I . .  .5       I . . .4       1 .2.3        I 

«0  =  0, 


lesquelles  expriment  que  celles  des  équations  (i4)  où  figurent  des 
sommes  de  sinus  sont  satisfaites  pour  a:  =  o  et  x  =  tt,  ce  qui  en- 
traine le  même  fait  pour  les  équations  intermédiaires  où  figurent 
des  sommes  de  cosinus,  et  qu'on  peut  déduire  des  premières  par 
dérivation.  Supprimons  donc  les  quantités  aj,  «5,  «7,  . . .,  et,  ne 
conservant  que  celles  des  équations  (i4)  où  figurent  des  sinus, 
écrivons  le  système  d*équations  que  voici,  supposé  prolongé  indé- 
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Oniment  : 


(.5) 


^  sinn^T 


-V 


sinn:r 


^     n' 


\ 


i 


1.2.3  1.2 


I • . .5       I . .  .4 


a^n'^x 


I  .2.3 


s 


sinn:r 
ni 


a^xi 


rt,r.rt-' 


OîTr'-rf 


8*^—3 


1...Ç       *•••(? — 'J        '•••(?  —  ^) 


tfiîr'x^ 


-4 


»•••(? -4) 


4-..  .-+- 


/7-_,7:^':r 


et  le  système  correspondant  de  relations  entre  les  constantes 


.'  do-f-  a,  z=  o, 


H h  a,  =  o, 


1 .2.3        1 .2 


(.6) 


a< 


«• 


Al  As 

H 5  -h  «4=  o, 


I . . .5       I . . .4       1.2.3 


rtl 


fli 


«4 


i...g      i...(j  — 1)      i...(ç  — 2)      I. ..(//  — 4) 


4-... 


1 .2.3 


-h  a,_,  =  o 


Considërons,  en  particulier,  dans  le  système  (i5),  les  équati 
où  les  exposants  les  plus  élevés  de  x  sont  respectivement  7?  7  -f 
y  -I-  2/7,  9  -H  3/>,  . . . ,  q  étant  un  entier  impair,  et  p  un  entier  j 
}>  y,  et  ajoutons  membre  à  membre  ces  équations  respectivem 
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ultîpliécs  parj'^,j^^+'*,  j^^*'*,  .  . .:  il  vîcnt 


[xr)i*' 


(xyli+v 


Li... 


-7) 


«-Kr^^ 


») 


4- 


P 

(xy]t*-r-* 


a^Tt*/* 


Li . . .  (g  —  4)  "^  I . . .  (î  -t-  /» 


r   (^r) 


: ^   1 

'  1 


'    '^li...q       i...(q-hp)        "J 


1 


Dans  le  premier  membre  de  celte  équation,  on  doit  prendre  le 

^^gne  -h  ou  le  signe  —  devant  2,  suivant  que  q  est  de  la  forme 

4^  H-  I  ou  4''  —  lî  et,  sous  le  signe  Z,  les  termes  sont  tous  positifs 

^^  alternativement  positifs  et  négatifs,  suivant  que  p  est  ou  non  un 

ïï^ultiple  de  4- 

Si  Ton  suppose  que  y  ait  un  module  inférieur  à  l'unité,  Téqua- 
^ion  (i^)  peut  s'écrire 

Y9 nf~^  sxïïnx 

71'' 


l8; 


•'   |_I...(^  —  l)  !.. 


{X/)Ï+^- 


—)^-'\ 


(^r) 


?-*■/»-> 


2)        i...(5  4-p  — a) 


..,] 


-  ei  - 

en  observant  toutefois  qu'il  y  a  lieu  de  ne  pas  tenir  compte,  dans 
le  second  membre,  des  termes  où  l'exposant  de  xy  serait  négatif, 
d'après  les  valeurs  données  de  je^  et  de  ^.  De  plus,  dans  le  premier 
membre,  on  doit  prendre  au  dénominateur  le  signe  +  ou  le  sienne 
— ,  suivant  que  p  n'est  pas  ou  est  divisible  par  4* 
Posons,  pour  abréger, 

/  Ao    =ao-4-flr;,(7r7)/'-f-6r,^(7r/)'^-f-..., 
A,    =fl,(7r7)»-4-«;,+,(7r7)^*-i-..., 
(19)  {A4    =r/4(7r.rV-i-a^^(7:r)'^* -+-...• 


et  remarquons  que,  d'après  la  formule  (6),  on  a,  d'une  manière 
générale, 

1.2. . .  r       1.  •  .(/i  4-  r)  p 

a  étant  une  racine  de  l'équation  zf* —  i  =  o,  et  le  signe  2  s'éten- 
dant  aux  p  racines  de  cette  équation.  Si  l'on  tient  compte  de  cette 
relation  et  des  formules  (19),  l'équation  (18)  peut  s'écrire 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  les  valeurs  des  ^  quantités  A 

au  moyen  des  relations  (19)  et  du  système  (16). 

Pour  cela,  considérons  en  particulier,  dans  le  système  (16),  les 
équations  où  les  indices  les  plus  élevés  de  a  sont  respectivement 
r  —  i,rH-p  —  1,  r-hap  —  i,  .,.,r  étant  un  certain  entier  im- 
pair  moindre  que  p^  et  ajoutons  membre  à  membre  toutes  ces  équa- 
tions, après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  (ttj^)'*,  (^ry)'^''» 
(7rj")''+''*,  ....  Pour  écrire  le  résultat,  il  suffit  évidemment  d'égaler 
à  zéro  le  second  membre  de  l'équation  (18),  dans  lequel  on  aura 
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remplacé  q  par  r,  j:  et  yt  par  Funité,  ely  par  Tty^  ce  qui  donne 

-4- 

avec  la  même  observation  que  ci-dessus,  relative  aux  puissances 
négatives  de  Ttj.  Si  maintenant  on  tient  compte  des  relations  (19) 
et  de  la  relation  générale  fournie  par  la  formule  (6),  savoir 

i...r       i...(r  +  p)        i...(rH-2/?)  p 

Téquation  résultante  devient 

o  =r  k^lof-'e^^  -f-  A,2a''-'+»éf«^  -+-... 
-h  A^, 2a/^-^=  <?**»' -f-  atnylaP-'^'e^'y. 

Si,  dans  cette  équation,  on  donne  successivement  à  r  les  —  valeurs 
1,3, 5,  ...,/>  —  i,on  obtient,  pour  déterminer  les  -  quantités  A,  le 
système  ci-dessous  de  -  équations  : 


o=rAo23te«'=''      -+-A3i;a^e«v+...-+-Ap_,2a/'-'e"/-i-^:i;a'i?«^/, 


(?.i) 


,  ]  o  =  A.ia'^«v     +A,2aV^-f-...-4-A;,_,2ae«'^/      -f-^2a*^«''^ 


2 


'^  2 


Dans  celle  de  ces  équations  qui  occupe  le  rang  5,  on  voit  sans 
peine  que  le  coefficient  de  At^e'^^^  est  a"+''""*  ou  j3(«'+*'-*)'-,  si  Ton 
considère  a  comme  étant  la  r**"«  puissance  de  Tune  P  des  racines 
primitives  de  l'équation  binôme.  Cela  posé,  ajoutons  les  équa- 


-Ci- 
tions (ai)  membre  à  membre,  après  les  avoir  mnllipliëes  respecti- 
Tement  par 

;3-t,    ?-^,    ?-S    ...•    p-^^'\ 

le  coefficient  de  At^e^^  dans  Téquation  résultante  sera«  diaprés  ce 
qui  jmcède, 


\  ^(»+x^iy-(i»-i)j^ 


ce  qui  peut  s  ecnre 


s 


^."-•iM^X  ^-\'-f*; 


j=i 


mais,  ^  étant  une  racine  primitive  de  Téquation 

5^—  1=3  0, 

^*  sera  une  racine  primitive  de  l'équation 


r 
z^ —  ii=o; 


1 


par  conséquent,  \  ^^^^  n^est  autre  chose  que  la  somme  des  puis- 


*=i 


sanct*s  r  —  o  des  ^  racines  de  Téquation 


r 
5*—  1  =  0, 


somme  que  Ton  sait  être  ^ale  à  ^  ou  à  zéro,  suivant  que  r  —  p  est 
ou  non  un  multiple  de  ^*  Or^  pour  une  valeur  donnée  de  p  com- 
prise entre  i  et  ~9  il  y  a  deux  et  seulement  deux  valeurs  de  r  com- 
prises entre  i  et  /»«  qui  puissent  rendre  r — o  im  multiple  de  ^; 
ces  deux  valeurs  sont  r  =  c,  /*  =  c  i±  ^*  Toutes  les  exponentielles 

autn^  que  e^^  et  f "  —  \pui$c]ue  £'    •=  —  z-)  disparaissent  donc 
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de  l'équation  résultante.  Le  coefficient  de  é^^'^  sera  d'ailleurs 

/=0  /=;0 

<^t  celui  de  er^'^'^J  sera 

^  A„r"'('*')"V  ^     ou     -^^  A„p.'^ 

« 

Pour  pouvoir  écrire  complètement  l'équation  résultante,  il  reste 
à  calculer  le  coefficient  de  -^*  Dans  ce  coefficient  doit  figurer  clia- 

oune  des  exponentielles  telles  que  e*^  ou  fc^'^*-',  multipliée  évidem- 

xnent  par 

p  p 

>  t 

0 

Par  le  même  raisonnement  que  ci -dessus,  on  voit  qu'il  ne  sub- 
sistera que  les  deux  exponentielles 

e^^*r     et     e-P^^/, 
^«iiultipliées  l'une  et  l'autre  par^-^i  en  sorte  que  le  coefficient  de 


—  se  réduit  à 


£.ê!(e??nr4.e-?^v). 


Dès  lors  l'équation  résultante  sera 


V.  5 
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d*où,  en  réduisant, 


=ç-. 


Si  maintenant,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (ao),  nous 
mettons  en  évidence  le  coefficient  de  Tune  des  exponentielles  e*^, 
il  est  clair  que  ce  coefficient  sera 

=  a'»-^»■Y A,a-*  4-  A,a  -4- . . .  -f-  A^,a-»4-  ^  j  » 
ou,  en  remplaçant  a  par  j3% 

B.=  pKJ-f+o        y  A„pf"-')f  4-  ^    • 

L  /=o  —I 

expression  qui  devient  immédiatement,  en  vertu  de  l'équation  (22), 
ou,  réduisant  et  revenant  à  la  racine  quelconque  a, 


Dès  lors  la  formule  (20)  prend  la  forme  très-simple 


n  =  « 


nsl 


et  le  problème  se  trouve  résolu. 

Il  convient  de  rappeler  que,  dans  la  formule  (23),  on  doil 
prendre  dans  le  premier  membre  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  sui- 
vant que  p  n'est  pas  ou  est  divisible  par  4  ',  devant  le  second  membre 
le  signe  -h  ou  le  signe  — ,  suivant  que  q  est  de  la  forme  4''  4-  i  ou 
4r —  i;  cnGn,  que  la  sommation  indiquée  dans  ce  second  membre 
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s^étend  à  toutes  les  racines  a  de  l'équation  binôme 

^^  —  I  =  o. 

Si,  dans  la  formule  (a3),  on  fait  je^  =  a,  ^  =  i,  on  obtient 

77  eC»-*)/—  e^*-^^r 


g*r —  e-«r 


formule  donnée  par  Euler. 

La  formule  (qS)  donne  le  résultat  sous  une  forme  compliquée 
d'imaginaires  pour  j^  réel.  11  est  facile  de  faire  disparaître  les  ima- 
ginaires  en  groupant  ceux  des  termes^  sous  le  signe  £  du  second 
membre,  qui  se  rapportent  aux  quatre  racines  de  l'imité  comprises 
dans  la  formule 

Le  calcul  ne  présente  aucune  difficulté,  et  l'on  obtient  en  défini- 
tive la  formule  ci-dessous  : 

^ /i^"f  sîn/ix TT     sin(7r  — x)jr 

(  -^J^i     ev-,^      -^2^Wj^ 

dans  laquelle  on  a 

\e         P  ^e  P  /cos    (27:  —  x)/sin 1 -' 

y{w^\ 1^- r  r J 

cosliTT^sin ) \e  p  -\- e  p  ) 

(i6){  ^  P    J      ^ 

I    'î«— x)yco«— -         'x-friyco«— —  I         \  .     2  m  T        2mi<7  —  i)r| 

ye  P  -he  P  Jcos  xjsin 1 -^ 

/  -«  — -      \  /     «  tmv.  •mr\ 

laTT^sin— -j  — ^V«  ''-^-^  '^  / 


cos 


et  avec  ces  remarques  essentielles  : 

1®  Que  le  premier  terme  du  second  membre  n'existe  que  si  p 
est  divisible  par  4  ) 

2?  Que,  devant  le  second  terme,  il  faut  prendre  le  signe  4-  ou 
le  signe  — ,  suivant  que  q  est  de  la  forme  4^*  -+-  *  ou  4 '^  4-  3; 

3^  Enfin  qu'il  entre  sous  le  signe  £  de  ce  second  terme  autant 

5. 
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de  termes  l^(fn)  que  Ton  peut  donner  à  m  de  valeurs  entières, 

depuis  1  compris  jusqu'à  ^  non  compris. 

En  particulier,  pour  p  =  4^  îl  n'existe  pas  de  terme  î^,  et  Ton 
obtient 

^nsinna: r   rsinfr  — jtU'  f»(«-*)7 — pC'-'^ri 

aL  n*  —  jr*        4/  L       siHTTJ  e*i—er*J      J' 

V'n'sinnj: tt  Tsinfr  —  jr^r  f(«-*)r— f»(*-«)7"j 

^  n*  —  f*  4L       sinTTj^  eV— e-v      J' 

on  en  déduit  immédiatement 

^  n sîn nx t:  sîn (r  —  x)r 

Ld  n*  —  }'^  ~~  2        siiiîT/ 

comme  cela  devait  ùtre. 

Pour  p  =  6,  la  formule  (aS)  ne  contient  qu'un  seul  terme  ?^,  e 
Ton  obtient  le  résultat  suivant,  relativement  assez  simple  : 


/ 


^«•-♦sinw^r  r      Jc^'J-'V^^U-cV 


=  db 


('K) 


cos-rv'3  —  î  (<?*••  —  r-'^) 

[,.('-îv.;i-^>],„3[-:::x?^[^ii0f] 

Loi*sque  /»  nVsl  pas  un  multiple  de  ^4)^  1»^  formule  .'q5)  fournit 
rt»\  pression  de 

V^  «.'-f  sînn.r 

PoiH*  obtenir 


/!''—  »' 


» 


il  suttirait  de  riMuphicer  »•  par  i  ^  —  i  dans  la  formule,  mais  on 
ivinlrtHluirait  dt*s  imai;inairt*s.  Il  est  plus  simple  de  remarquer  que 
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Ton  a  Identiquement 


Za     nP-^-j-P     '^  Zà 


=S 


j-p        ^    nJ^  —  yp  ^    H'P — y^P 


9 


ap  étant  divisible  par  4)  la  dernière  de  ces  trois  séries  est  donnée 
par  la  formule  (aS)^  il  en  est  de  môme  de  la  première,  ce  qui 
fournit  immédiatement  la  valeur  de  la  seconde.  On  obtiendrait  de 
la  même  manière 


s 


nP^sinnx 

nP-ir  yP 


i 


lorsque  p  est  un  multiple  de  4- 

Si  enfin,  dans  la  formule  (^3),  on  fait  croître  p  indéfiniment,  et 

qu'on  passe  à  la  limite,  le  premier  membre  se  réduit  à  \ — > 

dont  la  valeur  est  connue  sous  forme  finie,  et  le  second  se  change 
en  une  intégrale  définie.  Si  dans  cette  dernière  on  suppose  y  réel, 
et  qu'on  sépare  le  réel  de  l'imaginaire,  on  obtient,  toutes  réduc- 
tions faites,  les  formules  suivantes  : 

^^éf<'-^>J^*>»*cos[jysin0~(g  — 1)9]— e^^'*cos[(27r  — x)jsin0-f-(g  — i)Q] 

guyco»»  ^_  ^-w/cos»  _  2  COS  (  2  71/  SÎ  H  0  ) 

V^  sin 


dB 


ni 

n  =  l 


X 


g.vio*6  _^  g-2v^o.o_  2  ces  ( 2 7: j  sin  0)  ~ 


Sur  les  substitutions  linéaires;  par  M.  dk  Polignac. 

(Séance  du  î'i  janvier  l^<77.) 

La  condition  nécessaire  et  suilisantc  pour  qu'une  substitution 
linéaire 

hx  -r-  (l 


x' 


nx  —  c 
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répétée  p.  fois,  ramène  à  la  valeur  initiale,  est,  d'après  M.  Serret 
^Coius  d'algèbre  supérieure) ^ 

bc  —  ad      ^  fjt 

On  peut  obtenir  ce  i*ésiiltat  presque  immédiatement  par  les  consi- 
dérations suivantes. 

En  portant  sur  une  ligne  droite  les  longueurs  x,  X|,  x^^ ...,  ar^_4, 
Xj^=:  X,  on  obtient  une  série  cyclique  de  points  tels,  que  le  rapport 
auharmonique  de  quatre  points  consécutifs  est  constant.  On  trouve 
sans  difficulté 

I  :)i .  34 bc  —  ad 

73.11""  K^-^c/ 

D'ailleurs,  d'après  un  théorème  de  M.  Chasles,  si  les  points  doubles 
de  la  relation  homographique 

axx'—  6x-!-cx'  — rf  =  o, 

qui  lie  deux  points  homologues  (f\  e  consécutifs),  sont  imaginaires, 
il  existe  un  point  du  plan  duquel  ces  deux  points  homologues  sont 
TUS  sous  un  angle  constant.  Si  la  série  forme  un  cycle  de  u  points, 

ctH  ande  sera  donc  éijal  4  —  ;  car  les  ravons  vecteurs  menés  du 

point  en  quostic^n  aux  u  points  de  la  série  partageront  la  circonfé* 
rence  ou  la  demi-cirv»nférvnce  en  ei  parties  égales.  Elnfîn  on  a, 
dans  c^  cas, 

13.34 sînrsînr    $în-5   t       i 


i3.ii       sîua;>injr       sin'a:-       4006-7        .        ,a.t 


ciu 


« 


^-c•     ,      1- 

=  4C0S*  — 


io-\ii7 
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EXTRAITS  DES  PROCÈS -VERBAUX . 


SÉANCE  DU  14  NOVEMBRE  1876. 

PRÉSIDENCE  DB  M.  DARBOUX. 

M.  le  Président  rappelle  à  la  Société  la  perte  qu'elle  a  subie 
ans  la  personne  de  M.  Charles  Sainte-Claire  Dcville. 

MM.  Jordan  et  Halphen  présentent  M.  Schubert,  professeur  à 

amboui^,  pour  faire  partie  de  la  Société. 

M.  Jordan  fait  une  communication  Sur  les  groupes,  en  nombre 
îni,  de  substitutions  linéaires. 

M.  de  Polignac  fait  une  communication  Sur  les  substitutions 
Mnéaires  formant  une  série  cyclique.  M.  Darboux  présente  quel- 
ques observations  sur  ce  sujet. 

M.  le  Président  donne  lecture  d'une  lettre  de  M.  le  comte  L.  Hugo 
•au  sujet  de  l'Exposition  scientifique  de  Londres. 

M.  Halphen  communique  une  note  Sur  les  correspondances 
^ntre  les  points  de  deux  courbes.  MM.  Darboux  et  Fouret  présen- 
tent diverses  observations  sur  ce  sujet. 


SÉANCE  DU  29  NOVEMBRE  1876. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   DE  LA   GOURNERIE. 

M.  Fouret  communique  une  note  Sur  la  déterniination,  par 
le  principe  de  correspondance,  du  nombre  des  points  de  contact 
ou  d'intersection,  sous  un  angle  donné,  des  courbes  d'un  système 
avec  une  courbe  algébrique. 

La  Société  a  reçu  de  M.  Brocard  deux  notes,  inlitulécs  :  i*^  Sur 
la  division  mécanique  de  l'angle;  2°  Sur  l'enveloppe  de  la  droite 
de  Simson, 

La  Société  a  reçu  de  M.  Saltcl  deux  notes  Sur  la  théorie  des 
caractéristiques,  et  de  M.  Turquan  une  note  Sur  l'élimination 
(tes  nœuds  dans  le  problème  des  trois  corps. 
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M.  Schubert^  présenté  dans  la  séance  précédente^  est  élu  à  Tuna- 
nimité  membre  de  la  Société. 

M.  Mannheîm  fait  une  communication  Sur  la  construction  du 
centre  de  la  sphère  osculatrice  en  un  point  de  la  courbe  d'inter- 
section  de  deux  surfaces. 

M.  Halphen  présente  quelques  Remarques  sur  les  connexes  et 
les  systèmes  de  courbes. 


SÉANCE  DU  13  DÉCEMBRE  i876. 

PRéSIDENCK   DB  M.   DE  LA  GOURNERIE. 

M.  Darboux  fait  une  communication  Sur  l'équilibre  asiatique 
et  la  trajuiformation  des  systèmes  de  forces. 

La  Société  reçoit  deux  notes  de  M.  le  comte  Léopold  Hugo  : 
I**  Sur  les  franges  d'interférence  produites  par  les  plumes 
d'oiseaux;  tP  Sur  le  calcul  du  nombre  tt. 


SÉANCE  DU  27  DÉCEMBRE  1876. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   ROUCHÉ. 

M.  le  comte  L.  Hugo  adresse  une  note  Sur  la  généralisation 
pan  -  imaginaire, 

M.  Lindemann  fait  hommage  à  la  Société  des  Leçons  de  Géo- 
métrie  de  Clebsch. 

M.  Perrin  fait  une  communication  Sur  une  formule  de  somma- 
tion applicable  à  une  classe  de  séries, 

La  Société  ayant  reçu  de  la  part  de  M.  Schubert  un  exemplaire 
d'une  note  de  ÎNLM.  Schubert  et  Hurwitz,  Sur  la  théorie  des  carac' 
téristiques,  M.  Halphen  donne  quelques  explications  à  ce  sujet. 
M.  Lindemann  ajoute  quelques  observations.    . 
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SÉANCE  DU  iO  JANVIER   i877. 

PBBSIDENCE   DE  M.   RESAL. 

II  est  procédé  h  réleclîon  d'un  président,  deux  vice-présîdents^ 
<lc3m:ix  secrétaires ,  deux  vice-secrétaires  et   de  sept  membres  du 
:nseil  (*). 

!AI.  Haton  de  la  Goupillière  fait  une  communication  Sur  la  re- 
^rche  de  la  brachistochrone,  eu  égard  aux  résistances  passives, 
^I.  Laguerre  communique  une  note  Sur  un  problème  d'Algèbre. 


SÉANCE  DU  24  JANVIER  i877. 

PRésiDEiNCB  DB  M.   DE  POLIGNAC. 

IM.  Laguerre  adresse  une  communication  Sur  les  normales  que 
*  o-ri  peut,  d'un  point  donné,  mener  à  une  conique. 

IM.  Halphen  fait  une  communication  Sur  la  liaison  qui  existe 
^^^^re  les  douze  tangentes  menées  d'un  même  point  à  une  courbe 
"**    quatrième  degré. 

^1.  Ed.  Lucas  communique  une  Généralisation  d'un  théorème 
"^    M.  Hermite  concernant  les  nombres  de  Bernoulli, 

1%L  de  Polignac  fait  une  communication  Sur  les  substitutions 

1€m^   '   • 
'^'-^^eaires. 

^L  Fourct  communique  une  note  Sur  les  normales  communes 

^    €rieiix  courbes. 

SÉANCE  DU  7  FÉVRIER  1877. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   LEMONMER. 

^L  Ed.  Lucas  fait  une  communication  Sur  la  recherche  des 
^ornbres  premiers  au  moyen  des  séries  récurrentes, 

M.  Lindemann  fait  une  communication  Sur  la  représentation 
géométrique  des  formes  binaires  et  de  leurs  co\farianls. 


Q*  ;  /'oiV,  en  tôtc  du  volume,  le  résultat  de  ces  élections. 
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SÉANCE  DU  2i  FÉVRIER  1877. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  nOUCHÉ. 

Communications  : 

M.  le  comte  Hugo  :  Sur  lEuclide  de  Lemardelé. 

M.  Darboux  :  Sur  une  classe  de  systèmes  orthogonaux. 

M.  Fouret  :  Sur  le  nombre  des  points  d'un  plan  en  chacun  des- 
quels trois  courbes  de  trois  systèmes  sont  tangentes  entre  elles. 

Cette  communication  donne  lieu  à  des  observations  présentées 
par  INIM.  Halphen  et  Lindemann. 

M.  Halphen  :  Sur  les  lignes  asjmptotiques  des  surfaces  gauches. 

Cette  communication  donne  lieu  à  des  remarques  faites  par 
M.  Darboux. 

M.  Lucas  :  Généralisation  du  théorème  de  Fermât,  et  du 
Canon  arithmeticus. 

M.  le  comte  Hugo  :  Sur  l'origine  de  l'analyse  indéterminée. 

M.  Laguerre  :  Sur  la  partition  des  nombres. 


SÉANCE  DU  7  MARS  i877. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   LEMONNIER. 

Communications  : 

M.  le  comte  Hugo  :  i**  Sur  un  groupement  de  polygones ,  pro^ 
venant  d'une  ancienne  collection  chinoise;  a**  Sur  les  travaux 
d'Hypsicle. 

M.  Ed.  Lucas  :  Sur  la  recherche  des  grands  nombres  premiers. 

M.  Vicaire  :  Sur  la  distribution  de  la  chaleur  dans  les  Jours 
à  cuve. 

M.  Laguerre  :  Sur  l'approximation  des  fonctions  d'une  variable 
au  moyen  des  fractions  rationnelles. 
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SÉANCE  DU  21  MARS  1877. 

Communications  : 
M.  le  Président  présente,  de  la  part  de  M.  Darboux,  un  Mémoire 
intitulé  :  Etude  d'une  question  relative  au  mouvement  d'un  point 
sur  une  surface  de  révolution. 

M.  Laguerre  :  Sur  le  développement  de.  e  'en  fraction 
C€^ntinue. 

M.  Fouret  :  Sur  les  courbes  et  sur  les  surfaces  qui  sont  à  elles^ 
r^'M^mes  leurs  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  infinité  de 

urbes  ou  de  surfaces  du  second  degré, 

M.  Halphen  :  Sur  une  formule  de  la  théorie  de  l'élimination. 

Cette  communication  donne  lieu  à  diverses  remarques  présentées 

r  MM.  Fouret  et  Lindemann. 

M.  Laguerre  :  Sur  quelques  propriétés  des  normales  à  l'ellipse. 

M.  Haton  de  la  Goupillière  :  Sur  les  dévcloppoïdes. 


SÉANCE  DU  4  AVRIL  1877. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   BOUCHÉ. 

Présentations  de  nouveaux  membres  :  M.  Lindemann,  privât- 
^^iz^ent  à  l'Université  de  Wurzbourg,  et  M.  Poussct,  professeur  au 
*^"cée  de  Poitiers. 

Communications  : 

M.  le  comte  Hugo  :  i°  Sur  certains  appareils  à  lentille  con- 
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Sur  la  partition  des  nombres;  par  M.  Laguerre. 

(Séance  du  21  février  1877.) 

1.  Le  problème  à  résoudre  est  le  suivant  :  Etant  donnés  des  nom-^ 
br  es  entiers  a^  b^  ,,.^  z  et  un  nombre  entier  variable  N,  trouver  le 
nombre  des  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs  de  l'équation 

N  ==  ax  -\-  by-^  , , .  -^  lu. 

Comme  l'a  remarqué  Euler,  le  nombre  T(JS)  des  solutions  est 
égal  au  coefficient  de  N  dans  le  développement  de  la  fraction  ra- 
tionnelle 

I 

suivant  la  puissance  croissante  de  z. 

Je  me  propose  ici  de  trouver,  non  pas  la  valeur  exacte  de  T  (N), 
mais  une  formule  qui  donne  une  valeur  approchée  de  cette  fonc- 
tion. Terreur  commise  ayant  d^ailleurs  une  limite  ^xq  indépendante 
de  la  i>aleur  rfe  N  (  •  ) . 

2.  Je  m*appuicrai  sur  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Soit  '/'"    une  fraction  rationnelle  telle,  que  les  ra- 

cines  de  F  équation  f  -^z)  =  o  soient  toutes  inégales  et  aient  toutes 
pour  module  t  unité  ;  si  ton  développe  cette  //'action  en  série  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  r,  tous  les  coefficients  du  rfeVe- 
loppement  demeurent,  en  valeur  absolue,  inférieui's  à  une  limite 
déterminée. 

Démonstration.  — Soit 


9(£;=*.,^^_A___B_^.._ 


T» 


\^Z  Z  —  wC         Z  —  ô  Z  ~—  A 

4>(3'^  désignant  la  partie  cntion^  do  la  fraction  et  or,  ^,  •••97  les 


y'^  lo»  rosulUiU  c\>ntenu$  dans  colle  >ote  ne  sonl  peut-être  pas  nouveaux;  mais 
iU  me  i^arâissent  |x^u  connu»,  et.  en  rai«<>n  de  leur  simplicité,  j'ai  pensé  qu'ils  pour> 
raient  inter^^sM'r  quelques  lecteurs. 


-  77  - 

r«^c:ines  de  réqualioay(z)  =  o-,  le  coefficient  d'une  puissance  quel- 
e<:>Tïque  de  z  dans  le  développement  de  la  fraction  sera  de  la  forme 

j^    ^ésign^ant,  s'il  y  a  lieu,  le  terme  provenant  de  4>. 

le  terme  complémentaire  A  a"  -h  Bj3"  -+-.-.-+-  LX"  est,  en  vertu 
d.  '^  'MAVL  théorème  bien  connu,  inférieur  à  la  somme  des  modules  de  ses 
d»i  :fierents  termes  et  par  conséquent  inférieur  à  A  -4-  B  -f- . . .  -f-  L. 

Le  lemme  est  donc  démontré . 

3.  Considérons  maintenant  l'expression 

d.e<;oniposons  cette  expression  en  fractions  simples  et  réunissons  en 
même  groupe  4>  (z)  toutes  les  fractions  dont  le  dénominateur  est 
e  puissance  supérieure  à  la  première  d*un  des  facteurs  du  déno- 
nateur  F(z)^  réunissons  de  même  dans  un  groupe  7(2)  toutes 

l^s  fractions  qui  ont  l'un  de  ces  facteurs  pour  dénominateur. 
On  aura  évidemment 

F(z)=:$(z)4-9(2), 

et,,  en  désignant  respectivement  par0(N)  et  6(iN)  les  coefficients 
<le  x^  dans  les  développements  de  4>(::)  et  de  cf  (3), 

T(N)  =  e(N)-f-0(N). 

Le  dénominateur  de  9(5)  n'ayant  que  des  racines  simples  dont  le 
ïnodule  est  égal  à  l'unité,  il  suit  du  lemme  énoncé  plus  haut  que 
^(^)  reste  en  valeur  absolue  inférieur  à  une  quantité  donnée^  on 
aura  donc  approximativement 

T(N)=:0(N), 

l'erreur  commise  étant  inférieure  à  une  liinîtefixe  indépendante  du 

nombre  N. 

^.  Applications,  —  Soit  à  résoudre,  en  nombres  entiers  et  posi- 
tifs, l'équation  ax  4-  by  =  N,   «  et  h  étant  deux  nombres  entiers 
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premiers  entre  eux  ^  on  aura  dans  ce  cas 

F[,)  = 


(•-•ï')l«— •!*) 

et 
d'où 

et  par  suite,  en  négligeant  la  quantité  constante  — r>  ce  qui  est  pec 
mis  en  égard  à  l'approximation  que  Ton  veut  obtenir, 

C'est  la  formule  donnée  par  Paoli  et  Ton  sait,  dans  ce  cas,  qis. 
Terreur  est  moindre  que  Tunité. 
Soit  encore  à  résoudre  l'équation 

ax  -h  by-^  cz  =  N, 

a,  6  et  c  étant  trois  nombres  premiers  entre  eux. 
On  aura  dans  ce  cas 

.    ^, I  1  a  —  b  —  c — 3        I 


»  r 


abc    I  — -5  *  nabc  I  —  5*' 


d'où,  en  négligeant  une  quantité  constante*  ce  qui  est  permis  ¥i 
l'approximation  que  Ton  veut  obtenir, 

2  abc 


Sur  rapprojrimation  c/a? /o/iofion^  d'une  tuiriahle  au  moyen 
dejractions  rationnelles;  par  M.  Lagueeee. 


SiOUK«  «la  -  Bur»  i>— ." 


La  méthode  que  je  développe  dans  cette  Note,  pour  les  cas  la 
plus  simples,  s'applique  sans  difficulté  aux  fonctions  de  la  forme  e^ 
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où  W  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  x^  et  aux 
fonctions  de  la  forme 

(ajr-+-6)«(a'a:-+-6')«'..., 

où  a,  a',  ...  désignent  des  quantités  arbitraires  quelconques. 
Le  principe  que  j'ai  mis  en  usage  est  le  suivant  :  F  [x)  étant  une 

(D  { x\ 

fonction  donnée  et  ^^7 — { la  fraction  rationnelle  dont  le  dénomina- 

teur  est  d'un  degré  donné  et  qui  se  rapproche  le  plus  de  la  valeur 
de  la  fonction,  je  cherche  à  établir  entre  cp  [x)^f[x)  et  leurs  déri- 
vées du  premier  ordre  une  relation  algébrique  qui  soit  linéaire 
par  rapport  à  l'une  de  ces  fonctions,  f(x)  par  exemple,  et  par  rap- 
port à  sa  dérivée. 

Cela  posé,  en  considérant  pour  uninstanty*(x)  comme  connue,  et 
^(x)  comme  une  fonction  inconnue,  on  aura  une  équation  linéaire 
da  premier  ordre  que  l'on  saura  intégrer  au  moyen  d'une  quadra- 
ture. Comme  le  résultat  de  l'intégration  est  connu  d'avance,  il 
suffira  de  déterminer  à  quelles  conditions  doit  satisfairey(x)  pour 
que  ce  résultat  soit  de  la  forme  voulue. 

On  déterminera  généralement  ainsi  une  équation  linéaire  et  du 
second  ordre  à  laquelle  satisfera  le  polynôme  y  (x)^  cette  équation 
admet  une  seconde  solution  qui  s'exprime  facilement  au  moyen  du 
polynôme  f  (x),  ou  encore,  si  l'on  pose 

/(x)F(x)  =  ?(x)-+-R. 

au  moyen  de  R,  comme  l'a  fait  voir  M.  Chrîstoflel  (*)  relativement 
aux  polynômes  de  Legendre. 


L 

Développement  de 


^x^  —  I 


1.  Soit 


1  q'' x] 

^X^—l~'  t    ^] 


(^)  (')• 


(  *  >  l'eber  die  GaussUche  Quadratur  und  et  ne  f'eraligemeinerung  derselben  [Journal 
de  C relie,  t.  55,. 

(')  Poar  abréger,  je  désignerai  dans  toat  ce  qui  toit  par  (  —  j  une  série  ordonn*^ 
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oùy(x)  et  cp( x)  désigDcnt  respectivement  des  polynômes  du  degré 
et  du  degré  {n  —  i). 
On  en  déduit 

log    — L--^  =log9(j:)  -  \ogf(x)  4-  (^j, 

parce  que  -hè—l  est  du  degré  ( —  i)  en  x\  puis,  en  prenant  1 
dérivées  des  deux  nombres, 


X      _o'{x]       f'[x)    ^    I      -      I 


et 

A  désignant  une  constante. 

Si,  dans  cette  équation,  on  regarde  y (x)  comme  connue,  on 
pour  déterminer  f  (x),  une  équation  linéaire  et  du  premier  ordc* 
en  Tintégrant  et  négligeant  d'abord  le  second  membre,  on  se:? 
conduit  à  poser 

(2)  9(x)=-^=2, 

z  étant  déterminé  par  Téquation  diflérentielle 

^.  

d'où 

(31  ;;=    f- rfx, 

ou  encore,  si  Ton  désigne  par  a^  (3,  ...  les  racines  de  réquation 
y^x  :  =  o,  et  si  Ton  pose,  pour  abréger. 


-^=S         P  H-V-g- 


—  » 

a. 


suivant  les  pui>sauc«s  décroissantes  <ie  x  et  commençant  par  un  terme  en  — «  et  pa 

^x"]'  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  commençant  pa 
un  terme  on  jr*. 
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on  encore,  en  effectuant  une  intégration  par  parties , 


SI 


(jT  —  a)  ^^'—  I 
4-    f\ ^-= ^^- Adx 

-^[       (x-a)^x'-i       J   (j,_a)(a:»-i)^      J 

On  déduit  de  là  facilement  que  z  se  compose  d'une  partie  algé' 
brique,  d'une  expression  de  la  forme 


/ 


et  de  termes  de  la  forme 


I 


{x -^a)  (x' -- ly 


Chacun  de  ces  termes  doit  évidemment  être  nul;  or  un  calcul 
facile  donne 

/^       _     7     . 

on  a  donc  la  relation 

qui  doit  avoir  lieu  pour  toute  racine  de  l'équation  y 'x^  =  o;  d'oii 
il  suit  quey(x)  satisfait  à  une  équation  difrérentielle  du  secoiui 
ordre  de  la  forme 

(x'—  i  y-^ -+-  xy  -+-  Pj  =  o. 

La  valeur  de  P  s'obtient  immédiatement  en  écrivant  que  le  cocîflTi- 
cientdex*,  dans  le  premier  membre,  est  égal  à  zéro.  On  obliciii 
ainsi  l'équation  bien  connue 

â.  Puisque  le  polynôme y*(x^  est  une  solution  de  l'équation  ^4  ? 

T.  i\ 


—  8i  — 
on  obtiendra  une  seconde  solution  de  cette  équation  en  posant 

ou  bien,  en  vertu  de  Téquation  (3), 
et,  en  vertu  de  l'équation  (a), 


L'intégrale  générale  de  Téquation  (4)  est  donc 


3.   Supposons  maintenant  que,  dans  l'équation  (i),  (p(,r)  soit 
ri'gardée  comme  connue^  pour  intégrer  cette  équation,  nous  posons 


t  étant  déterminée  par  l'équation  dii^é^entielIe 

d'où 

Adx 


r  \dx 


Imi  posant,  j)Our  abréger, 

~        P  ,         ^ 


1 


.(f^\jr)       Aa{^  —  a)'        (x  —  a) 

a,  (3,  y,  ...  désignant  les  racines  de  l'équation  a  [x]  =  o,  un  calcul 
entièrement  analogue  à  celui  que  j'ai  développé  plus  haut  montre 
que  l'on  doit  avoir  pour  chacune  des  racines 

q{a: —  i]  —  3pa  1=  o, 
et  par  suite 

(«'— i)9";a"  ^-3ao'(a); 

d'où  l'on  conclut  que  ç  (x)  est  une  solution  de  l'équation  difleren- 


-  83  - 
tielle  du  second  ordre 

Si  Ton  remarque  mainlenant  que  cette  équation  n'est  autre  que  la 
dérivée  de  l'équation  (4),  dans  laquelle  on  aurait  remplacé  j  '  par  «. 
on  en  conclut  qu'à  un  facteur  numérique  près  <^[x)  est  é^al  à 

Il  est  clair  du  reste,  ce  qui  est  facile  à  vérifier,  que  l'équation  (5) 
se  déduit  aussi  de  l'équation  (4  )  par  la  substitution 


:=:  u  \fx^—  I  . 


II. 


Développement  de 


4.  Soit  m  une  quantité  quelconque  \  posons 


-f-  fl  \  "       o  '  .r  1        /     I 


^'-^àj        f[^]        \x*"' 


^(x)  iilf[x)  désignant  des  polynômes  entiers  du  degré  // 
On  en  déduit 


puis,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 


X 


-./«-f-i 


m' h  —  a  o'  \x\        f  x^ 


X  -t-  a  {x  -i-  1)  '        C/  .r '  /'  X 

d'où 


-  (^.,.M-.j 


iV     ni[b  —  a]o[x]f[x]  -h{x -\-  n]{x  -^ b][o[x)f  [x]  -f[x]'.^ 

A  désignant  une  constante. 

Si  dans  cette  écpiatiou  on  regardey(»r)  comme  connue,  on  a,  pour 
déterminer  y (x),  une  équation  linéaiie  et  du  premier  ordre ^  en 
l'intégrant  et  négligeant  d'abord  le  second  membre,  on  posera 


o'x   —f[x]    ,      z, 

•^  \x  -h  h  I 


0. 
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s  étant  délorininve  par  la  relation 

On  doît  clicrchor  quelle  forme  doit  avoîry(x)  pour  que  z  ait  une 
expression  de  la  forme  donnée  par  la  relation  (y)^  m  étant  quel- 
conque, on  y  parviendrait  aisément  ensuivant  une  man  lie  analogue 
à  celle  que  j'ai  suivie  dans  le  paragraphe  précédent;  mais  on  par- 
viendra plus  vite  à  Téquation  du  second  ordre  à  laquelle  satisfait 
f{x)  en  supposant  que  ni  est  un  nombre  entier. 

Dans  ce  cas,  je  ferai  remarquer  d'abord  qu'en  vertu  de  récjua- 
tion  [6)^f[x)  ne  peut  être  divisible  par  (x  -f-  rt),  car  autrement 
ce  binôme  diviserait  la  constante  A  qui  n'est  pas  nulle;  il  est  clair 
également  que  f[x)=^o  a  toutes  ses  racines  distinctes.  En  appe- 
lant donc  a,  |3,  ...  les  racines  de  cette  équation,  on  aura  un  déve- 
loppement de  la  forme 


A  (5: -+-6)'"-'     _V^        p  V      î 


A  m  r%fl»~l  A# 


-+-  •; Tzr,  H r  -4- ...  -h 


et,  pour  que  z  ait  la  forme  donnée  par  la  relation  (7),  il  faut  que 
Ao  =  o,  et  ensuite  que  (/  =  o  pour  toutes  les  racines  de  Téquatiou 
f{^x)  =  o.  En  tenant  compte  seulement  de  cette  dernière  condi- 
tion, le  calcul  de  q  montre  facilement  que,  pour  toutes  les  racines 
de  réquationy(a:)  =  o,  on  doit  avoir 

(a -+- a)  (a +  *)/''(«)  -+- [2a  —  m(rt  —  ft)  4- «  4- *]/(«)  =  o; 
d'où  l'on  voit  que  f{x)  satisfait  à  Téquation  du  second  ordre 
(9)  [x-\-a][x  -4- />)^-"-*-[2^  — m(r/  — 6)-+-rt-+-6]>''  — /i(n-h  i)^>-=o. 

5.  Cette  équation  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 


dx  L"À [x  -+-  6)-"^'  J  "^  ^i—^'' 


on  voit  que,  le  polynômey(x)  étant  une  de  ses  solutions,  une  autre 
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sera  donnée  par  la  formule 


.,    .    r     A(jr4-6)-'      . 


ou,  en  venu  des  équations  (8)  et  (  7), 
Si  l'on  pose,  pour  abréger, 


fi-){^iy=9[-)-^^^ 


une  seconde  solution  sera  également  donnée  par  Téquatiou 

^  *  \x-ha/ 

6.  L'équation  à  laquelle  satisfait  le  polynôme  (f(r)  s'obtiendrait 
par  la  même  méthode  ;  mais  on  voit  immédiatement  qu'elle  se  dé- 
duit de  la  pi*emière  en  changeant  tu  en  —  m]  cette  équation  est 
donc 

{x  -h  a)  X  -h  b) u"  -\-  \^^x  -h  m[a  —  b)  -h  a  -h  b]u* —  /i(«  h-  i)/<  =r  o. 

Elle  se  déduit  évidemment  de  l'équation  (9),  et  il  est  facile  de  le 
vériiier  par  la  substitution 


\x-}-  a  J 


7.  Pour  obtenir  sous  forme  explicite  les  polynômes /"(x)  et  "-^(Jc  1^ 
je  remarque  qu'en  {>osant 

X  =   a  —  b'  ^  —  a 
l'équation  (9)  de\ieut 

cette  équation  est  un  cas  particulier  de  celle  qui  déliait  la  série 
h  y  pergéo  métrique  F  (a,  /S,  7,  l*\ 


on  a 

y  =  /M  4-  I ,     a-^  —  n     cl     |j  --  w  H-  I . 

Le  polynôme  y  (a:)  sera  donc  donné  par  la  formule 

^     ._  n(n -f- 1)  /j:-4- û\       (/i  ~  i)w(« -4- i)(n  h- 2)  /.r -:- «"\ 

•^  ^    '    "  />i  -f-  I     \a  —  b)  1 . 2 .  •  m  -:   1  )  ; /«  H-  2 j      \a  —  h) 


-4- 


(n  H-  i)(n  -!-  2). .  .2/1 


;  m  4-  ly  ^m  H-  2) 


2)...  2/1       /.r-i-a\" 
—  (m  -;-  /i)  \a  —  b ) 


Le  polynôme  <f{jc)  s'oblîendrait,  à  un  fadeur  numérique  près,  en 
changeant  le  signe  de  //idans  la  formule  précédente. 

8.  Comme  application,  supposons  a==\  et  i  =r-.  —  i,  on  aura 

alors 

(n  —  i)n(n  -^j){n  -.-  1)  /i-f-a:i' 


-f- 


l  .  2  .  (  //l  -f-  I  ;  (  //l  -h  2 


) 


et 


'W  =  [--,'4:-ïi(^-) 

1.2  (i  — //ij(2  —  m      \     2     /       *'  J 

^  (i-/yi)(2  — /n)...(n~/n)  /_  ,>^ 
(iH- /n)  (2 -h /w  ) . . .  {/i -h /n)  ^ 

(se  -^  i\"* 
-; j    se  change  en  son  inverse  quand  on  change  x  en 

—  x,  on  en  conclut  que  les  polynômes  y*( a:)  et  <f{x)^  donnés  par 
les  formules  précédentes,  sont  liés  par  la  relation 

Faisons,  par  exemple,  //t  =  -  et  /i  =  3,  il  viendra 

Q 

^(j:)  r=  I  —  4(i-f  ^)  -f-  4(l  -J- j;)' (14.  j;iï 


et 


(^(x)= [1  — .12(1  -+-  a:)  -f-  2o(i  -f-a:)*—  8(1  -4-^)'], 

7 
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ou,  en  réduisant, 


f[x]=:'-{-i-^ix-^/ix^^8x^] 


ft 

I 


o' x]  .—  -■;  —  I  —  ^x  -i- 4^'-*--  Sx^], 
'  '  7 

Si  Ton  désigne  par  S„  la  somme  des  /i»*-'"*"  puissances  des  racines 
de  Téquation  f{x)  =  8x'  —  4-^'  —  4-^  H-  i  =  o,  on  doit  avoir 

S,  =  S.  =  S»==:-      (•). 

C'est  ce  qu'il  est  facile  de  véritier  au  moyen  des  formules  de  Newton. 

9.  Si  l'on  considère  l'expression—  1  ( J  — i  L  son  déve- 
loppement en  fraction  continue  donnera  des  réduites  dont  le  déno- 
minateur/(x)  sera  le  même  que  celui  des  réduites  auxquelles  con- 

(X  "^  \\" 
)   ' 

En  faisant,  dans  l'équation  (9),^=  —  i  eta==-hi,  on  voit  donc 
que  ce  dénominateur  satisfait  à  l'équation  différentielle 

(9)'  [x^—  i)  >"-+-  2(^—  m)/—  n(/i  -+- 1)7  =  o; 

et,  de  ceque  j*ai  dit  plus  haut,  il  résulte  qu'en  posant 


/(*)(^)"=9(^)  +  R 

)   ■ 

Si  nous  supposons  maintenant  que  m  tende  vers  zéro. 


('  )  J^oir  ma  Note  Sur  un  problème  d'Algèbre.  (  Bulletin  de  la  Sociéiê  mathématique, 
\.  V). 

Je  saisis  cette  occasion  pour  déclarer  que  .M.  lUM'cliarUt  était  déjà  parvenu  antorieu- 
r.'itient  aux  résultais  renfermés  dans  cette  Note. 
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)>  rëquatîon  (9)'  devient  l'équation  bîen 

connue  qui  définit  les  polynômes  de  Legendre  et  Ton  voit,  comme 
Ta  fait  voir  M.  Christofiel,  que  R  en  est  une  solution. 

iO.  Considérons  maintenant  l'expression 


m  (  y -f- ôjr  )  J        L  niy -^  inàx  J 


pour  avoir  son  développement  en  fraction  continue,  nous  poserons 

m  V  -f-  a  y       , 

le  dénominateur  de  degré  n  de  la  fraction   satisfera  à  l'équation 
suivante,  que  Ton  déduit  immédiatement  de  l'équation  (9)  : 

[m(a3  — (3y)       my-f-a       yl  /  v 

Faisons  maintenant  croître  indéfiniment  le  nombre  m,  la  fonction 

I  H -. — ^^— r  I   aura  pour  limite  e^**',  et  l'équation  précédente 

deviendra 

(11)    (y  -^  8xYy" -\'[7.i[y  -^  àx]  -  (aâ  —  py)]/— /i(n -h  i)i'7  =  o. 

Telle  est  l'équation  différentielle  à  laquelle  satisfait  le  dénomina- 
teur  y(x)  d'une  réduite  de  la  fonction  e^"*"*'*  en  posant 

f(x)  désignant  le  numérateur  de  la  réduite,  une  deuxième  solution 
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de  celte  équation  sera  donnée  par  la  formule 

__îLtif 
ou  encore  par  celle-ci 

De  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  il  résulte  aussi  que  (f{x)  satisfait  a 
Téqualion  ditlerentlelle 

(y-hdxYu''-h  [adly-hix)  -+-  (ai—  Py)]"'—  n(n-^  i)SUi=  o, 
cl  cette  équation  se  déduit  de  Téquatlon  (i  i)  par  la  substitution 


III. 

Développement  de  e^''^ 

il  •  Pour  traiter  un  cas  un  peu  plus  général,  considérons  la  fonc- 
tion fî^^'*,  où  F(x)  désigne  un  polynôme  quelconque  de  degré  m  et 
posons 

f  (.r)  et  y(a:)  désignant  des  polynômes  du  degré  n. 
On  en  déduit 

F(J7)  =  log©(x)  —  log/(a:)  -h  (J7'«-»-) 
et,  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres, 

puis 

(12)     F'(:r)  <p(x)/(x)  -  i[x]f[x)  +  o(x)/'(^)  =  x'«0(x), 

0(x)  désignant  un  polynôme  du  degré  m  —  i . 

Si  dans  cette  équation  on  considère /(x)  comme  connu,  on  a 
une  équation  linéaire  et  du  premier  ordre  par  rapport  à  ^{x\ 
On  l'intégrera  en  considérant  dabord  le  second  membre  comme 
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égal  à  zéro,  et  posant 

(i3)  o{x]  =  e'-^^^f[x)z, 

z  étant  déterminé  par  la  relation 

(>4)  -.=j--^LX_. 

En  désignant  par  a,   |3,    ...    les  diverses  racines  de  l'équation 
y(  x)  =  o,  on  pourra  poser 

^"Q(^)  ^  p  _^  V      ï'      +  V  »JL., 

p  désignant  un  polynôme  du  degré  (m  —  i)  en  x^  d'où 

ou  encore,  en  intégrant  par  parties  le  second  terme  de  la  relation 
précédente, 

J  ^.)    x  —  ct      ^J  x  —  a. 


ou  encore 


-z=  Çe-^^'^Vdx-S   TÇz^ 

Si  l'on  examine  cette  expression  de  z,  on  voit  que,  pour  qu'elle  ait 
la  valeur  assignée  par  la  relation  (i3),  on  doit  avoir,  pour  toutes  les 
racines  de  l'équation  y  (or)  =  o, 

ç  — />F'(a)  =:o. 
Or  un  calcul  facile  donne 

P     - 7 


^''"'1t-|S]/w -/-(.)' 
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on  aura  donc,  pour  toutes  les  racines  de  l'équation  ^'(j:)  =  o, 


1.    «  *à(Xj  ^       '_ 


f  («)  =  «; 


d'où  il  suit  quey*(x)  satisfait  à  une  équation  linéaire  et  du  second 
ordre  de  la  forme 

{.5)  ,.«'^.[f»_^-^'(^]/^H(x),-  =  o. 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

ou  en  conclut  qu'une  seconde  solution  est  donnée  par  la  formule 

ou,  en  vertu  des  équations  (i3)  et  (i4) 

12.  On  déterminerait  de  même  l'équation  du  second  ordre  à 
laquelle  satisfait  g)  (x)^  sans  refaire  tous  les  calculs  précédents,  on 
voit  immédiatement  que  cette  équation  est  de  la  forme 

c'est  du  reste  la  transformée  de  l'équation  (i5),  quand  on  pose 


r=-zue~^'''\ 


Eilectuant  cette  transformation  sur  l'équation  (i5),  il  vient 

13.   INous  avons  encore,  pour  former  l'équation  dilléreutielle  du 
second  ordre  à  laquelle  satisfait /'(j:),  à  déterminer  le  polynôme 
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6 (a:)  et  la  fraction  rationnelle  H(^),  qui  est  de  la  forme 

K(x)  désignant  un  polynôme  du  degré  (am  —  2).  A  cet  effet,  si 
nous  posons 

et 

et  si  nous  désignons  par  a,  P,  }^,  .  • .  les  coefficients  inconnus  des 
polynômes  0  et  K,  les  équations  (16)  et  (17)  permettront  d'ex- 
primer, au  moyen  de  a,  P,  7,  . .  • ,  les  coefficients  a^^  a^  a^^  • . . , 

^0?  ^n  ^«î  •  • .  • 

D'ailleurs,  Téquation  (12)  donne  également  des  relations  entre 
ces  coefficients  et  les  coefficients  inconnus  de  O  ;  de  ces  relations  on 
déduira  facilement  les  quantités  a,  |3,  y,  . .  •  • 

Dans  une  prochaine  Note,  je  communiquerai  à  la  Société  le  ré- 
sultat de  mes  recherches  sur  le  développement  de  la  fonction  e*-'+*'* 
et  de  la  fom  tion  e*'*+*''. 


Sur  quelques  théorèmes  de  Joachinisthal;  par  M.  La  guerre. 

(Séance  du  ai  mars  1877.) 

\ .  Joachimsthal  termine  ainsi  (*)  une  des  Noies  nombreuses  et  élé- 
gantes qu'il  a  publiées  sur  la  théorie  des  normales  à  une  conique  : 

c<  Je  vais  indiquer  une  proposition  qui  est  fondamentale  dans 
cette  théorie  :• 

»  Théorème.  — Soient  /;,  y,  /•  trois  points  d'une  conit/ue,  tels  que 
les  normales  en  ces  points  concourent  en  un  même  point.  Si  l'on 
'ire,  par  un  sommet  S  de  la  conique,  trois  parallèles  à  pq^  qr^  rp^ 
If^  centre  de  gravité  des  trois  points  où  ces  parallèles  rencontrent 
la  courbe  est  situé  sur  l'axe  qui  contient  Ir  sommet  S.  » 


(  '  )  Sur  la  construction  des  normales  qu'on  peut  abaisser  d'un  point  donne  sur  une 
cction  conique  complètement  trouvée  {Journal  de  C relie ^  t.  48V 
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La  proposition  précédente,  ainsi  que  beaucoup  d'autres  dues  au 
même  géomètre,  peuvent  se  déduire  très-simplement  des  considé- 
rations suivantes. 

2.  Etant  donnés  une  conique  K  et  deux  points  fixes  A  et  B,  dont 
le  premier  A  soit  sur  la  courbe,  si  Ton  imagine  les  divers  cercles  qui 
passent  par  ces  deux  points,  cliacun  d'eux  rencontre  la  conique  en 
trois  points  distincts  du  point  A,  et  il  est  clair  que  le  triangle  dé- 
terminé par  ces  points  enveloppe,  lorsque  le  cercle  varie,  une  pa- 
rabole. 

Réciproquement,  si  divers  triangles,  inscnts  dans  une  conique 
K,  sont  circonscrits  à  une  parabole,  les  cercles  gui  leur  sont  cir- 
conscrits prissent  par  deux  points  Jixes,  dont  l'un  est  situé  sur  la 
conique  et  dont  Vautre,  situé  en  dehors  de  cette  conique,  est  le 
foyer  de  la  parabole. 

On  en  déduit  immédiatement  que  : 

Si  divers  triangles,  inscrits  dans  une  conique  K,  sont  circonscrits 
à  une  parabole: 

i®  Les  centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  sont  situés 
sur  une  même  droite  ; 

tP  Les  centres  de  gravité  de  Cifs  triangles  sont  également  situés 
sur  une  ligne  droite. 

3.  Soient  M  un  point  situé  sur  une  conique  K  et  MN  la  normale 
en  ce  point  ^  si  de  chaque  point  m  de  la  droite  MN  on  mène  des 
normales  à  la  courbe,  les  pieds  des  normales  distinctes  de  MN  for- 
meront un  triangle  dont  les  côtés  enveloppent  évidemment  une  pa- 
rabole. 

On  en  conclut  que  les  cercles  circonscrits  à  ces  triangles  passent 
par  un  point  fixe  de  la  courbe.  Soient  a,  a'  et  i,  i'  les  extréaiîtés 
des  a\es  de  la  conique,  M'  et  M''  les  symétriques  du  point  M  relati- 
vement à  ces  axes  ^  si  Ton  abaisse  les  normales  du  point  a  où  MN 
rencontre  aaf^  les  pieds  des  normales  distincts  de  M  sont  «,  a'  et 
M';  de  même,  si  l'on  abaisse  les  normales  du  point/;  où  MN  coupe 
bl/^  les  pieds  des  normales  distincts  de  M  sont  i,  i'  et  M''.  Or  il 
est  évident  que  les  cercles  circonscrits  aux  deux  triangles  aa!M'  et 
bb'M!'  se  coupent  tous  deux  sur  la  courbe,  au  point  fx  symétrique  de 
M  par  rapport  au  centre. 
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On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si,  en  quatre  points  d'une  conique p^  y,  r,  5,  les  normales  con- 
courent en  un  même  point,  la  cercle  circonscrit  aux  trois  points 
q^  r^  s  passe  par  le  point  p'  symétrique  du  point  p  par  rapport  au 
centre  de  la  conique.  (Joachimsthal.) 

On  peut  remarquer  de  plus  que  le  centre  de  gravité  du  triangle 
aa'M'  et  le  centre  de  gravité  du  triangle  bb'^l"  sont  situés  sur  le 
diamètre  conjugué  du  diamètre  qui  passe  par  le  point  M.  Donc  : 

Si  les  normales  menées  en  trois  points  p^q^  r  d'une  conique  con- 
courent en  un  même  point  fx,  le  centre  de  gravité  du  triangla 
pqr  se  trouve  sur  le  diamètre  conjugué  du  diamètre  qui  passe  par 
le  pied  de  la  quatrième  normale  que  ton  peut  abaisser  du 
point  //. 

4.  Il  est  à  remarquer  que  toutes  les  propriétés  des  normales  à  une- 
même  conique  sont  multiples.  Si  Ton  considère,  en  eflet,  le  triangle 
formé  par  les  deux  axes  et  la  droite  de  Tinfîni,  chacun  des  côtés  de 
ce  triangle  joue  le  môme  rôle  relativement  aux  normales.  Cela  ré- 
sulte immédiatement  de  cette  propriété  très-simple  :  Si  l'on  effectue 
une  transformation  homo  graphique  de  façon  qu'aux  foyers  d'une 
conique  correspondent  les  deux  ombilics  (*)  du  plan,  les  nor- 
males à  cette  conique  dey^iennent  après  la  transformation  les  nor^ 
maies  à  la  conique  transformée. 

En  particulier,  si  Ton  prend  pourpoint  de  départ  la  proposition 
de  Joacliimstlial  énoncée  plus  haut  et  que  Ton  peut  énoncer 
ainsi  : 

Etant  donnés  sur  une  conique  quatre  points  p^  y,  r,  s  tels,  que 
les  normales  concourent  en  un  même  point,  si  l'on  désigne  par  />' 
le  point  diamétralement  opposé  à  p^  les  droites  rs  et  qp'  sont  éga- 
lement inclinées  sur  les  axes. 


(^)  J'appelle  ici  ombilics  les  points  imaginaires  situes  à  l'infini  et  communs  a  tous 
les  cercles  d'un  plan;  j'appelle  de  même  ombilicale  la  conique  imaginaire  située  à 
rinfini  et  commune  à  toutes  les  sphères  do  Tespace. 

Les  propriétés  des  normales  à  une  surface  du  second  ordre  sont  également  mul- 
tiples; car,  si  l'on  effectue  une  transformation  homographique,  de  telle  sorte  qu'à  la 
focale  d'une  surface  du  second  ordre  corresponde  l'ombilicale/ les  normales  à  la  sur- 
face ont  pour  transformées  les  normales  à  la  surface  transformée. 
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on  en  déduira  immédiatement  la  proposition  suivante  qui,  sous  une 
autre  forme,  a  été  donnée  également  par  Joacliimstlial  : 

£tant  donnés  sur  une  conique  quatre  points  p^  q^  r^  s  tels,  que 
les  normales  concourent  en  un  même  point,  si  l'on  désigne  par  p' 
le  symétrique  du  point  p  par  rapport  à  tun  des  axes,  les  droites 
rs  et  qp'  rencontrent  cet  axe  en  deux  points  situés  à  égale  distance 
du  centre, 

5.  En  conservant  les  notations  précédentes  (3),  soit  MN  la  nor- 
male menée  en  un  point  M  d'une  conique  K.  De  chaque  point 
màe  cette  droite  on  peut  mener  trois  normales  à  la  courbe  distinctes 
de  MN^  soient  a,  b^  c  les  pieds  de  ces  normales.  Par  un  sommet  S 
de  la  conique,  menons  des  droites  parallèles  à  ic,  ca^  ah  et  soient 
respectivement  a,  j3,  y  les  points  où  ces  droites  coupent  la  courbe. 
En  remarquant  qu'on  ne  peut  mener  à  la  parabole  enveloppée  par 
les  côtés  du  triangle  abc  qu'une  tangente  parallèle  à  une  direction 
donnée,  on  verra  facilement  que  le  point  a  détermine  les  points 
associés  ^  et  y,  par  suite  le  triangle  aj3y  enveloppe  une  conique 
que  Ton  voit  immédiatement  être  une  parabole.  Le  centre  de  gravité 
du  triangle  a|3y  décrit  par  suite  une  ligne  droite;  en  plaçant  succès- 
sivement  le  point  m  sur  chacun  des  axes,  on  voit  que,  pour  chacun 
des  triangles  correspondants,  le  centre  de  gravité  est  sur  l'axe  pas- 
sant par  le  point  S. 

La  proposition  de  Joachimsthal  que  j'ai  énoncée  au  commence- 
ment de  cette  Note  est  donc  démontrée. 


Sur  le  développement  en  fraction  continue  de  a  '-^^ 

par  M.  Laguerre. 


a  c  lanjr  (• 

5 


1.  Posons 


(Séance  du  21  mars  1877.) 


.-«•k  t 


o\x)  ^l  f{x)  désignant  des  polynômes  du  degré  îi  et  (     ^^^^^ ] 


une 
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série  développée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  -  et  coni- 
mençant  par  un  terme  de  la  forme    ^^^  • 


•ro 


Comme  e'  '  '  se  change  en  son  inverse  quand  on  change  x 
en  —  X,  il  en  résulte  qu'à  un  facteur  numérique  près  ^(j:)  est  égal 

kf( — or);  d'ailleurs  pour  j:  =  dz oo  ,  le  rapport  -Q—r  se  réduit  à 
l'unité;  on  a  donc 

En  employant  la  méthode  que  j'ai  exposée  dans  une  Note  précé- 
dente (^},  on  obtient  facilement  l'équation  différentielle  suivante, 
à  laquelle  satisfait  le  polynôme /(or), 

(i)  (i-hx*)/"-*-  {iix  —  i)x'  —  n{n  -h  1)7  =  0, 

Le  polynôme  (f[x)  satisfait  à  l'équation 

(i  4-^')'*''+  (^x-H  i)a'  —  n{n  -4-  i)tt  =  o, 

équation  qui  se  déduit  de  la  précédente  par  la  substitution 

ou  encore 

On  en  conclut  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  est  donnée 
par  la  formule 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

2,  Posons 

X  =  1(1  — "ÎZ), 

d'où 

\-\-ix 


(  *  )  Sur  Vapproximation  d'une  fonction  (Tune  itarinble  an  moyen  de  fractions  ration-^ 
nelles  {Bulletin  de  la  Société  mathématique ^  p.  78  de  ce  tome). 


-  97  - 


Téquation  (i)  deviendra 

(z  — 5^)7''  +  (>-' 2Js|7'-+-/i(/i-+-i)7  =  o, 

équation  quî  définit  une  série  hypergéomé trique  F  (a,  |3,  y,  2),  pour 
laquelle  on  a 

y  =  n — 9     a  =  —  n    et    ô=;i-+-i. 

Cette  série  est  évidemment  un  polynôme  du  degré  n  en  z'^  on  a, 
par  suite,  en  désignant  par  K  un  facteur  indépendant  de  x^ 

/(^)  =  KF^— n,  /1-+-I,  y,  ^-^)' 

Convenons  de  déterminer  le  polynôme y(j:)  par  la  condition  que 
•^-^ — -  soit,  pour  j:=-i-oo  ,  égal  a 

g(a-M)..>(a-hn~i)(3((3-f-i)>..((3-4-yi  — 1)^ 

en  divisant  les  deux  membres  de  la  relation  précédente  par  ju"  et 
en  faisant  croître  indéûniment  a:,  il  viendra 


I=:K 


y(y-M)...(y-f-/i-i) 


d'où 


F(—  /?,  n-i-i,  y,  2)  = 


i^f[x) 


y(y  +  i)...(y-i-^i~i) 


Si,  pour  plus  de  clarté,  nous  représentons  f[a^  par  V„,  et  si  nous 
posons,  pour  abréger, 


F(— /?,  n  +  i,  y,  z)=rF(— «), 


on  déduit  de  là 


('■) 


V, 


F(-re)       _F(-ra-t-i)_ 
/•         ~        V„_,        ~ 


F(-n-i) 


V„+, (-/  +  /;)  (■/  +  «  —  1) 


3.  Cela  posé,  en  désignant  respectivement  par  •!>,  «I»,  et  <I>j  les 


V. 
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trois  fondions 

F(a,(3,y,2),     F(a-i,  (3-4-i,y,  r)     el    F(a-4- i,  ?- i,  y,  2), 

on  déduit  facilement,  des  relations  données  parGauss  ('),  la  rela- 
tion suivante  : 

Si,  dans  cette  relation,  on  fait 

I  -f-  /  .r  ^  / 

s  = 9     a=  — /i,     p  =  /i-M    et    y=i-4--» 

4>,  4>,   et  4>,  deviennent   respectivement   F( — /i),    F( — /«  —  i), 
F( — n  +  1;,  et  Ton  obtient  l'équation 

—  I  (an-h  I  )  xF(—  «)  —  (y  -f-  n)  F(—  n  —  î  )  -f-  (y — n  —  0  ^(  ""'*  H- 1  )  =  o. 

Remplaçons,    dans    cette  équation,    F( — 7*),    F( — /i  +  i)    et 
F( — 71  —  i)  par  les  valeurs  proportionnelles  déduites  des   rela- 

tions  (2)  et  7  par  sa  valeur  1  H 1  il  \iendra 

\,  Déduisons  de  (4)  les  valeurs  de  V„^,,  V„^|  et  V^^, ,  et  portons- 
les  dans  Tidentité 

v;;^.  -h  (?.  a:  -f- 1  )  v;^,  —  -71  + 1  )  >*  h-  2}  v«+,  =  o, 

il  viendra,  toutes  réductions  faites^ 

(5)  2(1  -f-  X')  V'„  -  (27ÎX  -  l)  V,  -f-  2  (l'+  t)  V._.=i  O. 

5.  Des  formules  précédentes  on  déduit  les  valeurs  suivantes  des 

(')  DisquisUiotics  generaUs  circa  serirm  [Gausi  Ji'erke,  l.  III,  p.  i3o. 
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polynômes  V„  : 

I  5      3 

V 0  —  I  •       V I  —  "~  ■"""  SCé        y  a  —  "7 X  "T~  ôX  m       >  .  .  . 

2  4         ^ 

Si  Ton  désigne,  en  général,  par  S„»  la  somme  des  //i**"»"  puissances 
des  racines  de  l'équation  V„=  o,  il  est  clair  que  Ton  aura 


et 


&i  —  ija  —  ^i  —  .  .  .  —  — 

2 


1^2  ^4  "^^ •   •  •  ""~  —  ' 

2 


m  étant  au  plus  égal  à  in  —  i . 

6.   De  la  relation    (4)   résulte    le    développement    suivant  de 
e  ^^  en  traction  continue  : 

■re  UDK  (^)  I 


1 
X 

2 


(-?) 


4  + 


—  3x4- 


? 


9  ■+-  7 

r  4 

—  bx  -h 


—  7^--f-.  . 


dont  la  loi  est  évidente. 

7.  Les  considérations  qui  précèdent  s'appliquent,   sans  aucun 

changement,  au  développement  en  fonction  de  ( y  ]   ,    quelles 

que  soient  les  quantités  «,  b  et  ///. 

Du   reste,  cette   expression   donne  en    particulier    la   fonction 

c  ^  quand  on  y  lait  a  =  ly  o  =  —  i  qi  m  = • 

*  -  2 
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Etude  d'une  question  relative  au  mouvement  d'un  point 
sur  une  sur j ace  de  révolution;  par  M.  G.  Darboux. 

(SéaDce  du  ai  mars  1877.) 

L 

Dans  un  article  inséré  aux  Comptes  rendus,  t.  LXXVII,  p.  849^ 
M.  Bertrand  s'est  proposé  de  rechercher,  parmi  toutes  les  lois 
d'attraction  émanant  d'un  centre  fixe,  celles  pour  lesquelles  la  tra- 
jectoire d'un  point  libre  sera  toujours  fermée.  Je  me  propose 
d'étendre  la  même  recherche  au  mouvement  d'un  point  sur  une 
surface  de  révolution,  en  admettant  que  le  point  est  soumis  à  la 
seule  action  de  forces  émanant  de  différents  points  de  l'axe  ou  bien 
de  forces  parallèles  à  l'axe  et  fonctions  de  la  distance  du  point  sur 
lequel  elles  agissent  h  un  plan  fixe  parallèle  à  l'axe.  Ces  hypo- 
thèses se  résument  en  une  seule  :  il  y  a  une  fonction  des  forces  qui 
conserve  la  môme  valeur  en  tous  les  points  d'un  parallèle  de  la 
surface. 

Prenons  pour  l'axe  des  z  l'axe  de  la  surface.  Désignons  par  /•  la 
distance  d'un  point  quelconque  à  cet  axe,  et  soit 

5=:9(r) 

l'équation  de  la  surface.  La  fonction  des  forces  sera,  par  hypothèse, 
une  fonction  de  /',  que  je  désignerai  par 

En  désignant  par  co  l'angle  que  fait  le  plan  méridien  contenant  le 
mobile  avec  un  méridien  fixe,  l'équation  diirérentielle  de  la  tra- 
jectoire  sera,  comme  on  sait, 

(,)  ll±^  =  C'/(r)  +  A-J,, 

C*  et  h  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  la  courbe  est  fermée,  les  valeurs  de  /*  seront  comprises  entre 
deux  limites  a,  i,  et  la  trajectoire  sera  comprise  tout  entière  entre 
les  deux  parallèles  de  rayons  a  Ql  h.  Pour  ces  deux  parallèles  ex- 
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dr 


trèmes,  -7-  doit  s'annuler,  r  étant  maximum  ou  minimum.  On  a 

CIû> 

donc 

C'/{a)  +  A-^=o, 

C./(6)  +  A_   '  =0. 


Ces  équations  nous  permettent  d'exprimer  G*  et  li  en  fonction  de  a 
et  de  6.  Si  Ton  pose 


(=») 


A  = 


fia)     .     ^ 


Péquation  de  la  trajectoire  devient  ainsi 
et  Ton  a  par  conséquent 


0) 


J  '-VA 


En  employant  le  mode  de  raisonnement  proposé  par  M.  Bertrand, 
on  reconnaît  qu'il  est  nécessaire  et  suflisant,  pour  que  la  coui'be  soit 
fermée,  que  Ton  ait 


3) 


Ja 


v/.H-o-»v/m)-/ia)^^^ 
r*vA 


\k  étant  un  nombre  commcnsurable  constant.  Ainsi  il  y  a  à  déter- 
miner les  deux  fonctions  arbitraires /*(/•),  ffr),  de  manière  à  satis- 
faire à  régal i té  précédente.  Dans  le  problème  traité  par  M.  Ber- 
trand, il  y  avait,  au  contraire,  une  seule  fonction  inconnue. 

Je  commencerai  par  réserver  le  cas  où  Ton  suppose  la  fonction 
y  (/')  constante,  ce  qui  revient  à  chercher  les  surfaces  de  révolution 
pour  lesquelles  les  lignes  géodésiques  sont  fermées.  Alors  on  pourra 
eircctuer  le  changeiuenL  de  uolatious  suivant. 
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Posons 


(4)/(r)  =  x.    /(«)  =  «.    /(*)  =  P.     ■p=^{^). 
L'équation  (  3  )  se  transformera  dans  la  suivante  : 


?" 


'3^4 


F(*). 


(5) 


X 

1 

Xu(x) 

a 

1 

Gy(a) 

p 

T 

elP) 

=  [11:, 


Posons  (3  =  a-he,  a:  =  a  +  e£i5et  supposons  e  suffisamment  petit. 
Nous  allons  chercher  les  trois  premiers  termes  du  développement 
de  Tintégrale  précédente  suivant  les  puissances  de  e. 
On  a 


A  = 


X     I     Tn(x] 
a      1     Tn(a) 


^  HlllUÛ  A r."  ^  ^ 


a",  ra"',  cj"  désignant  les  dérivées  de  o  pour  x  =  a.  Par  suite 


A"'  = 


(6) 


y/îiliZliil." 


24 ID 


''a 


'(H-«)'+   .-l- 


Ou  a  de  mùme 


On  trouve  ainsi  sans  peine  d'abord  le  premier  terme  de  û 


,,  /2l(a)    r'        du  ,       . 

Pour  e  =  o,  12  se  réduit  à  son  premier  terme.  En  ellcctuant  l'inté- 
grale qui  y  est  indiquée,  on  obtiendra  l'équation 


^  4  /^  ^^^^  ' 
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et  par  conséquent 

(8)  F(^)  =  f^nj"(x), 


2 


Ainsi  tout  se  réduit  à  calculer  la  fonction  o(a:).  Pour  obtenir  cette 
fonction,  nous  allons  compléter  le  développement  de  0.  En  met- 
tant à  la  place  de  F{x)  sa  valeur  dans  la  formule  (7)  et  sid)stituant 

les  développements  de  F  (or)  et  A  '  dans  l'expression  de  û,  nous 
obtenons  le  résultat  suivant  : 

Sî=f*/         ;     ,  1-4-  ^-;;     211  — I    e-h-T-^     5a'-ll—  !    £' 


^,s'(,-4^«)^...]. 


Or  on  a 


Jr'        rfii        _  /^'       y/rfy<       _7r         r* y/'rfg      _  3 

Substituons  ces  valeurs  dans  û,  et  nous  aurons 


TS'"  T^'"' 


i2  =  ^:r  +  ;re>(g_-.^g-^)-4- 


• . . , 


12  devant  ùtre  égal  à  /xtt,  il  faut  que  le  coefficient  de  toutes  les  puis- 
sances de  2  et,  en  particulier,  celui  de  e',  soient  nuls,  ce  qui  donne 
l'équation 

qui  fera  connaître  tj. 

Cette  équation  admet  deux  espèces  de  solutions.  La  première 
s'obtiendra  en  supposant  i:j"(jr')  constant.  On  a  ainsi 

(10)  w[x)  =  Cx^-hBx  -{-  2\.. 

Toutes  les  autres  seront  comprises  dans  la  formule 

(il)  GTIO:]  =: h  B^  4- C. 

Il  est  aisé  de  voir  d'ailleurs  que  ces  deux  formes  sont  acceptables 
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et  donnent  toutes  les  deux,  jointes  à  l'équation 

(12)  ¥(x)  =  l^r^"(x), 

des  solutions  du  problème  posé. 

Il  nous  reste  à  les  discuter  et  à  reconnaître  la  nature  des  sur- 
faces et  des  forces  auxquelles  elles  correspondent.  Rappelons  d'a- 
bord les  notations  primitives. 

Nous  avons  posé 

(i3)  f{r)  =  x; 

X  est  donc  la  fonction  des  forces,  et  Ton  pourra  sans  inconvénient 
lui  ajouter  ou  lui  retrancher  une  constante. 
Nous  avons  d'ailleurs 

(i4)  j^  =  js[x], 

et,  en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  x^  nous  aurons  la 
fonction  des  forces  exprimée  en  r.  Enfin,  d'après  la  définition  de 
F  (a:),  nous  pouvons  écrire 

(i5)  \T.V  =  F(-^)  =  -  «^"W- 

Les  équations  (iS),  (i4)?  [}^)  nous  feront  connaître  f{r)^  ?(^)» 
et,  par  conséquent,  à  la  fois  la  nature  de  la  surface  et  celle  des 
forces. 

II. 

Applîquoiis  d'abord  ces  formules  à  la  première  hypothèse,  celle 
pour  laquelle  on  a 

xjs[x]  =  Aa:»+B^4-C. 

En  augmentant  la  fonction  des  forces  x  d'une  constante  arbitraire 
et  remarquant  que  A  ne  peut  être  nulle  [sans  quoi  F  (or)  serait 

nulle],  on  peut  écrire 

.    .         I        a;»       C 

ou 
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De  Féquatiou  {i5)  on  tire 

(17)  1  +  9''  = 


Commençons  par  supposer  fx  =  i ,  nous  aurons 


9 


et,  en  intégrant, 


c  est-à-dîre 


V  A-Cr' 


<p'-f-r»=7T> 


A. 


La  surface  est  donc  une  sphère. 

Quant  à  la  force,  on  peut  en  donner  différentes  expressions.  Voici 
la  plus  élégante.  En  vertu  de  l'équation  de  la  surface,  la  fonction 
des  forces  x  peut  s'écrire 

^     r 

et,  en  différentiant  cette  expression,  on  obtiendra  les  deux  compo- 
santes R,  Z  de  la  force.  Tune  perpendiculaire  à  l'axe  des  z,  l'autre 
parallèle  à  cet  axe.  On  trouve 

pd  r  r 

Ces  expressions  nous  montrent  :  i  ^  que  la  force  est  tangente  au 
méridien;  a°  qu'elle  est  en  raison  inverse  du  carré  de  /•,  c'est-à-dire 
du  carré  du  sinus  de  Tare  de  cercle  9  compris  entre  le  point  attiré 
^l  le  pôle. 

On  sait  en  ellct  qu'avec  cette  nature  de  forces  la  trajectoire  sera 
^^e  conique  spliérique  dont  le  pôle  sera  un  des  foyers. 

Supposons  maintenant  que  {x  ne  soit  plus  égal  à  l'unité  ;  alors  la 
formule  (17)  nous  montre  que,  pour  la  surface  de  révolution  cher- 
chée, on  aura 

ds'  =:  4 -^-p  -f-  r'dco\ 

A  4-  C/- 
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Or,  sî  Ton  pose 

on  a 


ds^  =  pM 


^'•''^'•'        r.rf."), 


A  +  Cr' 


expression  qui  ne  diffère  de  celle  qui  est  relative  au  cas  de  fx  =  i 
que  par  la  présence  d'un  facteur  constant  fx.  L'hypothèse  actuelle 
conduit  donc  simplement  à  des  surfaces  de  révolution  applicables 
sur  la  sphère. 

Ce  résultat  pouvait  se  prévoir  a  priori,  car  on  sait  que  les  équa- 
tions du  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  demeurent  les 
mêmes  quand  on  déforme  la  surface  en  conservant  à  la  fonction 
des  forces  la  même  expression  en  fonction  des  coordonnées  curvi- 
lignes d'un  point  sur  la  surface. 

Ainsi  le  cas  où  fx  est  quelconque  ne  donne  rien  d'essentiellement 
nouveau. 

L'analyse  précédente  exclut  le  cas  ou  G  =  o.   Examinons  cette 

hypothèse. 

On  a  alors 

a 


X=i-y        I  -f- <p'»=|Ul>. 

Supposons  d'abord  fx  =  i ,  on  a 

ç'=o,     z  =  consl. 

C'est  le  cas  où  le  mouvement  a  lieu  dans  un  plan  et  où  la  force  est 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  à  un  point  fixe  et  dirigée 
vers  ce  point. 

Si  \k  est  quelconque,  on  a 


Z  :=  \]ii}  —  I  r, 

équation  qui  convient  à  un  cône  de  révolution,  la  force  étant  une 
attraction  dirigée  vers  le  sommet  du  cône  et  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance. 
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III. 

Exaaiinons  maintenant  la  seconde  hypothèse,  celle  pour  laquelle 
on  a 

xs(x)  = h  Bx  -f-  C, 

expression  qu'en  changeant  x  en  x  -h  ol  on  peut  toujours  ramener 

à  la  forme 

A. 

m{x)=  —  4-  B:r-|-C. 

^    '       X 

On  aura  ici 

(i8)  J^zz:^  +  Ba:-f.C, 

et,  pour  n'avoir  pas  à  tirer  x  de  cette  équation,  nous  conserverons  x 
comme  variable  indépendante.  Nous  trouverons  ainsi 

^''^'  \dx)  "^  4ar(A4-B;c»-f-Crj» 

Il  faudra  effectuer  la  quadrature  qui  donne  z,  puis  éliminer  x  entre 
l'équation  obtenue  et  Téquation  (i8).  Pour  avoir  la  fonction  des 
forces,  on  exprimerai  en  fonction  de/*  en  résolvant  Téquatiou  (18). 
Les  résultats  sont,  on  le  voit,  assez  compliqués. 

Traitons  d*abord  le  cas  où  B  =  o,  et  prenons  2|ui=  i ,  Nous  sa- 
vons que  toute  autre  hypothèse  sur  fx  nous  conduirait  à  des  surfaces 
applicables  sur  celle  que  nous  allons  trouver.  Nous  pouvons  donc 
nous  borner  à  considérer  cette  valeur  particulière  de  fx. 

On  a  alors 

VC  v/A  -r-Cx  A-i-Lx 

et,  par  conséquent, 

I 

C 


s'-+-  r'—  - 


Ainsi  la  surface  correspondant  à  ce  cas  est  encore  une  sphère.  La 
fonction  des  forces  x  peut  s'écrire 


A  r' 

x  ~^ : 

r  -^ 
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sous  cette  forme,  elle  donne  naissance  aux  deux  composantes 

A  ar  A  9.r^ 

On  voit  que  la  force  est  encore  dirigée  suivant  la  tangente  au  méri- 
dien. Quant  à  sa  grandeur,  elle  est 

2  A     r       a  A  sinS 


6  désignant  la  distance  au  pôle,  du  point  considéré. 

Ou  trouve,  en  effet,  dans  cette  hypothèse,  comme  trajectoire,  uuc 
coniqu.e  sphérique  ayant  le  pôle  pour  centre. 

Si  B  et  C  sont  nuls  en  même  temps,  on  a 


( 


dx)  ^Xx 


et,  en  prenant  2(x=:  i, 

dz 

—  =  o,    2  =  const.  ; 

ou  obtient  ainsi  un  plan.  La  fonction  des  forces  est  alors 

X  =  Ar*  : 

c'est  le  cas  où  il  y  a  une  attraction  proportionnelle  à  la  distance. 

Si  [i  était  quelconque,  on  obtiendrait  un  cône  de  révolution,  et 
la  force  serait  une  attraction  émanant  du  sommet  et  proportionnelle 
à  la  distance. 

Les  autres  suppositions  sur  A,  B,  C  conduisent  à  des  résultats 
compliqués;  je  ne  les  examinerai  pas. 

IV. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  pris  d'abord  le  rayon  /'  du  pa- 
rallèle comme  une  variable  arbitraire.  Mais  il  n'arrive  pa^  toujours 
que,  sur  une  surface  de  révolution,  cette  variable  puisse  prendre 
toutes  les  valeurs  possibles.  Par  exemple,  dans  la  sphère,  le  rayon 
du  parallèle  doit  être  inférieur  à  celui  delà  sphère;  par  conséquent, 
si  la  trajectoire  du  mobile  est  située  dans  les  deux  hémisphères. 
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r  pourra  croître  d'une  limite  inférieure  a  à  R,  puis  décroître  de  R 

à  une  autre  limite.  Or  les  intégrations  que  nous  avons  faites  pour 

obtenir  Q.  supposent  que  r  soit  réellement  in  dépendante  et  no 

s'appliquent  pas  à  cette  hypothèse.  La  méthode  que  nous  avons 

suivie  est  donc  sujette  à  une  objection  qu'il  est  d'ailleurs  facile  de 

lever. 

En  effet,  si  la  courbe  est  fermée,  comme  nous  le  supposons,  on 

pourra  toujours  déterminer  les  constantes  G  et  A  qui  figurent  dans 

dr 
l'équation  (i),  de  telle  manière  que  -t-  s'annule  pour  deux  valeursa 

et  b  aussi  rapprochées  qu'on  le  voudra  et  que  la  courbe  soit,  par 
conséquent,  comprise  entre  deux  parallèles  ne  comprenant  pas  un 
équateur  ou  parallèle  de  rayon  maximum  ;  alors  notre  méthode 
deviendra  applicable  et  nous  voyons  qu'elle  nous  donne  bien  toutes 
les  surfaces  et  toutes  les  lois  de  la  force  pour  lesquelles  la  trajec- 
toire sera  toujours  fermée.  Mais  nous  allons  voir  que  cet  examen 
des  parallèles  de  rayon  maximum  joue  un  rôle  prépondérant  dans 
la  discussion  de  ce  cas  particulier  de  notre  problème  que  nous  avons 
réservé,  celui  où  Ton  cherche  les  surfaces  de  révolution  dont  toutes 
les  lignes  géodésiques  sont  fermées. 

En  eilet,  considérons  une  surface  de  révolution  et  une  ligne  géo- 
désique  quelconque  tracée  sur  cette  surface.  Si  i  désigne  l'angle 
que  fait  la  ligne  géodésiquc  en  un  point  quelconque  avec  le  paral- 
lèle qui  passe  en  ce  point,  réquation  diflercntîelle  de  la  ligne  géo- 
désiquc sera 

rcos/  =  tf. 

Partons  du  parallèle  de  rayon  a,  La  ligne  géodésique  lui  est  tan- 
gente et  elle  se  dirige  du  coté  où  le  rayon  du  parallèle  augmente. 
Si  ce  rayon  croit  toujours,  la  ligne  géodésique  s'éloignera  indéfini- 
ment en  coupant  les  parallèles  sous  un  angle  qui  s'approchera  dcî 
plus  en  plus  d'être  droit.  S'il  n'y  a  pas  de  parallèle  de  rayon  égal 
à  a,  on  partira  d'un  parallèle  quelconque  et  l'on  obtiendra  les 
mêmes  conclusions. 

Supposons,  an  contraire,  qu'il  y  ait  un  parallèle  de  rayon  maxi- 
mum que  j'appellerai  un  équateur  de  rayon  R.  Si  je  prends  a  un 
peu  inférieur  à  R,  il  y  aura  deux  parallèles  de  rayon  a  voisins  l'un 
de  l'autre,  l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous  de  l'équateur,  et  une 
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ligne  géodésique  dciinic  par  Téquation 

rcosi=û, 

comprise  entre  ces  deux  parallèles  et  tout  entière  à  distance  finie. 
Je  vais  chercher  la  condition  pour  qu'une  telle  ligne  soit  toujours 
fermée. 

Reprenons  Téquation  diiTérentielIe  (i)  où  nous  supposerons  nulle 
la  fonction  des  forces 

et  qui  conviendra  alors  à  une  ligne  géodésique;  -7-  s'annulant  pour 


r  =  aj  on  aura 


et  l'équation  de  la  surface  sera,  nous  l'avons  vu, 

(21)  z  =  9{'')' 

On  déduit  de  l'équation  (20) 


Ût) 


et  si  nous  désignons  par  Wi  l'angle  dont  le  plan  méridien" passant 
par  le  point  décrivant  aura  tourné  quand  on  arrivera  sur  l'équateur, 
on  aura 

/     V  /*     \/i  -I-  cp  '  rfr 

(22)  0).=      i        ■- 


•y-a 


Le  point,  après  avoir  décrit  cette  portion  de  la  ligne  géodésique 
que  nous  supposerons  placée  dans  la  région  inférieure  à  l'équateur, 
passera  dans  la  région  opposée,  et  si 

(23)  z=^{r) 

est  l'équation  de  cette  nouvelle  région  de  la  surface,  l'angle  w,  dont 
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le  plan  méridien  aura  tourné  quand  le  point  décrivant  arrivera  au 
parallèle  supérieur  de  rayon  a  sera  donné  par  la  formule 

(74)  0)3=:       ' 


J  "^ 


V'-p 


L'angle  total  dont  le  plan  méridien  aura  tourné  quand  on  passera 
du  parallèle  inférieur  de  rayon  a  au  parallèle  supérieur  de  même 
rayon  sera  donc 


(?5)  12  =:  0)|  H-  W,  = 


et,  pour  que  la  ligne  géodésique  soit  fermée,  il  faudra  que  Ton  ait 

frétant  un  nombre  commensurable  constant.  Ainsi  l'intégrale  Q 
doit  être  constante. 

11  suflit  d'un  peu  d'attention  pour  reconnaître  que  cette  inté- 
grale est,  aux  notations  près,  celle  qu'on  rencontre  dans  la  recherche 
des  courbes  tautochronos  pour  un  point  matériel  pesant  et  l'on  est 
ainsi  conduit  à  la  solution  du  problème  donnée  par  la  formule 

(26)  y/7^r^^-h^i-f-^''=  i-^^> 

On  voit  que  Ton  pourra  choisir  arbitrairement  Tune  des  fonctions  cj» 
Ou  ^•,  l'autre  sera  déterminée  par  une  quadrature. 

Traitons  le  cas  où  la  surface  est  symétrique  par  rapport  à  l'équa- 
tcur.  On  aura  alors 

^1.1  équation  précédente  deviendra 


•  tzi 


7,1  v''-^? 


-_     2^R     _ 


V/U'  -  r' 


t-ludions  d'abord  le  cas  où  Ton  a 

1\L  =r  I 


L 
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on  trouve  alors 

do  = =  dz 


•   .  ^ 


et,  en  intégrant, 

C'est  l'équation  Je  la  sphère. 

On  peut  rattacher  à  cette  solution  celles  pour  lesquelles  fx  est  un 
nombre  commensurable  quelconque. 

En  eflet,  il  résulte  de  la  formule  (26)  que  la  distance  de  deux 
points  iuûniment  voisins  sur  la  surface  est  donnée  par  la  formule 

ds'=:  -^^ -4-  r^d(ù\ 

ÏV  —  r' 

Si  Ton  remplace  a>  par  2/xci)',  on  a 


'^*-4f^'(j^, +  '"'/"") 


et  Ton  voit  que  la  surface  est  applicable  sur  une  sphère  de  rayon 
afxR. 

On  peut  même  donner  les  formules  qui  établissent  la  correspon- 
dance entre  les  points  des  deux  surfaces.  En  posant 

(28)  iiJLrzzir',     2]uiR  =  R', 

Téquation  précédente  devient 

et  elle  convient  à  une  sphère  de  rayon  R'pour  laquelle  /',  w'  seraient 
les  coordonnées  polaires  d'un  point  quelconque. 

On  a,  entre  les  coordonnées  des  points  correspondants  des  deux 
surfaces,  les  relations 

fi  étant  commensurable^  posons  2/x  =  -*  on  aura 
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On  voit  donc  que,  pour  établir  d'une  manière  complète  la  corres- 
pondance entre  les  deux  surfaces,  il  faudra  considérer  la  sphère 
comme  composée  de  q  feuillets  superposés  et  la  surface  comme 
composée  de  même  de/?  feuillets. 

Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Les  seules  surfaces  de  réifolution  ayant  leurs  lignes  géodésiques 
fermées  et  admettant  un  de  leurs  parallèles  pour  plan  de  symé- 
trie sont  la  sphère  et  les  surfaces  applicables  sur  une  sphère,  de 
telle  manière  que  le  rapport  de  leur  aire  à  celle  de  la  sphère  de 
même  courbure  soit  un  nombre  commensurable. 

On  sait  que,  parmi  les  surfaces  de  révolution  applicables  sur  la 
sphère,  les  unes  ne  rencontrent  pas  leur  axe,  les  autres  ont  un 
point  saillant  sur  cet  axe.  Pour  les  premières,  il  y  aura  des  lignes 
géodésiques  non  fermées,  toutes  celles  qui  couperont  sous  un  angle 
fini  le  parallèle  minimum;  pour  les  autres,  toutes  les  lignes  géodé- 
siques seront  fermées. 


Sur  une  représentation  géométrique  des  co  variants  des  formes 

binaires;  par  M.  Lindemann. 

(Séance  du  7  lévrier  1877.) 

Les  formules  qui  servent  à  la  représentation  typique  des  formes 
binaires  d'ordre  pair  par  trois  covariauts  quadratiques  sont  sus- 
ceptibles d'une  interprétation  géométrique,  peut-être  assez  remar- 
quable pour  être  expliquée  en  peu  de  mots. 

Nous  désignerons  par  Çt,  Hi  des  variables  binaires,  par  jTi,  Xj, 
œ^  des  coordonnées  ternaires  ponctuelles.  Alors  les  coordonnées 
des  points  d'une  conique  se  représentent  comme  d#s  fonctions  ra- 
tionnelles du  paramètre  ^1  !  Çi  sous  la  forme 


< 


V.  8 
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a  moins  qae  rinvariant  simultané  des  trois  formes  quadratiques 

n%\         Al»        Ktt 

D  =  -{Ar/){/m)(mA-)=     /..      /..     /„ 

^11     tilt*    m 


i>      ''«n 


ne  s'évanouisse.  En  éliminant  les  quantités  J[,  ^i ,  ^i  des  équations  (  i  ), 
on  obtient  Téquation  de  la  conique  (  ^  ) 


(>) 


A„:rî  -h  Au^î  H-  k^x\ 


=  o. 


en  posant,  pour  abréger, 

A„=(xx')%        Au 

Ax,.=  (X/x)S         k^ 

Tul  =  (/m)  /|  mi,    >ç' 


A|i|i  — 


{ki)hk. 


Pour  rinvariant  simultané  des  formes  x^,  ^(9  pc)  dont  nous  au- 
rons besoin  plus  tard,  on  trouve  la  valeur  [voir  Clebsch,  loc,  cit., 
formule  (ig),  p.  ^07] 


(3) 


-(xX)(V){H=j»'- 


L'équation  (2)  s'écrit  aussi  sous  la  forme 


(4) 


Au 

Al, 

Ai. 

X, 

A« 

A,, 

Ate 

X. 

Arf 

A-/ 

A.. 

x, 

X, 

Xt 

«1 

0 

o, 


car  on  a 

(5)  Anpt=-(AaA// — AJ/),    Axp=-(Ai«Ai/ — A/.  Au),     .... 

Cela  posé,  la  représentation  d'une  forme  binaire  quadratique  a{ 
est  donnée  par  la  formule 

(6)  \Sal  =  [aT^y/fl  -h  [aiyt^  -h  (a/x)«m|  ; 

par  conséquent,  la   représentation  d'une  forme  d*ordre   un  est 


(')  Foir  Clebsch  :  Théorie  der  binàren  algehraischen  Formen,  p.  3o5  et  4 1  S. 
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donnée  par 

D-flr=     [{«3c')»*;*    -^-ial'yt^'     H- (flfx'l'mi*] 
X[(ax'')»frj*  -^[aryi^'    -^{afi'Ymt'] 


X 


X  }[axC)]'A-rV  [aX(")J/rV  [afiL(")ymi''*'|. 

Dans  le  second  membre  de  cette  égalité,  nous  effectuons  la  sub- 
stitution (i).  Égalé  à  zéro,  ce  membre  nous  donne  alors  l'équa- 
tion d'une  courbe  de  l'ordre  n  qui  passe  par  les  an  points  de  la 
conique  fondamentale  F  =  o,  correspondant,  en  vertu  des  équa- 
tions (i),  aux  â/z  racines  de  l'équation  af^  =  o.  Nous  allons  faire 
connaître  les  relations  particulières  par  lesquelles  cette  courbe  est 
attacbée  à  ces  an  points  et  à  la  conique  F  =:  o. 

À  cet  elTet,  nous  posons 


(7) 


Xl{axryx^  ^{aryx,  -h  (afx-'j^x,] 

X 

X  •[€ix("i]»j:.  -f-  [aX<-^]>x,4-  [a/x<-ï]'j:,  j, 

de  sorte  que  a"=:  o  est  l'équation  de  ladite  courbe  et  que  l'on  a  la 
formule  symbolique 

iB)  ax=  [ay^Yxi-h  (aX)*a:a-f-  {ajULJ'ori. 

Formons  maintenant  Texpression 

covariant  simultané  de  la  courbe  aj  =  o  et  de  la  conique 
F^/;]  =  o.  Le  contrevariant  [pp'uY  de  F  est  donné  par  Tex- 
prcssion 


--(/v^'"i'  = 


A„ 

A.X 

A.. 

«1 

Au 

Au 

Axji 

ih 

A,. 

A,, 

A,, 

n, 

Ml 

«. 

ih 

o 

on  trouve  donc  le  covariant  dont  il  s'agit,  en  posant,  dans  la  der- 
nière colonne  verticale  de  ce  déterminant, 

//,  =  3c,=  V/x';%     u,=  X,—  [al'\\     14:^  =  ay  =  {aij.')\ 

8. 
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et  dans  la  dernière  ligne  horizontale, 

«,  =  «,=  {ayf')\     !/,  =  «,  =  [ayy,     1/3  =  a,  =  (ayi^y, 
et  en  multipliant  le  déterminant  ainsi  transformé  par 


X 


X  {[ax(-)]»a:,-f-[aX(«)]^X:-f-  [ajùt(-)]»x,{. 


Alors  on  obtient  une  expression  dont  nous  envisageons  le  facteur 

symbolique 

A»         A,>         A,jt        {o^']' 

Au         Au         Aij,        [aï!]' 

A,»,         A^\         A^^        [aix'y 

(ax")«    (aX")'     (ajiji")'        o 

De  l'équation  (6)  découlent  les  formules  suivantes  : 

D(ax)'  =  A„  [aky-h  A.,  (a/)'-f-  A...  (am)», 
D{aiy  =1  \u[aky-^  Axi{aiy-\-  Ai^iamy, 
D{aiiy=A^[aky'hA^x{aiy-hAy,^{amy. 

On  peut  donc  remplacer  les  termes  (ax')*,  («X')*,  ajtx')*,  o,  qui  for- 
ment la  dernière  colonne  du  déterminant  considéré,  respective- 
ment par 

0,0,0,  —[{axf'yiaky  -^  {ary{aiy-h  {aii^y^amy]. 

La  dernière  somme  devient,  au  signe  près,  égale  au  second  membre 
de  l'équation  (6)  quand  on  y  pose  ||  =  «t,  $t  =  —  «<?  elle  est 
donc  égale  à  D(rtrt)*,  et  par  conséquent  identiquement  nulle.  Il  en 
résulte  que  le  déterminant  envisagé  s'évanouit  aussi  identiquement^ 
par  suite,  le  covariant  cherché  est  nul  pour  tous  les  points  x  de 
la  conique  F  =  05  et,  puisqu'il  ne  contient  pas  le  facteur  F,  il 
doit  être  nul  pour  tous  les  points  du  plan,  de  sorte  que 


(9) 


(pp'aYa'Jr^^o. 


Cette  relation  exprime  que  la  conique  F  =  o  est  harmonique- 
ment  inscrite  à  toutes  les  coniques  polaires  de  la  courbe  a^  =  o, 
c'est-à-dire  qu'il  y  a  une  infinité  de  triangles  conjugués  par  rap- 
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port  à  la  conique  F  =  o,  qui  sont  inscrits  à  1»  conique  polaire  du 
point  x,  relative  à  la  courbe  aJ  =  o.  Par  cette  propriété  de  ses 
coniques  polaires,  la  courbe  (x"=zo  est  parfaitement  fixée.  En  efTet, 

l'équation  (9)  nous  représente  -«(/i  —  i)  conditions  différentes  de 
la  forme 


(10) 


(/i/>'a)'a;a',a',  =  o, 


ou 


r-H  1  -f-  /  =  /i—  2; 


et,  en  y  ajoutant  les  an  conditions  qui  expriment  que  la  courbe 
0^=0  passe  par  les  2n  points  de  la   conique,  représentés  par 

l'équation  of  =0,  on  obtient  justement  -7i(n-|-3)  conditions 

linéaires  pour  ladite  courbe.  • 

Entre  chaque  système  de  six  des  équations  (10),  on  peut  éliminer 
les  six  quantités  {pp')i{pp^)i^  coefficients  de  l'équation  tangen- 
tielle  [pfjfuy  =  o  de  la  conique  F  =  o.  C'est  ainsi  que  l'on  trouve 
un  grand  nombre  de  relations  invariantes  auxquelles  la  courbe 
a*  =  o  doit  satisfaire.  Pour  les  écrire  sous  une  forme  convenable, 
nous  effectuons  cette  élimination  d'abord  pour  le  cas  /z  =  4*  Dans 
ce  cas,  on  n'arrive  qu'à  une  condition,  à  savoir 


ûCiin 

«1139 

«IIS3 

«1133 

«1131 

«m» 

OfjJii 

«3373 

«3333 

«2333 

«3331 

«2313 

«3*11 

«3333 

«3333 

«3323 

«3331 

«3313 

«2311 

«3333 

«3333 

«2323 

«3331 

«3313 

«3111 

«3133 

«3133 

«3133 

«3ISI 

«3113 

«1311 

«1333 

«1333 

«I3i3 

«1311 

«1313 

O, 


SI 


OJjf  —  j^t  1 1  n  i  OCffin  X  f  oc  g  3C^  uTn* 


La  courbe  du  quatrième  ordre  satisfaisant  à  la  question  est  donc 
cette  courbe  particulière  qui  a  été  étudiée  par  MM.  Clebsch  et  Lue- 
roth  (*). 


(^  )  Voir  le  Journal  de  C relie ^  t.  59,  et  Mathematische  Anaalen,  t.  I. 
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En  appliquant  la  notation  symbolique,  on  peut  écrire  la  condi- 
tion trouvée  sous  la  forme  (  '  ) 

(II)        [(«y3)(«£Ç)(Pye)(p3Ç)-  («y£)(«3Ç)(pyô)(p£!;)]'=o. 

si 

«i  =  (3;  =  yi  =  5i=e;==Ci. 

Miiltiplions  le  premier  membre  par  les  facteurs  symboliques 

*jr      Px      7x      ^x      ^x       ^x      • 

Si  nous  supposons  alors  que  Téquation  (i  i)  ait  lieu,  quel  que  soit 
le  point  Xy  elle  exprime  la  condition  pour  que  toutes  les  coniques 
polaires  par  rapport  aux  polaires  du  quatrième  ordre  de  la  courbe 
a"  =  o,  c'est-à-dire  pour  que  toutes  les  coniques 

(12)  «;-♦«;  aî  =  o, 

où  Zi  sont  les  variables  ponctuelles,  soient  harmoniquement  in- 
scrites à  la  conique  F  =  o.  Cela  a  donc  lieu,  en  particulier,  pour 
X  =^9  c'est-à-dire  pour  toutes  les  coniques  polaires  de  la  courbe 


a;  =  o. 


Réciproquement,  si  toutes  les  coniques  «î~*aî  =  o  jouissent  de 
cette  propriété,  il  en  est  de  même  pour  toutes  les  coniques  représen- 
tées par  l'équation  (la).  En  effet,  on  a,  d'après  l'équation  (8), 

ar'«i=     [{aWYz,    -+-(aX')»3a    4-(«fx')%] 
X[{ayrYz,   -hiaryz,   -h{aii''yz,] 
(i3)  {  X[(ûx7:r.   -^  [aïr^x,   -h  («fz^')'^,] 


X  |[ax("ï]*a:,-f-  [aX("^J»j:,-f-  [afxt'-Jpx,!. 

La  courbe  d'ordre  n  —  2  représentée  par  l'équation  «J~*aJ=:o, 
deuxième  polaire  du  point  z  par  rapport  à  la  courbe  cc"=  o,  est 
donc  évidemment  attachée  à  la  forme  binaire  /zl""^  a^^  de  la  même 
manière  que  la  courbe  aj  =  o  à  la  forme  «f^  par  suite,  toutes  les 
coniques  polaires  de  cette  courbe  d'ordre  n  —  2  jouissent  des 
mêmes  propriétés  à  l'égard  de  la  conique  F  =  o  que  les  coniques 
polaires  de  la  courbe  «J  ==  o;  ce  qui  était  à  démontrer. 

(*)  Vqtr  Cl^dsch  ;  Journal  de  Crelie,  t.  59. 


-  «19  - 

Plus  généralement,  x  et  z  étant  des  points  de  la  conique  fonda- 
mentale, on  peut,  en  vertu  de  Téquation  (8),  exprimer  chaque  po- 
laire «^''''ajpar  une  polaire  binaire  a\'*''^a)['  et  aussi  chaque  polaire 
a^o^. .  .o^  par  «f  a^. . .«".  On  a  donc,  en  récapitulant  ce  qui  pré- 
cède, le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  représente  les  zéros  d'une  forme  binaire  af  d'ordre  2  n 
par  2n  points  d*une  conique  F  =  o,  o/i  peut  mener  par  ces  points 
une  certaine  courbe  d^ ordre  n 

dont  toutes  les  coniques  polaires  sont  harmoniquement  inscrites  à 
la  conique  F  =  o.  Elle  jouit  de  cette  propriété  particulière  que 
son  covariant 

sés^anouit  identiquement ,  et  elle  est  attachée  à  la  forme  bi- 
naire a}*^  par  cette  relation  que  la  (ap)**""  polaire  binaire  d'un 
point  de  la  conique  F  =  o  par  rapport  à  la  forme  af  se  trouve 
déterminée  par  les  intersections  de  cette  conique  avec  la  p'****  /?o- 
laire  du  même  point  par  rapport  à  la  courbe  aZ=  o. 

Évidemment,  à  chaque  invariant  ou  covariant  de  la  forme  bi- 
naire af  correspond,  en  vertu  de  ces  relations,  un  invariant  ou 
covariant  simultané  de  la  conique  F  =  ô  et  de  la  courbe  «JJ  =  o. 
Nous  allons  en  donner  quelques  exemples,  en  développant  les  for- 
mules principales  qui  peuvent  servir  pour  exprimer  les  facteurs 
symboliques  de  ces  invariants  et  covariants  binaires  et  ternaires, 
les  uns  par  les  autres. 

En  appliquant  la  formule  (3),  on  trouve  d'abord  pour  le  facteur 
symbolique  (a/3y )  le  résultat  (  *  ) 

{ay,Y      (alY      (a/x)' 

[by,'Y     (bl'Y     (6^')« 

(c'^^Y    {cV'Y     {cijl''Y 
=  ^(yl)[lu.){fxyL)(ab){bc){ca) 
=  -^D'[ab)[bc][ca). 

(•)  f'oir  Clebscu,  loc.  cit.^  p.  304. 


(•4) 
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On  en  déduit  que  les  zéros  du  covariant 

[abY[bcY[caYaY''bT''c\''^' 

sont  les  points  d* intersection  de  la  conique  P  =  o  avec  la  courbe 
hessienne 

de  la  courbe  aj  =  o.  Posons  en  particulier  /z  =  3  ;  alors  on  sait 
qu'il  y  a  dans  le  faisceau  de  courbes  du  troisième  ordre 

3tai -+- X  (  «Py  )»  a, ;3,y,  =  o 

quatre  courbes  qui  se  décomposent  chacune  en  trois  droites.  Il  y 
a  donc  dans  le  faisceau  déformes  binaires 

hf-^  lj  =  kat  -h  l[abY{bcY[caYal bl  cl 

quatre  formes  dont  les  zéros  se  trouvent  déterminés  par  une  équa^ 
tion  du  troisième  degré  et  par  trois  équations  du  second  degré; 
et  ces  quatre  formes  sont  données  par  les  racines  de  cette  même 
équation )  dont  dépend  la  détermination  des  points  d'inflexion  de  la 
courbe  a\  =  o.  De  même,  on  vérifie  les  énoncés  suivants,  qui  ne 
reposent  que  sur  la  relation  (i4)  et  sur  les  résultats  connus  de  la 
théorie  des  cubiques  ternaires. 

Pour  chacune  de  ces  quatre  formes  du  faisceau,  le  covariant  j 
est  proportionnel  à  la  forme  fondamentale.  Dans  le  faisceau  il  y  a 
trois  formes  qui  sont  les  formes  fondamentales  d'une  forme  quel- 
conque du  même  faisceau,  cette  dernière  considérée  comme  leur 
covariant jr.  Il  y  en  a  quatre  dont  les  covariants  j  ont  une  réduite 
du  troisième  degré  ^  elles  satisfont  à  la  condition 

[[abY  [bcY  [caY  (adY(bdY  [cdY]ki=o, 

correspondant  à  la  condition  ternaire  S^  =  o.  Il  y  en  a  six  pour  les- 
quelles les  covariants  j  de  ses  covariants  y  se  confondent  avec  les 
formes  fondamentales^  elles  sont  données  par  Téquation 

[[abY  (*c)'  {caY  [deY  [efY  [fdY  [ad]  (W)  (««)  (ce]  [bf]  (c/)].,  =  o, 

correspondant  à  la  condition  ternaire  T,x=  o. 

Pour  /i  =  2  on  obtient  le  résultat  que  la  conique  a]|.  =  o,  attachée 
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à  une  forme  biquadratiquc  a^  dont  Tlnvariant 

j  =  labY(bcY{caY 

s'évanouit,  se  décompose  en  deux  droites  ;  il  en  résulte  que  toutes 
les  deuxièmes  polaires  de  cette  forme  font  partie  de  la  même  învo- 
lution. 

Quant  aux  facteurs  symboliques 

on  a,  en  vertu  de  (i),  (2)  et  (8), 

K{aPp]ps=      [{aiy[bixY--{aixy{b'ky][k^ki+Kxl^-hK^mi] 

[[aiJ.Y(bxy--[a7tY{bixY][kuki^AxJi-hAx.,mi] 


et  en  appliquant  les  formules  (12),  p.  4 16  (où  il  faut  poser  a  A»  au 
lieu  de  B//,  etc.),  et,  en  outre,  la  formule  (4)9  p*  204  du  livre  de 
Clebsch,  on  trouve 

{ay.y      [aiy      («ju)» 

[bwy  [hyy  [bix'y 


(i5)      Ç(aPp);^,=:D 


=  2D*(a6)a|i5. 


Il  en  résulte  que  le  covarîant  simultané  [ab)aibi  des  deux 
formes  quadratiques  a/,  b^  est  représenté  par  la  polaire  du  point 
d'intersection  des  deux  droites  qui  représentent  les  deux  formes  a^ , 
iç ,  par  rapport  à  la  conique  F  =  o,  ce  qu'iljest  aisé  de  vérifier  par 
un  raisonnement  géométrique.  Plus  généralement,  on  a  ce  résultat 
que  le  déterminant  de  deux  formes  binaires  d'ordre  pair  est  repré- 
senté par  les  intersections  de  la  conique  F  =  o  avec  la  courbe  ja- 
cobienne  de  cette  conique  et  des  deux  courbes  qui  sont  attachées 
aux  deux  formes  binaires  proposées. 

En  prenant  le  carré  des  deux  membres  de  Téquation  (i 5),  et  en 
y  ajoutant  les  facteurs  symboliques  a?"',  {3;~',  on  obtient,  pour  la 
bessienne  de  la  forme  binaire  «f*,  la  relation 

(16)       ^[)^-^'{abyal^'-b\^-^  =  ^^-'{a^p)  [oc^p']  psp^oc'T*  ?^"  * 
Poiu*  71  =  2,  on  a,  en  particulier,  le  résultat 

4  l)';«ft;a^t?=.;'(«;3/;;ap/j /../;'.. 
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Sur  la  conique  F  =  o,  les  zéros  de  la  forme  hessienne  d'une  forme 
biquadratique  a}  sont  donc  déterminés  par  le  lieu  des  points  dont 
les  polaires  par  rapport  à  F  =  o  touchent  la  conique  al  =  o,  atta- 
chée k  la  forme  a^ ,  c'est-à-dire  les  zéros  de  la  hessienne  de  la 
forme  al  sont  les  points  de  contact  des  quatre  tangentes  com- 
munes aux  coniques  F  =  o  et  ai  =  o. 
D'un  autre  côté,  des  relations 

D6|  =  (ix')*/r(*-h  (6X')»/;«-+-  (aii'Ym'^, 
découle  la  formule 


^mm 


D'(ai)'  =  (ax)»  [bWYKu  -h  [aiy  {bXyAii -f-  (/i/x)»  (ftfx'j'A. 

-f- a  (ax)»  (iX)»  A*/ -*- 2  («X)«  (6fx)»  A/« -h  2(rtfx)»  (6x)' A«4. 

Or  on  a 


et  par  conséquent 


(17)     D*(afc)'  =  — a 


Amm     a»!      Ai^  (ax)» 

Au     An      Ai^  («>)* 

Aju,      Ayx      A^j/,  (^f^)' 

(6x')>  (iV)>  (byi'y  o 


=  (;./i'«)(/7/P), 


Si  71  =  I ,  on  peut  poser  a^  =  jS^  dans  le  second  membre,  car  alors 
les  quantités  a/,  P«-  n'ont  plus  une  signification  symbolique;  en 
effet,  le  discriminant  {ab)*  doit  être  nul  quand  la  droite  «,=  o, 
correspondant  à  la  forme  a^^  touche  la  conique  pi  =  o,  ce  qui  ar- 
rive si  [ppfay  =r  o. 

En  multipliant  les  deux  membres  par  «;~*j3;~*,  on  obtient  une 
nouvelle  représentation  de  la  forme  hessienne,  savoir  : 

(i8)  D»*^»(ai)»a|«-«if^=  Ç»«-» (/>/!'«)  (;ip'(3)ar*Pr'- 

A  l'aide  de  l'équation  pi  =  o,  on  peut  déduire  cette  même  formule 
de  l'équation  (16),  car  on  a  l'Identité  connue 


(•9) 


»(«?/>)  («?p')f». />'.=-  Wpp'Y^l-  [Wy<+  [»PpYp7 

+{»pp']'Pi+M»PP')  :;3/v/)a,px. 
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dans  laquelle  les  deux  premiers  termes  du  second  membre  s'éva- 
nouissent identiquement  suivant  la  relation  (9).  Les  courbes,  re- 
présentées par  les  seconds  membres  des  équations  (16)  et  (18),  ont 
donc  en  effet  les  mêmes  intersections  avec  la  conique  F  =  o. 
Le  carré  de  l'équation  (17)  nous  donne 

J^iaby  =  (pp'a)  ipp'^)  ip'pTa)  (p'pf^). 

Transformons  le  deuxième  membre  par  l'identité  (19))  en  y  posant 
Xi  =  {p''p'")ii  nous  obtenons 

D'(a6)'  =  [a^p]  [a^p')  [pp^")  [p'p'pT)  -  [a^pY  (p'p'p'Y 
=:V-[aPpY[pfp'p']\ 

En  conséquence  de  la  permutabilité  des  lettres  //,  fP^  on  peut 
remplacer  le  terme  P  du  second  membre  par  cette  expression 


I 
2 


=  -{»PpY[p'p'prY-  -  [a^p]  («8/)  (pp''p'){pYp') 


=l{»^p)'(p'py'']'-'-P' 

Or  on  a,  en  vertu  de  la  formule  (5),  p.  204  du  livre  de  Clcbsch, 


{PPYY=6 


Ajot        AxX        Akja 

Aàx     Ai)     Ax,* 

Ajix     AjiX     Anji 


et  par  conséquent 

(20)  D*(û6)*  =  — 2(a(3/?)\ 

On  en  déduit,  pour  n  =  2,  le  résultat  connu,  que  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  d'intersection  de  deux  coniques 
est  équianliarmonîque,  quand  les  deux  invariants  simultanés  des 
coniques  s'annulent.  En  y  ajoutant  les  faeteurs  symboliques  «2-"*^ 
pî^*,  on  trouve  généralement 


l)"{ahYfil:'~'fA"~'-^  -  2  'Ç^-'{ocPf>Yc;cr'P:~\ 
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Envisageons  en  partîculîer  le  cas  où  /i  =  3.  Nous  venons  de  voir 
que  la  courbe  du  troisième  ordre,  attachée  à  la  forme  af ,  se  décom- 
pose en  trois  droites,  si  cette  forme  devient  proportionnelle  à  son 
covariant  jf.  Alors  toutes  les  coniques  polaires  a*a.  =  o  passent 
par  les  sommets  du  triangle  formé  par  les  trois  droites.  Or,  on  sait 
que  ce  dernier  est  un  triangle  conjugué  par  rapport  à  chaque  co- 
nique, à  laquelle  les  coniques  a|a«=  o  sont  harmoniquement  in- 
scrites; il  Test  donc  aussi  pour  la  conique  fondamentale  F  =  o.  Par 
conséquent,  on  peut  poser 

pi  =^î  -4-'j^î  ^-•2^î, 
et  alors  on  trouve 

C  étant  un  facteur  constant.  Le  covariant  ternaire  (al3p)*ajf|3,  de- 
vient donc  proportionnel  à  p^,  et,  par  suite,  le  covariant  binaire 

s'évanouit  identiquement.  En  elTet,  il  est  démontré  par  Clebsch 
que  la  forme  af  (étant  alors  le  covariant  T  d'une  infinité  de  formes 
biquadratiques)  se  décompose  à  l'aide  d'une  équation  du  troisième 
degré  en  trois  facteurs  quadratiques  pour  le  cas  i  =  o.  M.  Wedc- 
kind  (*)  a  prouvé  que  le  covariant 

i  =  {abYaT^bT-' 

d'une  forme  a^  ne  peut  s'annuler  identiquement  sans  que  l'équa- 
tion af  =  o  ait  une  racine  multiple  d'ordre  m  —  i ,  excepté  dans  le 
cas  où  m  =  6,  mentionné  tout  à  l'heure,  et  le  cas  où  m  =  ia, 
étudié  plus  profondément  par  M.  Klein  (*).  Donc  le  covariant 

ne  peut  être  proportionnel  à  pi  que  si  w  =  3  ou  w  =  6,  pourvu  que 


(')    Studien  im  binàren  Jf'erthgebiet  (Habilitationschrift;  CarUruhc,  1876,  p.  46 )• 
(')  Ueber  dos  JAosaëder  {Mathematische  jénnalen,  Bd.  10). 
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la  courbe  aj  =o  n'ait  pas  avec  la  conique  F=o  un  contact  d'ordre 
an  —  a. 

Nous  nous  bornons  à  indiquer  ici  que  les  mêmes  raisonnements 
s'appliquent  aussi  à  l'étude  des  formes  binaires  d'ordre  impair, 
lorsqu'on  considère  le  faisceau  des  premières  polaires  au  lieu  de  la 
forme  elle-même,  ces  polaires  étant  des  formes  d'ordre  pair.  De 
même  on  peut  établir  des  méthodes  pour  construire  les  polaires 
d'ordre  impair,  quand  on  a  trouvé  les  polaires  d'ordre  pair  suivant 
les  développements  précédents.  Nous  allons  en  donner  un  exemple 
pour  le  cas  /z  =  a.  Nous  connaissons  la  seconde  polaire  afa*  de  n 
par  rapport  à  a\'^  elle  est  représentée  par  la  polaire  du  point  y^ 
correspondant  au  paramètre  y],  par  rapport  à  la  conique  a*  =  o. 
Pour  la  forme  hessienne  de  cette  polaire 

(21)  (abyaibia^by^, 

nous  avons,  d'après  l'équation  (i5), 

/iD*{abYaib',a^b^=  Ç'(a(3/;)  (a(3p' )/>,/>;  ; 

elle  est  donc  représentée  par  la  polaire  du  point  jr  par  rapport  à  la 

conique 

{ccÇ^p){ocPp')psp.=o, 

lieu  des  points  x  dont  les  polaires  par  rapport  à  F  =  o  touchent  la 
conique  a*  =  o.  Les  tangentes  de  F  =:  o  en  les  deux  zéros,  $f*^  et  ^^"^ 
de  la  forme  (21)  et  la  droite  qui  représente  la  polaire  «fa*  passent 
par  un  même  point,  car  les  polaires  quadratiques  d'une  cubique  bi- 
naire forment  une  in  volution.  Ces  trois  droites  d'une  part,  et,  d'autre 
part,  la  tangente  de  F  r=  o  cnj-  et  les  deux  droites  u^*^  et  u^*^  qui 
joignent  le  point  j^  aux  points  |^*^  et  |^*^  déterminent  deux  faisceaux 
de  droites,  projectifs  l'un  à  l'autre,  dans  lesquels  nous  faisons  cor- 
respondre la  droite  a^'^  a  la  tangente  de  |^*\  et  la  droite  u^*^  à  la 
tangente  de  Ç^*^  Alors  la  conique  formée  par  les  intersections  des 
droites  correspondantes  de  ces  deux  faisceaux  passe  par  le  point  y  ^  et 
ses  trois  autres  intersections  av^ec  la  conique  F  =  o  représentent 
la  polaire  a\a^  qui  était  à  chercher;  ce  qu'il  est  aisé  de  prouver. 
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Note  sur  la  théorie  des  dcueloppoïdes; 
par  M.  Hàtom  de  la  Goupillière. 

Séance  du  lo  janTier  1877.) 

Je  me  propose  d'appeler  ici  rattcntion  sur  une  propriété  fort 
remarquable  et  déjà  connue  des  développoïdcs  (  *  ),  qui  peut  s'énon- 
cer de  la  manière  suivante  :  «  Si  l'on  prend  la  développoïde  Q 
d'une  courbe  arbitraire  G  sous  un  angle  a^  puis  la  développoïde  Ci,t 
de  celle-ci  sous  l'angle  a^  ou  si,  au  contraire,  on  construit  d'abord 
la  développoïde  Cs  de  la  proposée  C  pour  l'angle  «t,  et  ensuite  la 
développoïde  Ct,i  de  celle-ci  sous  l'angle  ai,  quelque  différentes 
que  soient  entre  elles  les  lignes  intermédiaires  Ci  et  Cf ,  les  deux 
courbes  Ci,t  ^^  Ct,i  ainsi  obtenues  finalement  coïncident  entre 
elles.  » 

Ce  théorème  n'a  été  établi  jusqu'ici  que  par  l'emploi  des  coor- 
données naturelles,  c'est-à-dire  en  représentant  les  courbes  par 
une  équation  entre  leur  rayon  de  courbure  et  leur  angle  de  contin- 
gence. D'une  part  ces  considérations  se  rattachent  à  une  partie  des 
Mathématiques  plus  élevée  que  la  Géométrie  élémentaire  sur  la- 
quelle est  uniquement  fondée  la  démonstration  que  je  propose  plus 
loin.  Celle-ci  aura  donc  l'avantage  défaire  pénétrer  plus  facilement 
dans  l'enseignement  ordinaire  cette  intéressante  proposition.  Mais 
de  plus  on  doit,  je  pense,  considérer  la  démonstration  ordinaire 
comme  tout  à  fait  insuffisante,  ou  du  moins  comme  n'établissant 
qu'une  partie  seidement  de  Ténoncé,  tel  que  je  l'ai  formulé.  En 
effet,  en  obtenant  pour  les  deux  courbes  Ci,,  et  Ct,i  la  même  équa- 
tion entre  le  rayon  de  courbure  et  Tangle  de  contingence,  on  prouve 
seulement  qu'elles  sont  superposables  et  non  qu'elles  sont  supers- 
posées,  ou  ne  forment  qu'une  seule  et  même  ligne.  C'est  à  la  fois  un 
avantage  des  coordonnées  naturelles  dans  certaines  questions  et  un 
défaut  dans  d'autres  occasions  telles  que  celle-ci  de  fournir  IsLjbrme 
sans  avoir  égard  à  la  situation  des  lieux  géométriques.  Et  lors 


(')  On  appelle  ainsi  Tcnvcloppc  des  droites  qui  font  un  au{;Ic  constant  aTCC  une 
courbe  quelconque  en  chacun  de  ses  points. 


-  127  - 

même  que  dans  un  problème  les  diverses  équations  obtenues 
seraient  par  la  nature  des  choses  rattachées  à  un  même  axe  de  com- 
paraison, il  resterait  encore  une  incertitude  complète  sur  la  situa- 
tion, car  une  translation  arbitraire  des  diverses  courbes  de  la  ques- 
tion parallèlement  à  elles-mêmes  et  indépendamment  les  unes  des 
autres  ne  modifierait  en  rien  les  angles  qui  servent  à  caractériser 
leurs  divers  points,  pour  en  déduire  par  leurs  équations  respectives 
leur  courbure  en  ces  points.  Il  ne  me  serait  pas  diifficile  de  produire 
des  exemples  de  recherches  dans  lesquelles  on  obtient  la  même 
équation  pour  représenter  dans  une  même  question  des  courbes 
parfaitement  distinctes.  Je  pense  donc  que  sous  ce  rapport  l'an- 
cienne  démonstration  doit  être  considérée  comme  insuffisante,  et 


qu'un  procédé  géométrique  direct,  outre  Tavantage  de  la  simplicité^ 
ajoutera  à  la  portée  de  Tancien  théorème. 

Supposons  que  M  désigne  le  point  décrivant  de  la  courbe  C  qu'il 
est  inutile  de  tracer,  et  MO  son  rayon  de  courbure  [voirlaijig.)^  par 
suite  Ole  centre  du  cercle  osculaleur.  On  sait,  d*après  le  théorème  de 
Réaumur,  que  le  point  où  Toblique  mobile  touche  sa  développoïde 
s'obtient  en  y  projetant  orthogonalement  le  centre  de  courbure  (*). 
Si  donc  nous  menons  les  deux  obliques  MPi  et  MP,  faisant  respec- 
tivement avec  la  normale  MO  les  angles  a,  et  «t?  l^*s  points  F,  et  Pj 


(*)  Réaumur  a  établi  cette  propriété  dans  les  Mémoires  de  TAcadémi»  des  Science» 
pour  1709.  M.Habich  en  a  donné  depuis  une  démonstration  immédiate  en  remarquant 
que  le  mode  de  description  de  la  courbe  C  revient  au  roulement  sur  la  développé» 
de  la  normale  qui  fait  l'angle  invariable  a  avec  l'oblique  qui  enveloppe  la  déve- 
loppoïde. Le  centre  instantané  de  ce  mouvement  se  trouve  donc  au  centre  de  cour- 
bure, et  sa  projection  sur  la  droite  mobile  fournit  le  point  où  elle  touche  son  en-- 
veloppe. 
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des  développoïdes  Ci  et  Cj  seront  fournis  par  l'intersection  de  ces 
droites  avec  le  cercle  décrit  sur  MO  comme  diamètre.  Or  je  dis 
que,  si  Ton  joint  Pj  P,,  cette  ligne  sera  à  la  fois  tangente  aux  deux 
développoïdes  du  second  ordre  Ci^t  etCj^i.  En  effet,  d'une  part,  elle 
passe  par  les  points  décrivants  des  premières  développoïdes,  à  sa- 
voir Pj  de  Cl  et  Pj  de  Cf.  Il  suflSt  donc  de  prouver  qu'elle  fait  en 
Pi  l'angle  «i  avec  la  normale  de  Ci  et  en  P|  l'angle  «i  avec  la  nor- 
male de  Cj.  Ces  normales  sont  d'ailleurs  PiO  et  PjO,  puisque  les 
tangentes  des  mêmes  courbes  sont  Pi  M  et  P^M.  Or  on  voit  en 
premier  lieu  que  l'angle  PjPjO  est  inscrit  sur  le  même  arc  OPt 
que  PfMO  ou  a,.  En  second  lieu  on  a  pour  l'angle  BPtO 

«nn        Qo      nnn      36o°— arcP.AO      arrP.P.O      ,,  ..^ 
BP,0  =  ioo°  — P,P,0  = := ~P,MO  =  a,. 

2  2 

Il  est  donc  établi  que  PiP|  touche  à  la  fois  les  deux  lignes  Ci^s 
et  Cj,i.  Mais  la  série  de  ces  droites  PiPj,  dont  chacune  correspond 
à  un  point  M  de  la  proposée  C,  ne  peut  avoir  qu'une  seule  enve- 
loppe, et,  par  conséquent,  cette  enveloppe  fournit  à  la  fois  les  deux 
développoïdes  du  second  ordre  Ci,s  et  Cf,i,  ainsi  qu'il  fallait  le  dé- 
montrer. 
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SÉANCE  DU  18  AVRIL  1877. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   JORDAN. 

MM.  Lindemannct  Pousset,  présentés  dans  la  séance  précédente, 
sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Halphen,  Sur  les  im^ariants  différentiel. 

M.  Flye-Sainte-Marie,  Sur  le  problème  du  cavalier  au  jeu  des 
échecs,  M.  dePolignac  présente,  sur  ce  dernier  sujet,  quelques 
observations. 
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SÉANCK   DU  2  MAI    1877. 

PnéslDBNCK    DE    31.    LRMONNIKII. 

M.  le  comte  Hugo  adresser  une  jNoUî  Siw  les  points  d'arrèl  dans 
la  nuicanique  des  systèmes  naturels. 

Communications  : 

M.  Perrîn,  Sur  une  relation  qui  a  lieu  entre  les  singularités 
réelles  d'une  courbe  algébrique  quelconque,  M.  Halplien  ajoute 
quelques  remarques  à  ce  sujet. 

M.  Edouard  Lucas,  Sur  deux  formules  fondamentales  de  Géo- 
métrie tricirculaire  et  tétrasphérique. 


SÉANCE  DU  \%  MAI  1877, 

PR^'^IDENCR   DE  M.    IIATON    DR   L\   GOUPILLIKRR. 

Communications  : 

M.  Perrin,  Sur  un  théorème  de  Mécanique, 
M.  Halphen,  Sur  une  formule  d' Arithmétique , 
M.  Edouard  Lucas,  Sur  la  loi  de  réciprocité  des  nombres  pre- 
miers. 

SÉANCE  DU  30  MAI    1877, 

PRKSIDRNC.R   OR    M.    LRMONMER. 

M.  Cremona  est  présenté  par  MM.  llaton  de  la  (joupillière  et 
Halphen. 

Communications  : 

M.  le  comte  Hugo,  Sur  les  Afathémntiques  comme  théorie  de  la 
nature  et  sur  la  philosophie  de  la  règle  des  signes, 

M.   Désiré  André,  Sur  un  problème  d* analyse  combinatoire , 

M.  Jordan,  Sur  une  méthode  de  M.  Zolotareff  pour  démontrer 
que  les  formes  quadratiques  positives,  d'un  déterminant  donnée 
forment  un  nombre  limité  de  classes. 

M.  de  Comberousse,  Sur  V histoire  des  /Mathématiques, 

M.  Halphen,  Sur  un  théorème  d'Eulcr,  relatif  nu,r  sommes  des 
rJiviseurs  des  nombres. 
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Détermination,  par  le  pfûncipe  de  correspondance,  du  nombre 
des  points  d 'un  plan  en  lesquels  se  touchent  trois  courbes  appar- 
tenant respectivement  à  trois  systèmes  donnés;  par  M.  G.  Fouret. 

(Séance  du  ai  février  1877.) 

1 .  Étant  donnés  sur  un  plan  trois  systèmes  de  courbes,  définis 
chacun  par  une  équation  diilerentielle  du  premier  ordre  algébrique, 
il  existe  un  nombre  limité  de  points  en  lesquels  se  touchent  trois 
courbes  appartenant  respectivement  à  ces  trois  systèmes.  Ce  nombre 

de  points  est  le  nombre  des  solutions  en  x,  Jt  •;r-  cf^î  vérifient 

simultanément  les  trois  équations  :  il  s'exprime  assez  simplement, 
comme  on  va  le  voir,  en  fonction  des  caractéristiques  des  trois 
systèmes.  Pour  y  parvenir,  je  m'appuierai  sur  quelques  résultats 
déjà  connus  que  je  vais  rappeler  brièvement. 

2.  Considérons  un  premier  système  défini  par  ses  deux  caracté- 
ristiques, à  savoir  le  nombre  fx  des  courbes  de  ce  système  qui  passent 
par  un  point  quelconque,  et  le  nombre  v  des  mêmes  courbes  qui 
touchent  une  droite  quelconque. 

1**  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  à  ces  courbes 
issues  d'un  point  O  quelconque  est  une  courbe  de  degré  y. -^  v, 
ayant  un  point  multiple  d'ordre  fx  enO, 

2°  L' enx^eloppe  des  tangentes  à  ces  mêmes  courbes,  en  leurs 
points  de  rencontre  avec  une  droite  D  quelconque,  est  une  courbe 
de  la  classe (X -h  v,  admettant  D  comme  tangente  multiple  d  ^ ordre  v . 

Ces  deux  courbes,  si  intimement  liées  aux  deux  caractéristiques 
du  système,  sont  d'un  usage  très-fréquent  :  pour  cette  raison,  il 
serait  commode  de  leur  donner  un  nom  ^  j'appellerai,  dans  la  suite, 
la  première  indicatrice  point  du  système,  la  seconde  indicatrice 
droite,  en  mentionnant,  quand  il  y  aura  lieu,  le  point  ou  la  droite 
dont  dépendra  l'indicatrice  considérée. 

3.  Imaginons  un  deuxième  système  (/ui',  v')  dans  le  même  plan 
que  le  premier.   Le  lieu  des  points  de  contact  de  deux  courbes 


appartenant  respectivement  aux  deiuc  systèmes  (fz,  v  ),  (a',  v')?  est 
une  courbe  de  degré  fz/ui'  ~h  (xv' -i-  fj!  v  (  '  ) . 

Cherchons  en  effet  le  nombre  des  points  d'intersection  de  ce  lieu 
avec  une  droite  D  quelconque.  Les  indicatrices  droites  des  deux  sys- 
tèmes par  rapport  à  D  sont  respectivement  de  classe  fx-h  v  et  (x'-i-  v', 
et  admettent  respectivement  D  pour  tangente  multiple  d'ordre  v  et 
v'.  Par  suite,  ces  deux  courbes  ont  (jx  4-  v )  (jx'-f-  v')  tangentes  com- 
munes dont  w'  confondues  avec  D,  soit,  abstraction  faite  des  der- 
nières, fxii'-h  juiv'  -h  /x'v  tangentes  communes  dont  les  points  de  ren- 
contre avec  D  sont  les  points  du  lieu  cherché. 

On  démontre  de  la  même  manière  la  propriété  corrélative  con- 
sistant en  ce  que  l'enveloppe  des  droites  touchées  en  un  de  leurs 
points  par  deux  courbes  appartenant  respectivement  à  deux  sys- 
tèmes  (fx,  v),  (fx',  v')  est  une  courbe  de  classe  vi/-f-  /iv'-i-  fx'v. 

4.  Les  résultats  que  je  viens  de  rappeler  suffisent,  avec  Taide 
du  principe  de  correspondance,  pour  résoudre  la  question  qui  fait 
l'objet  de  cette  Note. 

Considérons  à  cet  effet  trois  systèmes  de  courbes  (]lx,  v),  (|x',  v'), 
[fx^yv"),  situés  dans  un  même  plan,  et  un  point  O  dans  ce  plan. 
Traçons  une  droite  Ox  quelconque  :  elle  va  couper  en  jLjtu' -f^av'-h  |x'v 
points  la  courbe  (A)  lieu  des  points  en  chacun  desquels  se  touchent 
deux  courbes  appartenant  respectivement  aux  deux  systèmes  (/x,v), 
{fjL\  v').  Soit  a  Vun  de  ces  points,  et  at  la  tangente  commune  aux 
deux  courbes.  Il  existe  v''  courbes  du  système  (^",  v")  tangentes  à 
chacune  des  droites  at.  Les  points  de  contact  b  joints  à  O  donnent 
en  tout  v"  (  u/:jl' -+- av' H- /x' V  )  droites  Oj]  donc  à  une  droite  Ox 
correspondent  v"  { au'  -h  fxv'  -h  a'  y  )  droites  O  y  , 

Réciproquement,  traçons  une  droite  O^  quelconque,  et  considé- 
rons d'une  part  V indicatrice  droite  du  système  (|tx",  v")  relative 
à  0>-,  qui  est  de  classe  ^" -^  v" ,  et  la  courbe  (B)  enveloppe  des 
droites  touchées  en  un  de  leurs  points  par  deux  courbes  apparte- 
nant respectivement  aux  deux  systèmes  (a,  v),  (u.\  v'),  qui  est  de 
classe  w'-f-  av'-h  y'v.  Ces  deux  courbes  ont  (a"-f-v")(w'-+- av'-hp/v) 


^•)  J'ai  énonce  et  démontre  d'une  autre  manière  ce.  théorème  en  1874  dans  mon 
Mémoire  sur  les  xystèmes  généraux ^  etc.  {Ibid.^  t.  Il,  p.  7  >.^  M.  Schubert  en  a 
donne  dernièrement  une  autre  démonstration.  {Math.  Ann.s  I    X,  p.  infî;  iK7fi.) 

9- 
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tangentes  communes.  Les  [^x"  4-  v";  ;  vv'  -4-  pv'  H-  |u.'v)  poinls  de  con- 
tact a  obtenus  étant  joints  à  O  donnent  autant  de  droites  Ox,  Donc 
à  une  droittîOj'  correspondent  [i^'^-hv")  (w'4-  |xi/4-  fx'v)  droites  Ox. 
Par  suite,  en  vertu  du  principe  de  correspondance,  il  existe 
v''  (fjLix*  4-  tr/  -f-  |x'i/ 1  -t-  [[J."  -h  v")  (  vv'  -h  fxv'  -4-  fx'v)  coïncidences  d'une 
droite  Ox  avec  une  des  droites  correspondantes  Oy\  Chacune  de 
ces  coïncidences  donne  évidemment  lieu  à  un  contact  de  trois 
courbes  appartenant  respectivement  aux  trois  systèmes,  sauf  le  cas 
où  la  droite  at  passe  par  le  point  O.  Or  du  point  O  on  peut  mener 
à  la  courbe  (B)  vv' 4- /xv' -h  fx' v  tangentes,  dont  chacune  compte 
y"  fois  dans  le  nombre  total  des  coïncidences.  En  déduisant  de  ce 
dernier  nombre  v" ( vv'  -4-  fxv'  -+-  a'  v ;,  il  reste 

fxv' v"  -4-  |x' v"v  -h  fx^vv'  -h  va'|UL"  -+-  v'a"/x  -h  v"]utjx' 

pour  le  nombre  des  points  de  contact  cherché.  On  peut  donc  énoncer 
le  théorème  suivant,  dont  il  est  inutile  de  faire  ressortir  toute  la 
généralité  : 

Théorème.  —  Le  nombre  des  points  d'un  plan  en  chacun  des^ 
quels  se  touchent  trois  courbes  appartenant  respectivement  à  trois 
systèmes  (|x,  v),  (fx',  v'),  f  ;/,  v")  est  égal  à 

5.  Ce  théorème  fournit  presque  immédiatement  de  nombreux 
corollaires.  On  en  déduit  notamment  un  théorème  connu  sur  les 
faisceaux  de  courbes  algébriques.  Supposons  que  les  trois  systèmes 
soient  trois  faisceaux  de  courbes  algébriques  d'ordre  respectivement 
égal  à  m,  ///,  m!^   On  a  alors 

et,  en  substituant  dans  l'expression  écrira  plus  haut,  on  obtient, 
toutes  réductions  faites,  le  résultat  suivant  : 

Le  nombre  des  points  d\in  plan  en  chacun  desquels  se  touchent 
trois  courbes  appartenant  respectivement  à  trois  faisceaux  de 
courbes  d'ordre  m,  m',  m"  est 

j  fn'm"4-m"m-f  mm']  — 6(m  4- m' 4- m'') -f-6  ('). 


')  Salmon,   Treaftxr  on  the  hi^her  plattr  rtirvrs,  p.  3^8. 
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6.  Etanl  Joiiuées  sur  un  luèiiie  plan  Irois  courbes  algcbrî(|ues 
dont  les  degrés  soient  respectivement  w,  fn\  ni"^  et  les  classes  //, 
n!y  n"^  cherchons  de  combien  de  manières  dillerentes  on  peut  les 
amener  à  se  toucher  en  un  même  point,  en  les  déplaçant  dans  leur 
plan  commun  d'un  mouvement  de  translation  rectiligne  variable 
en  direction  de  Tune  à  l'autre. 

La  courbe  (m,  n)  dans  ses  positions  successives  l'orme  un  système 
dont  les  caractéristiques  s'aperçoivent  immédiatement.  On  a  en 
effet  pi  =  m,  v  =  /i  (*).  Les  deux  autres  courbes  donnent  lieu  à 
deuv  autres  systèmes  dont  les  caractéristiques  sont  respective- 
ment ]/=  /w',  v'=  t/,  et  ii?z=,  m"^  v^z^  n".  Par  suite,  en  vertu  du 
théorème  démontré  plus  haut,  le  nombre  des  solutions  est 

mn'nf  4-  m  n!*  n  4-  m"  nn'  -h  nm'  m"  -4-  n'iti^m  -h  n^mm'. 

En  particulier,  dans  le  cas  d(^  trois  coniques  quelconques,  ce 
nombre  est  égal  à  4^-  H  ^^  réduit  à  i8  dans  le  cas  de  trois  para- 
boles (»). 

Cherchons  de  combien  de  manières  on  peut  amener  les  trois 
courbes  en  contact,  en  les  faisant  tourner  chacune  autour  d'un 
point  ûxe  du  plan.  Les  trois  courbes,  en  se  déplaçant,  forment  alors 
trois  systèmes  :  les  caractéristiques  sont  fx  =  u//i,  |ut'=2m', 
u''=  2/7*''',  V  =  u//,  v'=  'in\  v^  =  .>/£",  L't,  en  appliquant  le  ihéorènic* 
général,  on  obtient  pour  le  nombre  des  solutions  cherchées 

8  (  m  n'  /i"  -f-  m'  /i"  714-  ni"  n  n'  -\-  n  m' m"  -h  n'  m"  m  -+-  n"  m  m'  ; 

dans  le   cas  de  trois   coniques  quelconques,  ce  nombre  est  égal 
(1  384* 

Remarque,  —  Le  théorème  que  nous  avons  démontré  dans  cette 
^lOte  peut  se  conclure  d'un  théorème  sur  les  connexes  auquel 
M.  Lindeniann  est  parvenu  en  suivant  une  \oie  di/Iérente  (*).  Ce 
dernier  théorème  consiste?  en  ce  que  :  le  nombre  des  éléments  corn- 


'.*)  La  caractéristique  v  serait  cependant  inférieure  à  /f,  si  la  cour!;e  élait  tan(;eiilo 
a  la  droite  do  rinfini. 

(^)  11  est  évidemment  nul  dans  le  cas  de  trois  cercles. 

(•)  foriesungen  ither  Géométrie  von  Alfred  Clebsch^  bearheitot  nnd  heraus(;egehon 
von  D""  Y.  I.ir(DCiiA!<i.'<i.  --   F.rsten  Bandes,  /.woitPr  Th«Ml,  p.  q'jo. 
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muns  à  quatre  connexes  (m,  tî),  (m',  «'),  (w^',  ti^'),  (/?!"',  /«"')  est 
égal  à 

mm'n''n'"'{'ni'm''n''n-\'m'*m'^nn''^mmf'n'n'^-\'m'm'^n''n-^-mmrn''n'. 

En  supposant  que  l'un  des  connexes  [ni!'\  n!")  soit  le  connexe 
identique,  la  formule  précédente  donne  le  nombre  des  éléments 
communs  à  trois  coïncidences  principales  [m^n)^  (m',  ti'),  (m",  /i"), 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  un  point  de  vue  un  peu  diilérent^  le 
nombre  des  points  en  lesquels  se  touchent  les  courbes  de  trois  sys- 
tèmes. On  retombe  en  efTet  sur  la  formule  que  nous  avons  démon- 
trée, en  introduisant  dans  celle  de  M.  Lindemann  l'hypothèse 

m*'  =  /i''  =  I . 


Sur  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  gauches  douées 
de  deux  directrices  rectilignes ;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  ai  féYrier  1877.) 

Une  remarque  aussi  simple  qu'ingénieuse,  due  h  M.  Picard  (  *  )? 
fournit  un  moyen  de  trouver  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces 
gauches  douées  de  deux  directrices  rectilignes,  et  fait  voir  que,  si 
la  surface  est  algébrique,  il  en  est  de  môme  de  ses  lignes  asympto- 
tiques. Je  me  propose  d'établir  ici  le  même  résultat  d'une  autre 
manière. 

Soit  choisi  un  tétraèdre  de  référence  dont  deux  arêtes  opposées 
soient  directrices  de  la  surface  :  ce  seront,  par  exemple,  les  arêtes 
X.  =  05X4  =  o  d'une  part,  et  X|  =  o,  X*  =  o  de  l'autre.  Soient 
j:,  y  les  points  où  ces  deux  directrices  sont  respectivement  rencon- 
trées par  une  même  génératrice  de  la  surface,  z  un  point  quel- 
conque de  cette  génératrice.  On  a 

La  surface  est  définie  par  une  relation  entre  Xj  I.rj  et  j^^  lj\.  Une 
courbe  tracée  sur  la  surface  est  définie  par  une  nouvelle  relation 

'*■*  Compter  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  I.XXXIV.  p.  ^-îq. 
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entre  ces  quantités  et  X.  On  exprimera  que  cette  courbe  est  une; 
asjmptotique  en  écrivant  que  son  plan  osculateur  passe  constam- 
ment par  la  génératrice  rectiligne.  Il  suffira  d'écrire  cette  relation 
pour  voir  qu'elle  se  réduit  h  la  suivante.  Posant 

(1  - X)r.d[(" - >)r.] -  (•  - ^Ir.'/U' - ^)r.l  =  ''. 

on  trouve 

udv —  vdu=zOf 

d*où  Ton  conclut  que  u  et  ^  sont  dans  un  rapport  constant.  Ces 
quantités  ne  contiennent  qu'en  apparence  la  diilërentielle  de  ).; 
en  les  transformant,  on  est  ainsi  conduit  a  la  relation 

d^ 


(^-y-fê)"^- 


Si  Ton  y  fait  >  4  =  x,  ==  i,  ou  obtient  cet  énoncé  : 

Soient  A,  B  deujc  directrices  rectilignes  d'une  surface  gauche, 
X  et  y  les  distances  de  deux  origines  fixes  prises  sur  ces  droites 
aux  points  a^  b  oit  ces  droites  sont  rencontrées  par  une  même 
génératrice  rectiligne.  Soit  enfin  C  une  constante  arbitraire.  On 
prend  sur  ab  le  point  ///,  tel  que  l'on  ait 

le  point  m  décrit  une  ligne  asjmptotique  de  la  surface. 

A  chaque  valeur  de  C  correspond  une  asymptotique  (|ui  ren- 
contre chaque  génératrice  en  deux  points  /w,  //*',  déterminés  par 
l'équation  (i).  Ces  deux  points  forment  avec  a,  b  une  division 
harmonique. 

Si  la  relation  qui  lie  x,  /  est  algébrique,  les  lignes  asympto- 
tiques  sont  également  algébriques.  Il  est  aisé  de  déterminer  leur 
degré  et  leur  classe.  Soient  />,  q  les  degrés  respectifs  de  .r,  y  dans 
la  relation  qui  lie  ces  variables,  cas  dans  lequcîl  la  surface  est  du 
degré  p-{-q.\\  y  a  2  (y  —  i)/>  génératrices  singulières  le  long  de 
chacune  desquelles  le  plan  langent  est  constant  et   passe  par  B. 
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D'après  l'équalion  (i),  chaque  asymptotique  rencontre  une  telle 
génératrice  tangcntiellement  sur  Â.  Par  suite,  chaque  plan  mené 
par  A  rencontre  une  asymptotique  en2/>-|-5i(9  —  i)  p  points.  Donc 
le  degré  des  asjtnptotiques  est  égal  au  double  du  produit  des 
ordres  de  multiplicité  des  directrices  recti lignes,  soit  2p(/^  ou  en- 
core à  la  classe  des  sections  planes  de  la  surface. 

Pour  trouver  la  classe,  j'applique  un  théorème  de  M.  Zeuthen, 
eu  considérant  la  correspondance  qui  existe  entre  les  points  des 
lignes  asymptotiquos  et  ceux  d'une  des  directrices.  Je  trouve  ainsi 
que  la  classe  des  asjmptotiques  est  égale  à  6[7.pq — p  —  y), 
c'est-à-dire  égale  à  six  fois  V excès  de  leur  degré  sur  celui  de  la 
surface.  Pour  la  surface  gauche  du  troisième  degré,  on  trouve  ainsi 
que  les  asyuiptotiques  sont  des  courbes  unicursales  du  quatrième 
degré,  couime  on  le  savait  d'autre  part. 


Formules  fondamentales  de  Iwéométrie  tricirculairr 
et  tétrasphérii/ue;  par  M.  Éd.  Lucas. 

(Séance  du  a  mai  1877.} 

i.  jNotations.  —  INous  désignerons  par  : 

/',  le  rayon  d'un  cerch?  ou  d'une  sphère  de  centre  O/^ 

dij  la  distance  des  centres  O,  et  Oy  de  deux  cercles,  ou  de  deux 

sphères  ; 
aif  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  cercles  ou  des  deux  sphères  O^ 

et  O,; 
/•//  le  rayon  du  cercle  ou  de  la  sphèn^  qui  coupe  orthogonalemenl 

les  deux  cercles  ou  les  deux  sphères  O,-  et  Oy  et  la  ligne  de  leurs 

centres  ; 
Siji  l'aire  du  triangle  des  centres  O,,  0/  et  O;  de  trois  cercles  d'un 

plan  ou  de  trois  sphères; 
/•//;  le  rayon  du  cercle  orthogonal  aux  trois  cercles  d'un  plan  ou 

de  la  splièn;  orthogonale  a  trois  sphères  et  au  plan  de  leurs 

centres  ; 
»'i/U  1^  volume  du  tétraèdre  formé  par  les  centres  de  quatre  sphères; 
r^ju  le  rayon  de  la  sphère  orthogonah»  à  quatre  sphères; 
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X,  avec  l'indice  correspondant,  la  puissance  par  rapport  au  cercle 
d'un  point  de  son  plan,  ou  la  puissance  par  rapport  à  la  sphère 
d'un  point  de  l'espace. 

De  plus,  nous  supposons 


sin'A,;  = 


sin»A(,i  = 


sin*A,y*/  = 


an 

aij 

aji 

OJJ 

» 

a,t 

aii 

Oik 

aj, 

"u 

aïk 

9 

au 

a,i 

atk 

au 

aij 

aa 

an 

aji 

"U 

ajk 

aji 

ati 

aij 

a,k 

au 

an 

a,j 

aïk 

au 

et  ainsi  de  suite. 


â.  Cela  posé,  on  a  les  formules  suivantes  : 


(1} 

!3l 


4) 


2 n  rjaij  =  r{  -+-  r/  —  rf,% 
{r^fdiJ)^-\-{rirJS\n^iJY 

(1.2 njkSijkY-h  [  n  rj n  sin  A/,*)* 
;  1 . 2 . 3  nju  VijkiY  -^  (  n  rj  n  n  si  n  A//*/)* 


o, 
o. 


3.  On  a  encore 


(5:. 


6 


au 

aij 

I 

aji 

^jJ 

1 

0 

1 

1 

T 

'', 

n 

rh 

au 

aij 

an 

f 

/v 

\  aji 

^Jj 

aji 

I 

aki 

a,i 

au 

T 

r* 

1    I 

I 

I 

I 

'V 

n 

l'k 

'■U 

z=0. 


7) 
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au 

aij 

«1* 

^// 

1 

aji 

^JJ 

«/* 

«y/ 

I 
0- 

Oki 

aéj 

an 

«*/ 

f 

an 

^ij 

aïk 

au 

I 

n 

I 

I 

I 

I 

I 

ri 

Ô 

rk 

r/ 

rfjki 

=  o. 


Ces  formules  permettent  de  déterminer  par  comparaison,  avec  les 
précédentes  (2),  (3)  et  (4),  la  longueur  de  la  distance,  l'aire  du 
triangle  ou  le  volume  du  tétraèdre  formé  par  les  centres  de 
deux,  trois  ou  quatre  sphères  dont  on  donne  les  rayons  et  les 
angles. 
On  a  ainsi 


(8) 


(9) 


(  >  <>) 


au    aij     — 


«yv     «//      T 


I 

n 

a,7 


I 


I 
I 


o 


iiji    an    aji 


=(â-)' 


au    aik     — 


/•; 


aki    akj    au    — 


I 

—      o 


XnrjrkJ 


I 
au    au    aik    au    — 


I 


«y,      «,y      flyit     a//      -7 


«Il    «*/    akk    au    — 


rt/i    au    aik    au    — 

I       I       I       I 

r,     n     f'k     n 
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4.  On  a,  entre  les  cosinus  des  angles  de  cinq  sphères  quelcon- 
ques de  l'espace,  la  relation 

(il)  siïïWijkim  =  o; 

on  a  d'ailleurs  une  formule  analogue  pour  les  cercles  d'un  plan. 

Les  puissances  d'un  point  par  rapport  à  quatre  cercles  Oi,  0«, 
Ot  et  O4  sont  liées  par  la  formule 

(12)  Xi  sjki  —  xjSifi  4-  ^1  stij  —  XiSijk  =  K , 

dans  laquelle  le  second  membre  est  constant;  on  a,  de  même,  pour 
les  puissances  d'un  point  par  rapport  à  cinq  sphères  quelconques^ 

(  I  3  )  Xi  Vjkim  —  Xj  Vkimi  4-  ^k  VlmiJ  —  ^l^mijk  "f-  Xm  Vijkt  =  K  . 

Lorsque  les  quatre  cercles  sont  orthogonaux  à  un  même  cercle, 
ou  lorsque  les  cinq  sphères  sont  orthogonales  à  une  même  sphère, 
le  second  membre  des  équations  précédentes  est  nul. 

5.  Désignons  par  ^tf  la  distance  du  centre  radical  de  trois  cercles 
O,-,  0/  et  O^  à  la  droite  des  centres  0/  et  O,-,  et  par  Ç,-,*  la  distance  du 
centre  radical  de  quatre  sphères  O/,  O/,  O/  et  0/  au  plan  des  trois 
centres  O,,  0/  et  0;^;  on  a,  pour  le  calcul  de  ces  distances,  les  for« 
mules 

(t4;  {ciijljY  =  {rirjs\nAijY-h{dijriikY, 

ou  encore 

et,  dans  l'espace, 

(  16)  i^ijkt'jkY  ^  (^nrjn sin A,y*)' h-  [dijinjkiY, 

ou  encore 

(17)  V/k  ■=  r,)ki  —  r^fk . 

6.  On  a  pour  l'équatiou  linéaire  du  cercle  orthogonal  à  trois 
cercles  O/,  O/,  O^,  ou  de  la  sphère  orthogonale  à  trois  sphères  et 
au  plan  de  leurs  centres 

;  1 8  ;         Xifk  = (  Xi  cljk  Ejk  -h  ^'j  chi  Iki  4-  Xk  dij  Ijj  ]  -12  rfj^  ; 

2  Sjjif 
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de  même,   pour  l'équation  de  la   sphère  orthogonale   a    quatre 
sphères  • 

("9)    ^iikt=  ô (Xidjki^ki'^xjduilkti'^Xidti/iA/'hxidijklijà)'^2rJj^^^ 

On  obtient  encore  les  équations  homogènes  et  quadratiques  du 
cercle  orthogonal  à  trois  cercles,  ou  de  la  sphère  orthogonale  à 
quatre  sphères,  par  les  formules  suivantes  : 


Xi 

au    Oij    an         — 


(20) 


(21) 


aji    ajj    afk        -- 


Xi 

Oki    atj    akà        — 

ri 

îf    f^    ^     ^— stfV 

n      ry      r*      \rtjt) 


—  o, 


au 

au 

an 

au 

aji 

^U 

ajk 

«// 

Xl 

aki 

aki 

aèt 

aki 

Xk 

rk 

au 

a 

ijau 

au 

XI 

ri 

Xi 

Xj^ 

Xà 

Xl 

IXijkt 

n 

n 

rk 

ri 

\  ruki 

=  o. 


On  aurait  de  même  Téquation  linéaire  et  Téqualion  quadratique 
homogène  du  cercle  ou  de  la  sphère  orthogonale  à  deux  cercles  ou 
à  deux  sphères  et  à  la  ligne  de  leurs  centres. 

U  existe  entre  les  puissances  d'un  point  par  rapport  à  trois  cer- 
cles quelconques  la  relation  fondamentale 


(p.a) 


Xi  -+- X/-I-  ^aunn  Xi-hXf-h^atjrirj  a:,4-a:*-h2/i,iria 
Xf-hXi-h  7,ajir^ri  xj-hxj^-^ajjrjrj  xj-hXk-h'^Mjkrjrk 
Xk'hXi-\-  ^akirkn    Xk-hxj-h^akjrtrf    X4  4-^i-f-2«urir* 


=  0. 


Cette  relation  est  du  second  degré;  il  en  existe  une  analogue 
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pour  les  puissances  d'un  point  par  rapport  à  quatre  sphères;  on  a 
plus  simplement  pour  les  puissances  par  rapport  à  deux  cercles, 
d'un  point  de  la  ligne  des  centres, 


!«^) 


Xi  -k-  Xi-\'  1  lia  r,  Pi     Xi  H-  Xj  4-  ari/y  r,-  rj 
Xf-h  Xt-h  0.  ajt  Vj  rj    xt  -+-  Xj  -h  2ajj  rj  rj 


=  o, 


7.  L'ensemble  de  deux  cercles  ou  de  deux  sphères  réciproques 
par  rapport  au  cercle  ou  à  la  sphère  Oij^  a  pour  équation 


M) 


'■''>'■»  \   'V  O'  '■ 


^; 


ou,  en  tirant  x,/i  de  la  formule  (ao), 


(25) 


au 

Oij 

atk 

n 

aji 

^i\ 

ajk 

n 

au 

akj 

Okk 

Xk 

Xj_ 

x/ 

Xk 

o 

'i 

n 

ri 

__  iPiXi         PjXj         pkXk  \  ' 


V  n 


On  obtient,  pour  déterminer  les  rayons  p  de  ces  deux  cercles,  la 
formule 


/'i 


/'* 


/v  //  n 


eu  supposant 


A  = 


rt 


1/ 


a 


j» 


aki 


a 


il 


^ii 


Okj 


Pi   .     4 


'^* 


«y* 


au 


—  sinAzi     ^sinA, 


^sînA/i 
^slnAi, 


^sinA/y 
—  I 


r* 


On  obtiendra  de  même  les  équations  et  les  rayons  de  deux  sphères 
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réciproques  par  rapport  à  la  sphère  orthogonale  à  quatre  sphères 
domiées.  • 

8.  En  déterminant  les  coefficients  pi^  de  telle  sorte  que  Tensemblc 
des  cercles  ou  des  sphères  réciproques  passe  par  les  points  d'inter- 
section des  trois  cercles  ou  des  quatre  sphères,  on  a  pour  le  système 
des  huit  cercles  passant  par  trois  des  six  points  d'intersection  de 
trois  cercles  donnés  l'équation 

( î8  — ^ Xiji ±  (  —  sin A/A  =1=  —  sin A4, ±  —  sin A,-,)  =0. 

nrjn  \ri  rj  rk  ) 

Cette  équation  devient  du  seizième  degré  en  coordonnées  carté- 
siennes, après  la  disparition  des  doubles  signes.  L'équation  précé- 
dente peut  s'écrire  encore 

-^  [cos(A,>dz  A,*)  —  cosAy*] 

Xi 

(?.9)  {       H--^[cos(A/fdbAyi)  — cosAw] 


X, 


~  [COS(  Aiyi  kki)  —  cosAiyj  =  o. 

\  Xk 

L'ensemble  du  système  de  deux  cercles  réciproques,  défini  par  la 
règle  des  signes,  a  pour  équation 

.    Ai,-  -f-  A//  —  A/*                    .    Ai/  -h  Ayi  —  A*, 
r,  Xj  Xk  sin ' -+-  Vj  Xk Xi  sin  -^ 

-4-  r* XiXi  sin '  =  o. 

Les  rayons  p  de  ces  deux  cercles  sont  fournis  par  la  formule 

,_  .      2    .    Ajk -{- Xki -^  \ij       sin  A/*   _    sînA*,-       sin  A/y        aS,,* 

(3i)     -sin    '  — -^ ' 1 -i- 


p  2  r,  rj  r*  nrjrk 

11  est  facile  d'appliquer  ces  résultats  au  système  de  quatre  sphères 
ou  tétras phère.  L'ensemble  des  seize  sphères  circonscrites  à  la 
tétrasphère  est  donné  par  l'équation 


6V,y|/    Y 


(1   s    1  ^'^n^kri 


ijkl 


i  IX'  X  '  Xk  'Cl  \ 

/       ±     -i  sînA/it/±:— ^  sinAit/,±:  —  sinA/,.  lii  —  sinA,/*)  ==0, 


qui  devient  du  trente-deuxième  degré  en  coordonnéeiearlériennes 
Les  rayons  p  des  splières  circonscrite»  doot  cbmnés  par  la  for- 
mule 


(33) 


2  \jH  -h  A|/|-  -f-  kui^  kjjk 

p  * 

sinA/A/  .  sfnAuf  ,   sinA/// 
fi  n  rt 


sinA 


i/t 


6V 


Uti 


n 


li  rj  n  n 


La  formule  (3i)  conduit  immédiatement  à  ce  théorème  : 

TutCftiME»  —  La  somme  des  iriif erses  des  rayons  des  cercles 
passant  par  trois  des  six  points  d'intersection  de  trois  cercles 
orthogonaux  deux  à  deux  est  nulle. 

9.  Par  des  considérations  analogues  aux  précédentes,  on  ob- 
tient l'équation  du  système  des  huit  cercles  tangents  à  trois  cercles 
donnés  et  des  seize  sphères  tangentes  i  quatre  sphères  données. 
On  a,  dans  ce  dernier  cas. 


;34 


o 

2 

.    .  AiA 

2 

.   ,A// 

2 

ri 

2 

O 

sin»  '''" 

2 

sln«  ^^' 

2 

Xj 

.  ,  Aa,- 
sin'  — 

2 

.   ,  A*/ 
sin* — - 

2 

O 

.  ,  A*/ 

2 

Xk 

rk 

.  ,  A  /, 

2 

.    ,  A/; 
2 

.   ,  A/* 

2 

o 

Xi 

n 

x^ 

f> 

Xk 

Xi 

o 

l'i 

'/ 

rk 

n 

o. 


On  trouvera  des  résultats  analogues  pour  les  rayons  de  ces 
sphères  et  pour  les  équations 'et  les  rayons  des  cercles  conjugués 
au  système  de  trois  cercles,  et  des  sphères  conjuguées  à  la  tétra- 
sphère. 
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Note  sur  un  problème  relatif'  à  la  marche  du  cavalier 
sur  l'échiquier;  par  M.  C.  Flye  Saibjte-Marie. 

(Séance  du  i8  avril  1877.) 

La  pièce  nommée  caçalier  dans  le  jeu  des  échecs,  se  déplaçant^ 
à  chaque  saut,  de  deux  cases  dans  le  sens  d'un  des  côtés  de  Téchi- 
quier  et  d'une  case  dans  le  sens  de  l'autre,  on  sait  qu'on  peut  de 
plusieurs  manières  lui  faire  parcourir  les  64  cases  sans  la  faire 
passer  deux  fois  par  la  même.  La  recherche  du  nombre  de  solutions 
que  comporte  ce  problème  parait  présenter  d'assez  grandes  diffi- 
cultés^ mais  si,  au  lieu  de  faire  parcourir  les  64  cases  au  cavalier, 
on  se  propose  de  lui  faire  parcourir  seulement  une  moitié  de  l'échi- 
quier^ c'est-à-dire  les  32  cases  formant  4  rangées  consécutives,  le 
nombre  des  solutions  du  problème  devient  beaucoup  plus  facile  h 
déterminer.  C'est  ce  nombre  que  je  me  propose  de  rechercher 
ici. 

La  fig.  I  représente  la  moitié  de  l'échiquier.  J'en  partage  les 
3a  cases  en  2  groupes  :  le  premier  composé  des  16  cases  numérotées 


1 

5 

9 

- 

i3 

9. 

G 

10 

1» 

i 

8 

12 

16 

3 

7 

II 

i5 

sur  la  figure,  le  second  composé  des  16  autres,  de  sorte  que  les 
cases  blanches  des  2  rangées  extrêmes  et  les  cases  noires  des  ran- 
gées intermédiaires  forment  un  même  groupe.  Dans  le  premier 
groupe,  les  cases  de  même  couleur  sont  désignées  par  des  numéros 
de  même  parité. 

J'appellerai  extérieures  toutes  les  cases  appartenant  aux  deux 
rangées  extrêmes,  et  intérieures  toutes  celles  appartenant  aux  deux 
rangées  intermédiaires.  Dans  le  premier  groupe,  les  cases  exlé- 


rieurcs  sont  affectées  de  numéros  impairs,  et  les  cases  intérieures 
de  numéros  pairs. 

Je  dirai  qu'une  case  a  bat  une  case  b  lorsque  le  cavalier  peut, 
d'un  seul  saut,  aller  de  a  en  £. 

Si  Ton  représente  le  passage  du  cavalier  d'une  case  à  une  autre 
par  un  trait  joignant  les  centres  de  ces  deux  cases,  le  chemin  com- 
plet que  cette  pièce  aura  à  parcourir  sera  représenté  par  un  con- 
tour polygonal  de  3 1  côtés,  dont  les  3o  sommets  et  les  a  extrémités 
occuperont  les  82  cases  de  la  figure. 

Cela  posé,  je  remarque  qu'une  case  extérieure  quelconque  ne  bat 
que  des  cases  du  même  groupe ,  d'où  il  suit  que  le  passage  d'un  groupe 
à  l'autre  ne  peut  se  faire  qu'entre  deux  cases  intérieures.  U  y  aura 
donc  forcément,  dans  le  contour  polygonal  représentant  le  chemin 
suivi,  au  moins  un  trait  dont  les  deux  extrémités  tomberont  sur 
des  cases  intérieures.  Or  ce  contour  est  formé,  en  tout,  de  3 1  traits; 
il  ne  pourra  donc  y  en  avoir  plus  de  3o  aboutissant  par  une  de 
leurs  extrémités  à  une  case  extérieure  ;  mais,  d'un  autre  côté,  il  ne 
peut  pas  y  en  avoir  moins  de  3o,  et  encore,  pour  cela,  faut-il  que 
les  points  de  départ  et  d'arrivée  soient  sur  2  des  cases  extérieures  ; 
alors  celles-ci  contiendront  chacune  l'extrémité  d'un  trait,  et,  à 
chacune  des  i4  autres,  aboutiront  a  traits  différents,  en  tout 
2  +  28  ou  3o  traits  qui  tous  seront  distincts,  car  un  mt^me  trait 
ne  peut  aboutir  à  la  fois  à  2  cases  extérieures. 

On  tire  de  là  les  conséquences  suivantes  : 

1°  Il  n'y  a  qu'un  seul  trait  joignant  1  cases  intérieures,  c'est-à- 
dire  un  seul  passage  d'un  groupe  à  l'aulre.'En  d'autres  termes,  les 
deux  groupes  sont  parcourus  en  entier  l'un  après  l'autre. 

2°  Le  point  de  départ  et  le  point  d^arris^ée  sont  sur  deux  cases 
extérieures. 

3°  11  s'ensuit  que  la  case  d'arrivée  ne  peut  battre  la  case  de 
départ. 

La  première  de  ces  conséquences  introduit  une  grande  simplifi- 
cation dans  la  recherche  qui  fait  l'objet  de  cette  Note^  car  il  va 
nous  suflire  de  connaître  toutes  les  manières  de  parcourir  un 
groupe,  par  exemple  le  groupe  forme  des  cases  numérotées  sur 
la/ï^.  I. 

Il  est  clair  que,  dans  ce  groupe,  les  deux  extrémités  du  parcours 
sont  nécessairement,  l'une  sur  une  case  extérieure,  l'autre  sur  une 
v.  ro 
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case  intérieure.  Nous  aurions  donc  à  rechercher  successivement  de 
combien  de  manières  les  i6  cases  du  groupe  peuvent  être  parcou- 
rues en  partant  de  l'une  des  cases  aflectées  d'un  numéro  impair^ 
pour  aboutir  à  l'une  des  cases  afiectées  d'un  numéro  pair.  Tous 
ces  problèmes  se  traiteraient  facilement^  mais  il  convient  de  res- 
treindre le  plus  possible  le  nombre  des  cas  à  considérer. 

D'abord  il  est  clair  que  les  solutions  dont  le  point  de  départ 
serait  sur  l'une  des  cases  i5,  1 1,  7  ou  3  ont  pour  symétriques,  par 
rapport  au  centre  de  la  figure,  les  solutions  dont  le  point  de  départ 
est  en  1,  5,  9  ou  i3.  Il  suffira  donc  de  considérer  ces  dernières. 

En  second  lieu,  une  solution  étant  trouvée,  on  peut  en  déduire 
une  autre  en  remplaçant  chacune  des  cases  intérieures  par  la  case 
extérieure  adjacente,  et  vice  versa;  car  si,  dans  le  groupe,  une 
case  a  bat  une  case  &,  la  case  af  qu'on  substituera  ainsi  à  a  battra 
encore  la  case  b'  substituée  à  b.  D'après  cela,  il  y  aura  autant  de 
manières,  par  exemple,  d'aller  de  la  case  5  à  la  case  i4  que  de  ma- 
nières d'aller  de  la  case  6  à  la  case  i3. 

EnOn,  si  l'on  détermine  toutes  les  manières  d'aller  de  1  à  4?  on 
formera  toutes  les  solutions  dans  lesquelles  la  case  d'arrivée  bat 
la  case  de  départ  (solutions  que  j 'appellerai yermee^,  parce  qu'elles 
peuvent  être  figurées  par  un  polygone  fermé,  dont  deux  sommets 
consécutifs  quelconques  peuvent  être  indifféremment  pris  pour 
extrémités  du  parcours). 

En  effet,  la  case  i  ne  battant  que  les  deux  cases  4  ^t  6,  tout  po- 
lygone figurant  une  solution  fermée  contiendra  nécessairement  les 
deux  traits  i-4  et  1-6.  Donc,  lorsque  la  case  d'arrivée  battra  la 
case  de  départ,  toutes  les  solutions  possibles  se  trouveront  parmi 
celles  obtenues  en  prenant  pour  points  extrêmes  les  cases  i  et  4- 

Les  cas  à  traiter  se  réduisent  ainsi  aux  suivants  : 

Cases  de  départ.  Cases  d'arrivée. 

i 2,  4)  Sf  10,  12,  14  et  16 

5 6,  12  et  14  ('  ) 

9 4  et  io(M 

i3 4  et  14  i'} 


(*)  De  5  à  iC,  les  solutions  sont  en  même  nombre  que  de  iS  à  (F,  ou  de  i  à  a. 
(')  De  9  à  16,  en  m^me  nombre  que  de  i5  h  lo,  ou  de  i  à  8. 
(*)  De  i3  à  8,  en  mémo  nombre  que  de  7  à  i/|,  uu  de  9  à  4' 
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Dans  chacun  de  ces  cas,  la  recherche  de  toutes  les  solutions  pos- 
sibles est  facilitée  par  cette  remarque,  que  les  cases  i,  2,  1 5  et  16 
ne  battent  chacune  que  2  cases  du  groupe,  de  sorte  que  les  deux 
traits  aboutissant  à  celles  de  ces  cases  qui  ne  sont  ni  point  de  dé- 
part, ni  point  d'arrivée,  peuvent  être  tracés  d'avance. 

Je  me  bornerai  ici  à  indiquer,  par  le  tableau  suivant,  le  nombre 
des  solutions  possibles  dans  chaque  cas,  en.  réunissant  devant  une 
même  accolade  les  dilTérents  cas  dont  les  solutions  d'un  seul  suf- 
fisent pour  déterminer  les  solutions  des  autres,  au  moyen  de  Tune 
des  remarques  qui  précèdent. 


Extrémités 
du  parcours. 


De 


De 


De 


De 


De 


De 


I  à 
I 


5 


1 1 
i3 
i5 
i5 

5  à 

3 
1 1 
i3 


De  5  à 

7 

9 
II 


4 
6 

]6 
16 
12 

14 

4 
6 

14 
12 

8 

6 

12 

10 


5  à  10 

7  12 

9  6 

II  8 

9  à  8 

7  10 

9  a  i4 

3  8 

7  4 

i3  10 


i5 


I  a  2 
16 


Nombre  et  nature 
des  solutions. 


8  solutions  fermées. 


5 


ui. 


ift. 


id. 


id. 


Ui. 


22  solutions  non  fermées. 


10. 
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Extrémités 

du 

parcoure. 

De 

I  à 

8 

7 

a 

9 

i6 

i5 

lO 

De 

I  à 

lO 

7 

i6 

9 

2 

i5 

8 

De 

I  à 

12 

5 

i6 

II 

2 

i5 

6 

De 

I  à 

i4 

3 

i6 

i3 

2 

i5 

4 

De 

i  à 

i6 

i5 

2 

Nombre  et  nature 
des  solutions. 


i6  solutions  non  fermées. 


i3  id. 


8  id. 


lo  id. 


De    5  à    6    ) 

II  12      { 

De    5  à  12 
II        6 

De    5  à  i4 

3         12 

II        4 
i3        6 

De    9  à    4 
3      lo 

7      «4 
i3        8 

De    9  à  10 

7        8 

De  i3  à    4 
3      i4 


33  id. 


2  id. 


De  i3  à  i4 
3        4 


I 


id. 


id. 


id. 


id. 


id. 


id. 


On  reconnaîtra,  d'après  ce  tableau,  qu'on  peut,  selon  la  case  de 
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départ,  aboutir  : 

A  la  case  2 De  118  manières 

A  la  case  4 De    42       n 

A  la  case  6 De    3a        >" 

A  la  case  8 De    54        » 

et,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  recourir  au  tableau  pour  la  suite 
du  dénombrement,  on  déduira  de  là,  en  raison  de  la  symétrie  de 
la  figure,  qu'on  peut  aboutir  :  * 

A  la  case  10 De    54  manières 

A  la  case  12 De    32       » 

A  la  case  14 De    42        n 

A  la  case  16 De  1 18        » 

Considérons  maintenant  l'ensemble  des  deux  groupes  {fig'  ^)* 
Je  conserve,  pour  les  cases  du  premier  groupe,  le  numérotage  déjà 

Fig.  a. 


I 

3' 

5 

/ 

9 

II' 

i3 

i5' 

2 

4' 

6 

8' 

10 

12' 

14 

16' 

2' 

4 

6' 

8 

10' 

12 

14' 

16 

l' 

3 

5' 

7 

9' 

II 

i3' 

i5 

employé  sur  la  fig.  i.  Dans  le  second  groupe,  les  numéros  se  dis- 
tinguent de  ceux  du  premier  par  un  accent,  et  sont  disposés  symé- 
triquement à  ceux-ci.  11  y  aura  évidemment  autant  de  manières  de 
parcourir  le  second  groupe  à  partir  d*uiie  case  de  numéro  pair  p' 
qu'il  y  a  de  manières  de  parcourir  le  premier  en  aboutissant  à  la 
case  symétrique  /7. 

Or,  pour  passer  du  premier  groupe  au  second,  on  peut,  de  la 
case  2,  tomber  sur  la  case  6',  ce  qui  fournira,  d'après  les  chilîres 
précédents,  1 18  X  32  ou  3776  solutions,  ou  bien  de  4  sur  8',  ce  qui 
fournit  4^  X  54  =  2268  solutions,  ou  de  6  sur  2',  ce  qui  ne  don- 
nera que  des  solutions  symétriques  de  celles  obtenues  en  passant 
de  2  à  6',  solutions  que  je  ne  considérerai  pas  comme  distinctes  des 
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précédentes,  ou  bien  encore  de  6  sur  lo',  ce  qui  donnera  32  X  54 
ou  1728  solutions  :  en  tout  7772  manières  distinctes  de  faire  par- 
courir au  cavalier  la  moitié  de  l'échiquier. 

Deux  de  ces  solutions  ne  peuvent  pas  être  symétriques  l'une  de 
l'autre  ni  par  rapport  à  un  des  axes  de  la  figure,  ni  par  rapport  à 
son  centre^  car  l'unique  trait  qui  marque  le  passage  d'un  groupe  à 
l'autre  n'occupe  jamais  deux  positions  symétriques.  Quant  aux 
autres  solutions  possibles,  elles  se  déduiraient  des  précédentes  par 
voie  de  symétrie,  et,  pour  cette  raison,  je  ne  les  considérerai  pas 
comme  en  étant  distinctes. 

On  remarquera  que  les  principes  qui  nous  ont  guidé  dans  ces 
recliercbes  sont  indépendants  du  nombre  de  cases  contenues  dans 
une  rangée,  et  supposent  seulement  que  le  nombre  des  rangées  est 
égal  à  4)  mais  il  est  clair  que  le  dénombrement  deviendrait  d'au- 
tant plus  pénible  que  le  nombre  des  cases  de  chaque  rangée  serait 
plus  considérable. 


Sur  un  problème  d'analyse  coinbinatoire ; 
par  M.  Désiré  André. 

(Séance  du  3o  mai  (877.) 

§  I.  —  Problème  général. 

1.  Considérons  n  lettres  distinctes,  susceptibles  d'être  répétées; 
assujettissons-nous  à  les  traiter  toutes  de  la  même  façon,  et  formons 
avec  elles  tous  les  groupes  possibles,  àe  p  lettres  chacun,  satisfai- 
sant à  des  conditions  données.  Si  p  n'est  point  inférieur  à  /i,  il  se 
pourra,  en  général,  que  les  n  lettres  considérées  soient  contenues 
toutes  à  la  fois  dans  certains  groupes.  Nous  supposons  connue  l'ex- 
pression du  nombre  total  G„,p  des  groupes  formés,  et  nous  nous 
proposons  de  déterminer  celle  du  nombre  gn^j,  des  groupes  renfer- 
mant chacun  les  n  lettres  considérées. 

2.  Évidemment,  les  groupes  formés  peuvent  se  classer  ainsi  :  ceux 
qui  contiennent  chacun  les  n  lettres  données,  ceux  qui  n'en  con- 
tiennent que  n  —  i ,  ceux  qui  n'en  contiennent  que  n  —  2,  etc. ,  etc. 
Le  nombre  des  groupes  ne  renfermant  chacun  que  n  —  l  lettres 
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distinctes  est  égal  au   produit  du   facteur  gn^t,p  dé'ik  détiui    par 

n  I 
le  facteur  -j- »  qui  représente,  comme  on  le  sait,  la  quotité 

des  combinaisons  simples  de  n  lettres,  soit  t  kt^  soit  n  —  t  kn  —  t. 
Nous  pouvons  donc  écrire  identiquement^  en  regardant  o!  comme 
égal  à  Tunité, 


^"•'  -  Zr  /!(«-/)!  ^"'" 


O 

et  cette  identité  exprime  simplement  ce  fait  évident  que  le  nombre 
total  des  groupes  formés  est  la  somme  des  nombres  de  groupes 
répondant  aux  différents  cas  de  notre  classification. 

3.  Cette  relation  nous  montre  que,  si  les  nombres  G  sont  connus, 
les  nombres  g^^j,.  g^t,pi  gTsjp^  •  •  •  sont  les  termes  d'une  série  déter- 
minée à  la  façon  des  séries  récurrentes.  Nous  avons  fait  récemment 
connaître  (  ^  )  le  terme  général  d'une  série  ainsi  déterminée.  En  nous 
reportant  à  l'expression  que  nous  en  avons  donnée,  nous  trouvons 


g'^.p 


n 


V(/2,  r)  étant  égal  à  l'expression 


1 


^~~'^  A^.lln, -/r.)I  /.,!  (/la  -  A,)  !  TfJ[n,  -  k,)\"  '  ks\[n,-  k.)  I 


dans  laquelle  la  caractéristique  S  s'étend  à  tous  les  systèmes  pos- 
sibles de  valeurs  des  entiers  /ij,  /i,,  /ij,  . .  . ,  /?,,  Aj,  /r,,  Â*j,  .  . . ,  A", 
qui  dépassent  zéro  et  satisfont,  quel  que  soit  Tindice  u,  aux  condi- 
tions 

ht  -f-  /r,  ■+-  /is  H-  =  rt  —  r, 

fit  --  /r,  -h  r, 
riu  =^  /û  H-  /!«_, . 

i.  Si  l'on  tient  compte  de  ces  trois  conditions,  l'expression  de 


')  Thèses  soutenues  devant  la  Faculté  de»  Sciruces  de  Paris»  le  iS  mars  1877. 
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¥(»,  r)  se  simplifie  beaucoup,  el  l'on  trouve 


Win  r]-"'V  '-"' 


> 


la  caractéristique  "L  s'étendant  toujours  aux  mêmes  systèmes  de 
valeurs  des  entiers  Afi,  Aft)  As?  •  •  • ,  Ar,. 

5.  Cela  étant,  considérons  à  part  Téquation 


''''^~Z/r.l/.iI/ûl.../rj' 


et  supposons  que  le  S  s  y  étende  à  tous  les  systèmes  possibles  de 
valeurs  des  entiers  k^^  k^^  k^^  , .  .^k,  qui  dépassent  zéro  et  satis- 
font à  la  condition 

/r,  -h  A",  -h  /r,  -*- . . .  4-  /r,  =  v. 

On  peut  voir  très->facilement  que,  si  nous  convenons  que  <p(o)  soit 
égal  à  Tunité)  nous  avons,  quel  que  soit  l'entier  positif  v, 

?(>)  "+•  7j  Tt»' -  0 -^  ~j  ?(v -  2) -f-. . . -4- ^9(0)  ==  o. 

Or  cette  équation,  et  toutes  celles  qui  n'en  diffèrent  que  par  la  va- 
leur de  V,  sont  évidemment  satisfaites  si  l'on  y  remplace  f(v)  par 

i — |-^-  Donc  cette  dernière  expression  est  la  valeur  môme  de  cy (  v). 
6.  II  s'ensuit  immédiatement 


par  suite 


n 


OU  bien 

n— I 


^,,=:^(-,)'^j^^^''_^jjG....,: 


et  telle  est  la  solution  de  notre  problème. 
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§  II.  —  Applications  immédiates. 

7.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  laissé  tout  à  fait  quelconque 
la  loi  de  formation  des  groupes  considérés.  Nous  pouvons  donc,  a 
l'aide  des  résultats  que  nous  venons  d'obtenir,  résoudre  notre  pro- 
blème dans  tous  les  cas  possibles.  Nous  nous  contenterons  de  con- 
sidérer le  cas  particulier  des  arrangements  complets  et  le  cas  par- 
ticulier des  combinaisons  complètes. 

8.  Les  arrangements  complets,  p  kpyden  lettres  distinctes,  sont, 
on  le  sait,  les  groupes  qu'on  obtient  en  écrivant,  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  à  la  suite  les  unes  ies  autres,  p  lettres,  distinctes 
ou  identiques,  prises,  quant  à  leur  nature,  parmi  les  n  lettres  don- 
nées, de  façon  que  deux  quelconques  des  groupes  obtenus  diffèrent 
entre  eux  soit  par  les  lettres  qui  y  entrent,  soit  par  Tordre  de 
succession  de  ces  lettres. 

Désignons  par  B„,p  le  nombre  total  de  ces  arrangement  complets, 
et  par  b„^p  le  nombre  de  ceux  d'entre  eux  qui  renferment  à  la  fois 
les  n  lettres  distinctes  données.  Nous  aurons,  d'après  la  formule 
précédente, 


^-^=^S/""^li/^-/J!^---^' 


u 


et,  comme 


B„^,,p-{n--t]P, 


cette  égalité  deviendra 


n— 1 

ni 


*-=I'-')'7r(«--oi("-"'- 


o 


9.  Avant  de  passer  au  cas  des  combinaisons  complètes,  remar- 
quons que  la  dernière  formule  écrite  ci-dessus  ne  présente,  à  son 
second  membre,  que  les  puissances  p**"*«*  des  nombres  entiers  1,2, 
3,  ...,  /i,  multipliées  par  des  coefficients  indépendants  de  p.  Il 
s^eusuit  que  les  nombres 


^<i,fi»     ^n,^^-l♦    ^n, 


M-4>}« 
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foriuent  une  série  récurrente  proprement  dite,  d'ordre  /i,  détiuie 
par  TéquatioQ  génératrice 

{2  —  l)  (Z  —  2)  [2  —  3).  .  .;3  —  /*■   —  G, 

dont  les  racines  sont  les  n  premiers  nombres  entiers. 

10.  Arrivons  maintenant  aux  combinaisons  complètes.  Ce  sont, 
comme  on  le  sait,  des  groupes  pareils  aux  arrangements  complets, 
mais  dont  deux  quelconques  di lièrent  entre  eux  autrement  que  par 
Tordre  de  succession  des  lettres.  Si  nous  représentons  par  D„^p  le 
nombre  total  des  combinaisons  complètes,  p  à  p^  de  n  lettres  dis- 
tinctes, et  par  cl„^p  le  nombre  de  celles  d'entre  elles  qui  contiennent 
à  la  fois  les  n  lettres  distinctes  données,  nous  avons,  d'après  notre 
formule  générale, 

n  —  t 

ni 


^"•'=X(-')'ïïI7r=rM  "-'■'• 


Or  c'est  un  fait  biuii  connu  que 


_(«-/-4-p-l)l. 

"-'"  -    {n-t.-i)lpr  ' 


donc,  en  définitive, 


n— 1 


•'~L,        '  t\[n-t)\    [n-i-x)\p\ 

0 

H.  On  pourrait  encore  appliquer  notre  formule  générale  à  plu- 
sieurs autres  cas  particuliers,  à  celui,  par  exemple,  des  combi- 
naisons que  nous  avons  nommées  combinaisons  régulières  (  *  ) .  Ce 
serait  chose  très-facile,  que  nous  négligeons  à  cause  même  de  sa 
trop  grande  facilité. 


(*)  Mémoire  sur  les  combinaisons  régulières  et  leurs  appUcations  {^Annales  scient 
tijiques  de  l'Ecole  Normale  supérieure,  année  1876). 
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§  III.  —  Al'tre  application. 

12.  La  résolution  du  problème  général  que  nous  nous  sommes 
proposé  en  commençant,  ainsi  que  celles  des  problèmes  particu- 
liers que  nous  avons  traités  ensuite  à  titre  d'applications,  permet 
de  résoudre  un  très-grand  nombre  d'autres  problèmes.  Nous  ne  ré- 
soudrons que  le  suivant  : 

Parmi  les  arrangements  complets  de  n  lettres  prises  p  àp^  quel 
est  le  nombre  de  ceux  qui  commencent  par  une  même  lettre  et 
qui  renferment  chacun  les  n  lettres  données  ? 

13.  Si  nous  désignons  ce  nombre  par  Xn^pt  comme  il  est  bien 
clair  qu'il  y  a  autant  d'arrangements  commençant  par  une  cer- 
taine lettre  que  d'arrangements  commençant  par  toute  autre,  nous 
avons 

X     --b 
c'est-à-dire 

0 

C'est  là  une  première  solution  du  problème  actuel,  laquelle 
montre  immédiatement  que  les  nombres  x„,„,  J^„,„+i,  x„^„^î,  . .  . 
sont  les  termes  d'une  série  récurrente  proprement  dite,  déiinie  par 
l'équation  génératrice 

14.  Pour  obtenir  une  seconde  solution,  supposons  qu'on  ait 
supprimé  la  première  lettre  dans  tous  les  arrangements  dont  on 
cherche  le  nombre.  Les  arrangements  nouveaux,  fournis  par  cette 
suppression,  ne  sont  plus  que  des  arrangements  p  —  i  à  /;  —  i  *,  ils 
se  partagent  en  deux  classes  :  ceux  qui  renferment  les  n  lettres 
distinctes  et  ceux  qui  ne  renferment  que  les  n  —  i  lettres  autres 
que  la  lettre  supprimée  ;  les  premiers  sont  au  nombre  de  ft„,p-i,  les 
seconds  au  nombre  de  i„.i,p_i.  On  a  donc 
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c'cst-à-dirc 

n  — 1 


"-'-=X("'^^(7^b)T('*-■^'^■• 


0 


n-t 


0 

15.  En  rapprochant  les  deux  expressions  de  x^^p  qu'on  vient  de 
trouver,  on  obtient  la  relation 

qui  exprime  une  propriété  des  nombres  b  et  qui  se  vérifie  très- 
facilement  dès  qu'on  y  remplace  chacun  de  ces  nombres  par  son 
expression  connue. 

16.  Dans  le  cas  particulier  de  trois  lettres  distinctes,  les  for- 
mules précédentes  nous  donnent  Tune  et  l'autre  ce  même  résultat 

Xt,p=  3^-»—  2.2/»-»  -h  iP-', 

et  les  nombres 

^S.S»        ^1,4»        ^S»S»         •  •  • 

forment  une  série  récurrente  proprement  dite,  définie  par  l'équa- 
tion génératrice 

(z  —  l)(-8  —  2)  (2  —  3)  =  o, 

de  telle  sorte  que  nous  avons,  pour  toute  valeur  de  p  supérieure 

à  5, 

Xi,p  =  6x,,p-,  —  1 1  JTj.^-a  -+-  6ars,p-|. 


§  IV.  —  Identités  numériques. 

17.  Les  résultats  obtenus  par  nous  soit  dans  le  cas  particulier  des 
arrangements  complets,  soit  dans  celui  des  combinaisons  complètes, 
conduisent  facilement  à  deux  identités  numériques  assez  remar- 
quables. Cette  propriété  de  fournir  naturellement  des  identités 
numériques  est  d'ailleurs  commune  a  la  plupart  des  résultats  de 
l'analyse  combinatoire. 
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18.  Prenons  la  formule  qui  nous  donne  A„^p.  Évidemment,  si  p 
devient  ëgal  à  71,  les  arrangements  dont  £„^p  est  le  nombre  ne  dif- 
fèrent plus  des  permutations  des  n  lettres  données.  Alors  donc  b^^j, 
est  égal  au  nombre  de  ces  permutations,  c'est-à-dire  à  n!,  et  nous 
avons  l'identité 


H  — t 


X(-')'iTûrr7n("-')"="'' 


»  /       • 


qui  peut  s  écrire 


n  —  \ 


Zdi         ^  t\[n  —  î]\ 


19.  Considérons  de  même  la  formule  qui  donne  d„^p,  et  suppo- 
sons quep  y  devienne  égal  à  n.  Évidemment  dn^p  se  réduit  alors  à 
l'unité,  et  nous  avons  l'identité 


n-l 


I/-'''ïï(^^»--  =  ' 


>  /       • 


qui  peut  encore  s  écrire 


(a/i  —  /  —  i)l  


Zdt        '  t\{n-t)\{n-'t-i)\ 
0 


§  V.  —  Remarque  générale. 

20.  Les  raisonnements  et  les  calculs  faits  par  nous  en  commen- 
çant le  présent  travail  montrent  nettement  que,  si  Ton  considère 
deux  suites  de  nombres 

lZ|y      ^39      ^39        *    *    *  9 

Wi>    Wj,    Wa,     ...  y 

se  correspondant  chacun  à  chacun,  et  tels  que  Ton  ait,  quel  que 
soit  n^ 

n—i 
Q 


-  i58  - 
ou  aura  de  nieiue 

n  —  ï 


^-=X^"■^TÛ^^7)T"•-'' 


(n-t) 

0 

et  réciproque  aient. 


*  • 


21.  Les  couples  de  suites  jouissant  de  ces  propriétés  ne  sont 
point  rares.  Nous  venons  de  trouver  le  couple  formé  par  les  suites 
des  nombres  G  et  g^  le  couple  des  suites  B  et  i,  celui  des  suites  D 
et  d.  On  en  pourrait  indiquer  encore  d'autres;  nous  n'en  citerons 
qu'un,  celui  des  deux  suites  que  forment,  d'une  part,  les  nombres 
des  permutations  de  n  lettres  diminués  chacun  d'une  unité,  de 
l'autre  les  nombres  de  celles  des  permutations  de  n  lettres  où  au- 
cune lettre  n'est  à  son  rang. 


Sur  une  formule  récurrente  concernant  les  sommes  des  diviseurs 

des  nombres  entiers;  par  M.  Halphen.. 

(Séance  du  3o  mai  1877.) 

Les  sommes  des  diviseurs  des  nombres  naturels  peuvent  se  cal- 
culer de  proche  en  proche  au  moyen  d'une  formule  récurrente  due 
à  Euler.  L'illustre  géomètre  attachait  le  plus  grand  prix  à  la  dé- 
couverte de  cette  formule,  et  ne  parvint  à  la  démontrer  qu'après 
de  longs  eflbrts  (*).  Voici  celte  formule  : 

/  S{n  —-  S'n  —  t'  —  Si  n  —  5)  -f-  S  ;/i  —  1 2'  -h . . . 

.   -,r          .r  '3j:  —  i)~| 
4-    -i)'S|^/i __JJ4-... 

_4_S(/i  — ?.)  — S(/i—  7)-hS(/i  — i5)  -4-... 
,^r         .rf3jrH-i) 


(') 


«r 


(*)  Euler  a  publié  sur  ce  sujet  trois  Notes,  savoir  :  i"  Découverte  d'une  loi  tout 
extraordinaire  des  nombres,  par  rapport  à  la  somme  de  leurs  diviseurs  ;  —  a*  Obser- 
vatio  de  summis  divisorum  ;  —  3*  Demonstratio  theorematis  circa  ordinem  in  summis 
divisorum  observatum.  —  Ces  trois  Notes  datent  des  années  17471  «7^21  17^4  (Acad. 
de  Berlin  et  de  Saint-Pétersbourg).  On  les  trouve  réunis  dans  le  Recueil  Leonhardi 
Euleri  Commentafiones  Jrithmetirœ  coUeetœ,  p.  a34  et  146  du  tome  I  et  p.  639  du 
tome  II. 
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La  notation  S  (a)  y  désigne  la  somme  des  diviseurs  du  nombre  a. 
Chacune  des  deux  suites  doit  être  prolongée  jusqu'au  dernier  terme 
dans  la  parenthèse  duquel  figure  un  nombre  positif.  Enfin,  dans 

oc  I  3  X   t   1 1 
le  cas  où  n  est  de  Tune  des  deux  formes  —^ ::i^y,  on  doit  rem- 

placer  S(o)  par  n, 

Euler  a  découvert  cette  formule  et  Ta  démontrée  au  moyen  du 
résultat  suivant  : 


^  .X(8X  +  1) 


(2)    Pr=:(l-  Z)(l-2')(l  — Z»){l-2^;r=..     =    V    (-l)'3       « 


x=— « 


Le  cube  du  même  produit  de  facteurs  se  développe  suivant  une 
formule  analogue  à  (2)  et  qui  a  été  trouvée  par  Jacobi  [Fund. 
noi*a,  §  66,  et  Journal  de  Crelle,  t.  21,  p.  i3),  savoir 


x'x-4-l> 


(3)  P»=y  (-.i)'(2X4-l)i5      «      . 


x=0 


Il  suffit  de  reproduire  sur  la  formule  (3)  Tanalyse  appliquée  par 
Euler  à  la  formule  (2)  pour  en  conclure  une  formule  récurrente 
dinérente  de*  (i). 

Je  prends,  dans  les  deux  membres  de  Téquation  (3),  la  dérivée 
logarithnii(|ue,  je  multiplie  par  z  et  je  divise  par  3  ;  j'obtiens 
ainsi 


(4; 


2(—  i]*[ix  -\-  \]  z     * 


On  sait  que  le  terme  général  du  premier  membre  de  Téquation  (4)^ 
développé  suivant  les  puissances  croissantes  de  z,  est  S(/;)z'*.  Ce 
développement  étant  substitué  dans  Téquation  (4),  et  le  dénomi- 
nateur chassé,  on  identifiera  les  deux  membres,  et  Ton  trouvera 

/  S(n]  =  3S(/i  —  1)  -  5S(/i  -  3)  H-  78(71  —  6)  -1-. . . 

'  2 


I    •  •  •  « 
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La  suite  doit  être  prolongée  jusqu^au  dernier  terme  dans  la  paren- 
thèse duquel  Gqure  un  nombre  positif.  Dans  le  cas  où  n  est  de  la  forme 

^(^-+-0  1  .        (--0'(5fc^-+-0S(o)  j  .  .  ,    , 

— ^ -^  le  terme '—^ — ^— ^doit  être  remplace  par 

/       \  /  .  xix  -^-\] 

(_,).(a^H.,)--L-g — -» 

qui  est  effectivement  un  nombre  entier. 

La  formule  (5)  est  celle  que  j'avais  en  vue  d'établir. 


Sur  une  proposition  d'Algèbre;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  i3  juin  1877.) 

Si  l'on  désigne  par  les  lettres/^  y,  ^  trois  polynômes  entiers  à 
deux  variables  x,  y^  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suf- 
fisantes pour  que  Von  ait  identiquement 

(i)  /=A(p-4-Bv|;, 

Â  et  B  étant  aussi  des  polynômes  entiers  en  x,  y? 

La  réponse  à  cette  question  est  des  plus  aisées  dans  le  cas  où 
chacun  des  systèmes  de  solutions  des  équations  f  =  o,  tp  =  o  est 
simple.  Dans  ce  cas,  il  jaut  et  il  suffit  que  chacun  de  ces  sys- 
tèmes  annule  f.  J'admettrai  ici  ce  résultat  comme  connu.  Dans  les 
autres  cas,  la  question  est  plus  difficile  à  résoudre.  Cette  difficulté 
a  été  surmontée  par  M.  Nôther.  On  peut  énoncer  comme  il  suit  la 
solution  donnée  par  ce  savant  géomètre  [Math,  uénn,,  t.  VI)  : 

Soit  («,  (3)  un  système  de  solutions  des  équations  ç  =  o,  tp  =  o  ; 
soient  a,  b  deux  désfeloppements  procédant  suii^ant  les  puissances 
entières,  positivées  et  ascendantes  de  (jc  —  a)  et  [y  — 13).  tour 
que  f  soit  de  la  forme  (i),  il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  déter- 
miner a  et  b  par  la  condition 

(2)  fz=a<^-^b^, 

et  qu'il  en  soit  de  même  pour  chaque  système  de  solutions  des 
équations  considérées. 
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Cette  proposilîon  étant  très-importante,  je  crois  utile  d'en  donner 
ici  une  nouvelle  démonstration. 

Je  suppose,  en  premier  lieu,  y  =  j:.  Je  groupe,  dans^,  ^  et  B,  les 
termes  indépendants  de  a:,  et  j'écris 

En  faisant  le  même  groupement  dans  (i),  et  retenant  seulement  les 
termes  indépendants  de  a:,  on  obtient 

(3)  F(r)  =  ift.(r)^(r). 

c'est-à-dire,  pour  l'exactitude  de  l* équation  (i),  en  supposant 
o  =  x^  il  est  nécessaire  que  la  partie  indépendante  de  x  dans  f 
soit  divisible  par  la  partie  indépendante  de  x  dans  ^, 

Cette  conditioji  est  suffisante,  comme  on  le  voit  immédiatement. 

Soit  jS  une  racine  de  Y()^).  Je  suppose  la  condition  (a)  remplie 
pour  le  système  (o,  /3).  Par  le  même  raisonnement,  j'en  conclus 

F(j)  =  6.(/)Y(.r). 

hx  étant  une  série  convergente  dans  le  voisinage  de  j'  =  (3.  J'en 
conclus  que  F  contient  le  facteur  ( j)  —  (3  )  au  moins  à  la  même  puis- 
sance que  ^. 

Si  maintenant  il  en  est  de  même  pour  chaque  racine  de  ^,  il  v\\ 
résulte  que  F  est  divisible  par  '^ .  Donc  la  proposition  annoncée 
est  prouvée  pour  le  cas  oit  l'on  <7  c^  =  x.  Au  moyen  d'une  substitu- 
tion linéaire,  j'en  conclus  que  la  proposition  est  prouvée  aussi  pour 
le  cas  ou  (f  est  un  trinôme  du  premier  degré  eti  x^j. 

J'arrive  maintenant  au  cas  général.  Supposons,  pour  un  instant, 
les  coefficients  de  y  variables,  et  faisons-les  varier  de  telle  sorte  que 
le  système  de  solutions  (a,  jS)  multiple  d'ordre  n  se  change  en 
n  systèmes  différents  («i,  /3i),  (a,,  [3,),  ....  Soient  Pj,  Pj,  .  . .  des 
trinômes  du  premier  degré  assujettis  simplement  aux  conditions  de 
s'évanouir,  P,  pour  x  =  «j,  j'  =  jSj  ;  P,  pour  x  =  a,,  7  =  |3,,  ..  •. 

En  même  temps,  un  second  système  de  solutions  (a',  (S')  multiple 
d'ordre  n'  se  change  en  ri  systèmes  différents.  Soient,  de  même, 
P, ,  F,,  ...  des  trinômes  assujettis  à  des  conditions  analogues^  et 
ainsi  de  suite. 

Soient  n  le  produit  de  tous  ces  trinômes  et  ^  le  polynôme  cy  dont 

v.  I  I 
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on  a  fait  varier  les  coefficients.  Toutes  les  solutions  communes  à 
(^'  =  o  et  ^  =  o  étant  simples,  j^ai 

n  =  A' cp' -f- B' ^', 

A' et  B' étant  des  polynômes  entiers.  Cette  relation  subsiste  à  la 
limite,  lorsque  ç'  =  y.  Alors  Pi,  P,,  ...  s'évanouissent  pour  x  =  a^ 
j^  =  P,  et  ainsi  des  autres. 

De  là  cette  proposition  préparatoire  : 

&'  Pi,  P,,  ...  sont  des  trinômes  du  premier  degré  en  x^y^  ay- 
sujettis  simplement  à  s'éi^anouir  pour  x  =  a,  j^  =  [3  ^  ^i  F, ,  F, ,  ... 
sont,  de  même,  des  trinômes  assujettis  à  s'évanouir  pour  x  =  a', 
y  z=zÇ/'^  et  de  même  pour  chaque  solution  commune  à  cy  =  o,  ip  =  o, 
on  peut  choisir  le  nombre  de  ces  trinômes  de  manière  à  avfoir 
identiquement,  en  désignant  par  II  leur  produit,  et  quel  que  soit 
le  polynôme  entier  J^ 

(4)  n/=C9+D4;. 

C  e{  D  étant  aussi  des  polynômes  entiers. 

■ 

Je  suppose  maintenant  la  condition  (2)  remplie  aux  environs  de 
(a,  |3).  Il  résulte  alors  de  (4)9  6t  dans  les  mêmes  limites, 

(an-~C)9  4-(6n-D)^  =  o, 
et  par  suite 

(5)  C  =  an  +  cij;, 

c  désignant  un  développement  analogue  à  a. 

Je  considère  séparément  dans  II  le  facteur  Pi.  Les  solutions 
communes  à  Pj  =  o  et  tp  =  o  autres  que  (a,  (3)  sont  toutes  simples 
et  ne  font  pas  évanouir  (f.  Elles  font  donc  évanouir  C,  d'après  (4). 
En  ce  qui  concerne  la  solution  (a,  (3),  l'équation  (5)  peut  être  en- 
visagée comme  exprimant  que  la  condition  (2)  est  remplie  à  l'égard 
de  Pi,  ^J^,  C,  jouant  le  rôle  de  9,  ^,  f.  D'ailleurs  Pj  est  un  trinôme 
du  premier  degré.  Donc,  d'après  un  résultat  précédent, 

(6)  C  =  C,P, -4-B^, 
Cl  et  B  désignant  des  polynômes  entiers. 
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La  valeur  (6)  de  C,  portée  dans  (4)7  conduit  à 

n/=CiP,cp-4-(D-4-B(p)4;. 

Comme  H  contient  le  facteur  Pi,  le  coefficient  de  Y,  donc  celte  der- 
nière identité,  contient  aussi  ce  facteur.  Je  le  supprime,  et  je  désigne 
par  n,  le  produit  des  autres  trinômes.  J'ai  alors 

(7)  n./=c,(p-+-D.4^. 

Je  répète  sur  (  7  )  et  à  l'égard  de  P,  le  même  raisonnement,  et  ainsi 
de  suite.  Je  fais  ainsi  disparaître  du  coefficient  de^dans  (4)  tous 
les  trinômes  relatifs  à  la  solution  (a,  j3). 

Si  maintenant  les  conditions  analogues  à  (2)  sont  satisfaites  par^ 
pour  toutes  les  solutions  communes  à  cp  =  oeti{/=:o,  on  fera  de 
même  disparaître  tous  les  trinômes  P,  P^,  ....  Donc  f  est  de  la 
forme  (i).  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


Sur  les  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont 
fonctions  l'un  de  Vautre;  par  M.  A.  Manmheim. 

(Séance  du  25  juillet  1877.) 

Dans  une  Communication  que  j'ai  faite  récemment  sur  ce  sujet  à 
l'Académie  des  Sciences  (*),  je  n'ai  pu,  faute  de  place,  donner  une 
démonstration  géométrique  d'un  théorème  établi  analytiquemeiit 
par  M.  Halphen  (*).  Voici  cette  démonstration  : 

Soient  a  un  point  d'une  surface  (Sr),  dont  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  sont  liés  entre  eux,  A  la  normale  en  ce  point  et  h 
et  c  les  centres  de  courbure  situés  sur  cette  normale.  Appelons  (B) 
et  (C)  les  nappes  de  la  développée  de  (Sr)  et  B  et  C  les  normales  à 
ces  surfaces  issues  des  points  i  et  c.  Prenons  pour  plan  de  la  ligure 
le  plan  de  la  section  principale  de  (Sr)  en  a  pour  laquelle  le  rayon 
de  courbure  oc  ou  Bi  est  maximum.  L'une  des  lignes  de  courbure 


(')  Voir  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  3o  avril  iî^77. 
{■)  Voir  ce  Bnlletin  pour  1876.  , 

1  I. 
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de  (Sr)  est  taDgente  en  a  à  ce  plan.  La  iiormalie  à  (Sr),  qui  a  pour 
directrice  cette  courbe,  est  une  surface  développable  dont  Tarele 
de  rebroussement  est  tangente  en  c  à  A.  Celte  surface  développable 
est  circonscrite  à  (B)  le  long  d'une  courbe  dont  la  tangente  en  b 
est  Taxe  de  courbure  de  Tautre  ligne  de  courbure  qui  passe  on  a. 
Cet  axe,  comme  je  Tai  montré  (*),  rencontre  C  en  i,  qui  est  le  centre 
de  courbure  pour  le  point  c  de  la  courbe  de  contour  apparent  de 
(C),  projetée  orthogonalement  sur  le  plan  mené  en  c  perpendicu- 
lairement à  A. 

Lorsque  a  se  déplace  sur  la  ligne  de  courbure  tangente  au  plan 
de  la  figure,  la  normale  A  se  déplace  sur  ce  plan  d'un  angle  d^  et 
le  rayon  de  courbure  ac  ou  Ri  varie. 

On  a,  en  appelant  e  le  centre  de  courbure  de  la  section  faite 
dans  (C)  par  le  plan  de  la  figure. 

Le  rayon  de  courbure  ab  ou  R,  varie  en  même  temps;  en  menant 
hj  perpendiculairement  à  la  tangente  &/,  on  a 

JR,  =  cjd^x 

on  a  alors 

rfRi et 

rfKa  ■"  cj 

Mais  cj  =z -r    (en  mettant  le  signe  —  parce  que  les  segments 

ci  et  cj  sont  nécessairement  de  part  et  d'autre  du  point  c)  -,  il  vient 

(/R, ceX  ci 

et  comme  le  produit  ce  X  ci  est  égal  au  produit  t^  f,  des  rayons  de 
courbure  principaux  de  (C)  en  c,  on  arrive  à 

JR.  ty  U 


(0 


rfK,  (K.-K,)^ 


Déplaçons  maintenant  la  normale  A  en  faisant  suivre  au  point  n 
un  élément  de  la  ligne  de  courbure  perpendiculaire  au  plan  de  la 


(•)  Voir  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  7  décembre  187/1. 
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figure  et  de  façon  que  la  variation  de  ab  soit  rfR,.  Alors,  puisque 
Ri  et  R,  sont  liés  entre  eux,  l'autre  rayon  de  courbure  variera  de 
dRj,  et  Ton  trouvera  comme  précédemment 


(2) 


En  faisant  le  produit  de  ces  deux  égalités,  il  vient 

r,r,/,/,=  (R,—  R.y. 

De  là  le  théorème  qu'il  s'agissait  d'établir  : 

Pour  une  surface  (Sr),  le  produit  des  rayons  de  courbure 
principaux  des  nappes  (B)  et  (C)  aux  points  b  et  c  est  égal  à 

(R.-R«)^ 

Des  relations  (1)  et  (2)  nous  pouvons  déduire  quelques  consé- 
quences. Si,  par  exemple,  on  considère  les  surfaces  four  lesquelles 
Ri  —  Rj  =  const.,  on  a 

dR.  =  c?Ra, 

et  par  suite 

r./,  =  /,/,  =  - (R,-R,)^ 

On  peut  donc  dire  : 

Lorsque  Rj  —  R,=:  const.,  les  nappes  (B)  et  (C)  sont  à  cour- 
bures opposées  ;  le  produit  des  rayons  de  courbures  principaux  de 
(B)  est  égal  au  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  de 
{C)etégalà  —  {J{,  —  l\^y. 

De  la  même  manière,  ou  trouvera  que  : 

Lorsque  ~  =  const.,  le  produit  des  rayons  de  courbure  princi- 

paux  de  [B)  en  b  est  proportionnel  au  produit  analogue  pour  (C) 
et  au  produit  analogue  pour  (Sr)  en  a. 

A  ces  théorèmes  j'ajouterai  les  suivants,  qui  résultent  facilement 
des  théorèmes  démontrés  dans  la  Note  à  l'Académie  dont  je  viens 
de  parler  : 

JjOrsque  R,  —  Rj=  const.,  les  nonnalies  qui  touchent  (B)  et  (C) 
suivant  des  asymptotiques  ont  pour  plans  centraux  les  plans  bissec- 
teurs des  dièdres  fonnés  par  les  plans  des  sections  principales.  Ces 
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normalies  ont  pour  lignes  de  striction  des  courbes  lieux  des  points 
milieux  des  segments  tels  que  bc^  et  leur  paramètre  de  distribution 

est  constant  et  égal  à  -^ Les  asjmptotiques  des  nappes  (B) 

et  {C)  ont  même  rayon  de  seconde  courbure, 

Lorsqu  une  surface  com^exe  (Sr)  «  ses  indicatrices  semblables 
entre  elles,  les  normalies  qui  touchent  (B)  et  (C)  suiv^ant  des 
asjmptotiques  ont  pour  directrices  des  courbes  qui  coupent  sous 
le  même  angle  les  lignes  de  courbure  d'un  même  système  rfe  (Sr). 
Les  lignes  de  striction  de  ces  normalies  partagent  dans  un  rapport 
constant  les  segments  tels  que  bc. 


TTiéorème  sur  les  surfaces  ;  par  M.  Haag. 

(Séance  du  ii  juillet  1877.) 

Soit 

Téquation  géométrique  d'une  surface  dont  u  est  le  rayon  vecteur  (*)  \ 
fx,  V  sont  des  variables  algébriques  indépendantes  et  la  fonction  f 
une  fonction  géométrique  représentant  une  grandeur  géométrique 
déterminée  lorsqu'on  attribue  à  /x  et  à  v  des  valeurs  quelconques. 
On  a,  par  diQercntiation, 

du_dfdjx  .   dfdv 

^    '  dt       dii  dt  ~^  dv  dt' 

(j^_d\f  tdjiy  d\f   dfx  dv 

dt'  ""  dix'  \în)  "^  ^  djïdîf  dt  dt 

dv'  \dt)        d[L  dt*       dv   dt'^ 
et  ainsi  de  suite. 


(*)  Nous  n*emp]oierons  pour  la  démonstration  que  nous  avons  en  vue  que  les  for- 
mules les  plus  simples  du  Calcul  géométrique  :  ces  formules  ne  sont  qu'une  exten- 
sion aux  quantités  géométriques  des  règles  du  calcul  algébrique  ordinaire. 
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Ces  formules  représentent  les  accélérations  d'ordre  successif 
d'un  point  ni  qui  se  meut  arbitrairement  sur  la  surface. 

Supposons  d'abord  que  a  et  v  varient  d'une  manière  absolument 
quelconque.  Le  point  m  décrira,  à  partir  d'une  position  initiale,  une 
courbe  quelconque  sur  la  surface.  Les  coefCcients  géométriques 

-J-y  -j-  auront  alors  des  valeurs  déterminées,  tandis  que  les  quan- 
tités algébriques  -^>  -r  seront  arbitraires. 
L'équation  (  a  )  de  la  forme 

du       df         df 
dt        dyi  «fx*' 

montre  que  l'extrémité  de  la  vitesse  se  trouve  dans  un  planjixe, 
quelle  que  soit  la  trajectoire  que  Von  suive. 

C'est  le  théorème  du  plan  tangent. 

Supposons  maintenant  que-j->  -r  soient  déterminés,  ce  qui  re- 
vient à  se  donner  la  vitesse  -7-  du  point  mobile.  Ce  point  se  trou- 
vera dès  lors  assujetti  à  décrire  sur  la  surface  une  trajectoire  tan- 
gente à  une  direction  donnée  qui  est  celle  de  sa  vitesse.  L'équation  (3), 
dans   laquelle   toutes   les   quantités  géométriques  et  algébriques 

d^  fx    d^v 
sont  déterminées  à  rexception  de  -rÇ»  ;7-j  qui  restent  arbitraires, 

fait  voir  que  l'accélération  est  de  la  forme 

d'il       .        df  df 

A  étant  une  constante  géométrique. 

Ainsi,  lorsqu'un  point  mobile  se  déplace  sur  une  surf  ace  donnée 
av^ec  une  vitesse  donnée,  l' extrémité  de  son  accélération  se  trouve 
dans  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  à  la  surface. 

Interprétons  géométriquement  ce  résultat.  L'accélération  en 
question  se  décompose,  comme  on  le  sait,  en  deux  composantes, 

l'une  tangentielle,  égale  en  grandeur  â  -v-  5  en  désignant  par  v  la  vi- 
tesse,  Tautre  dirigée  suivant  la  normale  principale  et  égale  à  — >  en 

r 
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appelant  p  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire.  La  seconde  de  ces 
composantes  est  seule  à  considérer  pour  obtenir  la  projection  de 
l'accélération  sur  la  normale  à  la  surface  :  or,  d'après  le  théorème 
précédent,  cette  projection  est  constante;  ce  théorème  s'exprime 
donc  par  la  relation 


—  cos<p  =  oonst., 


en  désignant  par  cp  l'angle  que  fait  la  normale  principale  à  la  tra- 
jectoire avec  la  normale  h  la  suiface  ou  en  d'autres  termes  l'angle 
du  plan  oscuiateur  avec  le  plan  de  la  section  normale  correspon- 
dante. Soit  R  le  rayon  de  courbure  de  cette  section,  l'équation  pré- 
cédente deviendra 


1^'  vî 


-coscp  =  Tr    ou     pi=Rcoscp: 
p        ^       K  ^ 

c'est  le  théorème  de  Meusnier. 

On  voit  aisément  que  les  remarques  auxquelles  les  expressions 
de  la  vitesse  et  de  l'accélération  ont  donné  lieu  peuvent  s'étendre 
aux  accélérations  d'ordre  quelconque.  On  est  ainsi  conduit  à  un 
théorème  général  qui  s'énonce  de  la  manière  suivante  : 

Lorsqu'un  point  mobile  est  assujetti  à  se  déplacer  sur  une  sur- 
face à  partir  d'une  position  donnée  m,  si  sa  vitesse  et  ses  n  —  i 
premières  accélérations  sont  données,  son  accélération  d'ordre  n 
est  assujettie  à  avoir  son  extrémité  dans  un  plan  parallèle  au 
plan  tangent  à  la  surface  en  m. 

Ce  théorème,  dont  nous  avons  donné  les  interprétations  géomé- 
triques dans  le  cas  de  la  vitesse  et  de  l'accélération,  est  encore  sus- 
ceptible pour  la  suraccélération  d'une  interprétation  assez  simple. 

On  sait  qu'en  appelant  pi,  p,,  p»,  ...  le  rayon  de  courbure  de 
la  trajectoire  et  ses  dérivées  successives  par  rapport  à  l'angle  de 

contingence  (*)  et  r  le  rayon  de  seconde  courbure  (c'est-à-dire 
— y  e  étant  l'angle  de  deux  plans  osculateurs  consécutifs  J ,  on  a  pour 


(  '  )  Dérivées  qui  devienneDt,  dans  le  cas  des  courbes  planes,  les  rayons  de  courbure 
des  développées  succesaivet  de  la  courbe. 
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les  composantes  de  T  accélération  de  second  ordre  : 

Suivant  la  tangente -7- r 

Suivant  la  normale — , 7- 

p.rf'        PÎ 

V* 

Suivant  la  binormale  (perp.  au  plan  osculateur).    — 

Le  théorème  général  montre  que,  pour  toutes  les  trajectoires  sui- 
vies, la  somme  des  projections  des  deux  dernières  composantes  sur 
la  normale  mNà  la  surface  doit  être  constante,  ce  qui  s'exprime 
par  la  relation 

(3vdv       v*    \                  V*    , 
— t; r  P2 1  coscp  H sin  9  =  const. 
p,di       pi^  J        ^       p.r       ^ 

Mais,  puisque  la  vitesse  et  l'accélération  sont  données,  les  quantités 
-7-»  ainsi  que  Tangle  y  et  le  rayon  pi,  sont  les  mêmes  pour  toutes 

les  trajectoires  que  le  point  m  peut  suivre. 
L'équation  précédente  revient  donc  à 

_  Pî  tang?  ^  ^^^^^ 
r 

D'ailleurs,  si  w  est  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  et  R  son  rayon, 
on  a,  par  une  formule  connue, 


donc 


ou 


ou  enfin 


p,  =  p, i-  =1  — î-  ; 


nw  —  0,  tango 

■ ^^  —  const. 


n  &)  —  /i  N 
z=  const., 


—  =:  const., 
r 


résultat  qui  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Soient  différentes  courbas  osculatrices  entre  elles  tracées  sur 
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une  même  surface  à  partir  d'un  point  m.  Si  l'on  porte  sur  la  bi- 
normale  commune  à  toutes  ces  courbes  une  longueur  mr  égale  au 
rayon  de  seconde  courbure  de  la  courbe  choisie  et  si  Von  joint 
le  point  ainsi  obtenu  au  centre  tsi  de  la  sphère  osculatrice,  la 
droite  wr  rencontre  la  normale  à  la  surface  en  un  point  iqui  est 
le  même  quelle  que  soit  la  courbe  choisie. 


Sur  des  suites  de  fractions,  analogues  à  la  suite  de  Farey; 

par  M.  Halphen. 

(SéaDce  du  27  juin  1877.) 

1 .  La  suite  deFarey  est  constituée  par  Tensemble  des  fractions, 
réduites  à  leurs  plus  simples  expressions,  dont  les  dénominateurs 
ne  dépassent  pas  un  nombre  donné.  Ces  fractions  sont,  en  outre, 
rangées  par  ordre  de  grandeur. 

Si,  dans  cette  suite,  on  prend  deux  fractions  distantes  de  deux 
rangs,  et  que  l'on  compose  une  nouvelle  fraction  ayant  respecti- 
vement pour  numérateur  et  pour  dénominateur  la  somme  des 
termes  correspondants  des  proposées,  cette  nouvelle  fraction  est 
précisément  égale  à  celle  qui,  dans  la  suite  envisagée,  est  placée 
entre  les  deux  proposées. 

Ce  théorème  a  été  énoncé  par  Farey  à  la  Société  pliilomathiquc 
[Bulletin 'des  Sciences  pour  1816),  et  démontré  peu  après  par 
Caucliy  (  ibid.)  (*  ).  Je  me  propose  de  Tétcndre  ici  à  d'autres  suites 
analogues,  et  de  démontrer  notamment  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Soit  une  suite  de  nombres  commensurables, 
réduits  à  leurs  plus  simples  expressions,  rangés  par  ordre  de 
grandeur,  et  choisis  suivant  une  loi  telle  que,  si  un  nombre  en  est 
exclu,  tous  les  nombres  dont  les  deux  termes  sont  au  moins  égaux 
respectivement  aux  termes  de  ce  dernier  en  soient  aussi  exclus  : 
cette  suite  jouit  de  la  même  propriété  que  celle  de  Farej. 


(')  Le  tome  V  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  (  1"  série )  cotiiienl 
ô{;aleinciit  un  petit  Mémoire  de  M.  Stouvenel  sur  la  suite  de  Farey. 
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On  peut  ajouter,  ainsi  que  Caucliy  Ta  fait  remarquer  à  Tégard 
de  la  suite  de  Farey  :  Deux  nombres  consécutifs  ont  leurs  dénomi^ 
nateurs  premiers  entre  eux;  la  différence  de  ces  deux  nombres 
a  pour  numérateur  V unité. 

2.   Soient  t»  -t,  deux  nombres  commensurables,  réduits  à  leurs 

plus  simples  expressions.  Le  nombre  t- -r,  est  compris  entre  les 

deux  précédents.  Pour  abréger,  j'appellerai  ce  troisième  nombre 
la  moyenne  des  premiers.  Étant  donnée  une  suite  de  n  nombres, 
si  Ton  y  intercale  la  moyenne  entre  chaque  couple  de  nombres 
consécutifs,  on  forme  une  nouvelle  suite  de  (2/1 —  1)  nombres. 
Substituer  cette  nouvelle  suite  à  la  précédente  sera  dit  interpoler 
la  suite  proposée. 

Lemhe  I.  —  En  interpolant  la  suite -j  ->  et  successii^ement 

^  I    0 

celles  qui  s^en  déduisent,  on  reproduit  tous  les  nombres  commen- 

surables  positifs,  chacun  une  seule  fois,  et  réduit  à  sa  plus  simple 

expression  (*). 

i^  Chacun  des  nombres  que  l'on  produit  n'apparaît  qu'une 
seule  fois.  En  eflct,  les  nombres  apparaissent  toujours  rangés  par 
ordre  de  graudeur  dans  une  quelconque  des  suites  successives. 

2°  Soit  T  un  nombre  commensurable,  réduit  à  sa  plus  simple 

expression.  Je  vais  chercher  sa  place  dans  les  suites  considérées. 

Le  nombre  ^  s'obtient  par  l'addition  des  termes  de  -y  pris  b  fois 

avec  les  termes  correspondants  de  -?  pris  a  fois.  Pour  fixer  les 
idées,  je  suppose  a^b.  Je  puis  alors  remplacer  cette  addition  par 
celle  des  termes  de  -»  pris  (a —  b)  fois,  avec  ceux  de  la  moyenne 

-de -et-»  ces  derniers  pris  b  fois.  Soit  encore  a  —  b^b.  on 
I  I        o  ^  ^ 


(*  )  Cette  proposition  a  été  aperçue,  bleu  que  non  énoncée  ni  prouvée,  par  l'auteur 
d'un  intéressant  opuscule  intitulé  :  Calcul  des  rouages  par  approximation  y  nouvelle 
meMo^/e  par  Achille  Brocot,  horloger.  (Paris,  1862.) 


-  172  - 
peut  i*emplacer    cette   addition  par  celle  des  termes   de  -j  pris 

(a  —  2i)  fois,  avec  les  termes  de  la  moyenne  de  -  et  de  -»  ces 

« 

derniers  pris  b  fois,  et  ainsi  de  suite.  De  la  sorte,  si  m  est  Tentier 
contenu  dans  r»  je  forme  m  fois  de  suite  la  moyenne  entre  -  et  le 
nombre  le  plus  voisin  précédemment  obtenu^  et  je  remplace  Topé- 
ration  par  Taddition  des  termes  de  -»  pris  h  fois,  avec  ceux  de  la 

dernière  moyenne  A  f  A  =  —  )  »  pris  a  —  nib  =  a  fois. 

J'intercale  une  nouvelle  moyenne  A'  entre  -  et  A,  et  je  remplace 

l'opération  par  l'addition  des  termes  de  A,  pris  [b  —  a!)  fois,  avec 
ceux  de  A',  pris  af  fois.  La  suite  des  opérations  est  manifeste,  et 

l'on  voit  que  le  nombre  j-  apparaît,  réduit  à  sa  plus  simple  ex- 

pression,  après  des  interpolations  dont  le  nombre  est  égal  à  la 
somme  des  quotients  incomplets  de  la  fraction  continue  égale 

3.  LemmeU.  —  Si  deux  nombres  commensurab les,  réduits  à  leurs 
plus  simples  expressions,  ont  leurs  dénominateurs  premiers  entre 
eux,  et  que  leur  différence  ait  pour  numérateur  l'unité,  les 
mêmes  choses  ont  lieu  à  l'égard  d'un  quelconque  de  ces  deux 
nombres  et  de  leur  moyenne. 

Lemme  III.  —  Si  l'on  a 

a''b  -  h\a  =  1,     a!b"  -  b' a"  ^  i, 

le  nombre  t^  est  la  moyenne  de  -r  et  de  y 

Sans  m'arrêter  à  démontrer  ces  deux  dernières  propositions,  j'en 
tire  cette  conséquence  : 

Théorème  II.  —  Si  l'on  interpole  un  nombre  quelconque  de 

fois  la  suite  -  >  -  >  deux  nombres  consécutifs  quelconques  de  la 

suite  obtenue  ont  leurs  dénominateurs  premiers  entre  eux,  et  leur 
différence  a  pour  numérateur  l'unité. 
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Si,  en  ed'et,  on  admet  cette  proposition  pour  la  suite  obtenue 
après  n  interpolations,  il  résulte  du  lemme  II  qu'elle  a  encore  lieu 
après  (tî  4-  i)  interpolations.  Or  elle  a  lieu  pour  la  suite  originelle 


G      I 


-î  -•  Donc  elle  est  prouvée. 

CoROLLAiHE. — Dans  la  suite  obtenue  après  un  nombre  quelconque 
d'interpolations  opérées  sur  -i  -»  chaque  nombre  est  la  moyenne 
de  celui  qui  le  précède  et  de  celui  qui  le  suit. 

Ce  corollaire  découle  du  théorème  II  au  moyen  du  lemme  III.  ' 

4.  Appelons,  pour  abréger,  /i**°*«  suite  complète  celle  qui  se  dé- 
duit de  -5  -  par  n  interpolations.  Je  considère  une  suite  S  assu- 
jettie à  cette  seule  condition  que  deux  nombres  consécutifs  quel- 
conques de  S  soient  consécutifs  également  dans  une  suite  complète. 
D'après  cette  définition  et  en  vertu  du  théorème  II,  deux  nombres 
consécutifs  quelconques  de  S  ont  leurs  dénominateurs  premiers 
entre  eux,  et  leur  diflérence  a  pour  numérateur  Funité^  par  con- 
séquent, en  vertu  du  lemme  III,  si  les  nombres  y  sont  rangés  par 
ordre  de  grandeur,  chaque  nombre  est  la  moyenne  de  celui  qui  le 
précède  et  de  celui  qui  le  suit:  donc,  pour  prouver  le  théorème  J, 
il  me  suflira  de  prouver  que  la  suite  dont  il  est  question  dans  l'é- 
noncé de  ce  théorème  est  une  suite  telle  que  S. 

Soit  S' la  suite  envisagée.  Les  suites  complètes  reproduisant  tous 
les  nombres,  on  formera  S'  en  faisant  des  exclusions  dans  les  suites 
complètes.  Soient  A,  A'  deux  nombres  consécutifs  de  la  /i**^™*  suite 
complète,  et  qui  existent  dans  S'.  Je  dis  que,  s'ils  ne  sont  pas  con- 
sécutifs dans  S',  leur  moyenne  existe  dans  S'.  Si,  en  ellct,  la 
moyenne  A''  de  A  et  de  A'  est  exclue  de  S',  il  en  est  de  même  de 
tous  les  nombres  que  Ton  obtient  par  interpolation  entre  A  et  A'; 
car  ces  nombres  ont  leurs  termes  respectivement  supérieurs  à  ceux 
de  A'^  et  sont  dès  lors  exclus  en  vertu  de  la  définition  de  S' 
(théorème  I).  Mais  les  nombres  obtenus  par  interpolations  suc- 
cessives entre  A  et  A'  reproduisent  tous  les  nombres  eommensu- 
rables  compris  entre  ces  deux  limites  (lemme  I).  Donc  A  et  A'  sont 
consécutifs  dans  S',  à    moins  que  leur  moyenne  A"  ne  soit  aussi 
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comprise  dans  la  suite.  Donc,  dans  une  suite  satisfaisant  à  la  con- 
dition énoncée  au  théorème  /,  deux  nombres  consécutifs  quel- 
conques sont  aussi  consécutifs  dans  une  suite  complète. 
Le  lliéorèmc  I  est  par  là  démontré. 

5.  La  suite  de  Farey  nous  fournît  l'exemple  le  plus  simple.  On 
peut  aussi  astreindre  les  numérateurs  à  ne  pas  dépasser  une  certaine 
limite^  mais  cet  exemple  nediQère  pas  au  fond  du  précédent.  Soit, 
en  général, y*(rt,  i)  un  polynôme  entier  à  coefficients  positifs.  Si 
l'on  astreint  y*  (a,  i)  à  ne  pas  dépasser  une  limite  assignée,  les 

nombres  -r  forment  une  suite  qui  vérifie  le  théorème  L 

Les  suites  couiplètes  sont  dans  le  même  cas.  D'après  l'analyse 
du  n°  2,  on  peut  les  définir  comme  il  suit  :  La  suite  complète  de 
rang  n  est  composée  par  V  ensemble  des  nombres  commensurables 
dont  chacun  est  égal  à  une  fraction  continue  où  la  somme  des  quo- 
tients incomplets  n  excède  pas  le  nombre  n. 

Les  termes  de  rang  pair,  dans  la  «'*"*•  suite  complète ,  donnent 
lieu  à  des  fractions  continues  où  les  sommes  des  quotients  incom- 
plets sont  toutes  égales  à  n.  On  obtient  par  là  toutes  les  décompo- 
sitions du  nombre  //  en  une  somme  d'entiers  positifs,  et  l'on  en  peut 
déduire  que  le  nombre  des  partitions  de  n  en  une  somme  d'en- 
tiers  positijs  est  égal  à  a""*,  si  Von  tient  compte  de  V ordre  des 
parties» 

En  effet,  a"~*  est  le  nombre  des  termes  de  rang  pair  de  la  suite. 
Une  même  partition  est  fournie  deux  fois  \  mais,  d'autre  part,  à  une 

fraction  continue 

I 
a 


correspondent  deux  partitions,  savoir  : 

Le  nombre  total  des  partitions  est  donc  bien  a""* . 

Soit,  par  exemple,  /ï  =  5  :  en  ne  prenant  dans  la  suite  que  les  frac- 
tions plus  petites  que  l'unité,  on  a,  pour  celles  de  rang  pair,  les 
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suivantes  : 

12334554, 

■=^       -•»       TjJ       -t       ->       rz^       -t       ^1' 
07077075 

qui  fournissent  les  16  partitions  du  nombre  5. 

6.  Les  propriétés  de  la  suite  de  Farey  appartiennent  encore  à  des 
suites  qui  échappent  à  la  définition  donnée  dans  l'énoncé  du  théo- 
rème I,  et  qu'il  me  paraît  difficile  de  définir  d'une  manière  géné- 
rale. Je  me  contente  d'un  exemple  :  la  suite  des  nombres  dans 
chacun  desquels  la  dilTérence  entre  le  dénominateur  et  le  numé- 
rateur n'excède  pas  une  limite  donnée.  C'est  ce  qu'il  sera  aisé  du 
démontrer. 

En  dernier  lieu,  je  signalerai  une  curieuse  conséquence  de  l'ana- 
lyse ci-dessus  :  Si  l'on  interpole  continuellement  la  suite  i ,  1 , 
cliaque  nombre  p  apparaît  autant  de  fois  quil  y  a  de  nombres 
premiers  à  p  et  inférieurs  à  lui. 

En  efiet,  on  engendre  ainsi  les  dénominateurs  de  toutes  les  frac- 

o        I 

tions  comprises  entre  -  et  -• 


Sur  une  classe  de  groupes  d^  ordre  fini  contenus  dans  les  groupas 

linéaires;  par  M.  Camille  Jordan. 

(Séance  du  27  juin  1877.) 

Soient  n  un  nombre  premier  impair;  6  une  racine  /t'^*"®  de  l'u- 
nité*, Xo ,. .  .,  :c„«i  des  variables  distinctes.  Les  substitutions 

0=\  Xp     Oxp  |,       \=  \  Xp    QPXp  I,       B=  \  Xp    Xp+t  I 

ont  pour  déterminant  i,ct,  combinées  ensemble,  fourniront  un 
groupe  G  d'ordre  p^  dont  les  substitutions  ont  pour  forme  gé- 
nérale 

6?A*BP=  I  Xp    0^P^9Xp+^  \. 

Cherchons  à  construire  le  groupe  H  formé  par  les  substitutions 
de  déterminant  i  qui  sont  permutables  à  G. 
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Ce  groupe  contieiil,   outre  les  substitutions  0,    A,  B,  la  sui- 
vante : 

laquelle  transforme  Q^  A,  B  en  0,  A,  AB  -,  et  la  substitution 


qui  les  transforme  en  9,  B,  A""*  (le  coeflSeient  a  étant  choisi  de 
telle  sorte  que  D  ait  pour  déterminant  i). 

Il  est  aisé  de  voir  que  H  est  dérivé  des  seules  substitutions 
0,  A,  B,  C,  D,  et  a  pour  ordre  («*  —  i)  w*. 

En  ellet,  soit  5  une  substitution  de  H.  Elle  devra  transformer  A 
en  une  substitution  de  la  forme  6p  A*BP,  où  /9,  a,  [3  peuvent  varier  de 
zéro  'dp  —  I .  D'ailleurs  a  et  (3  ne  peuvent  s'annuler  à  la  fois  ;  car  une 
substitution  de  la  forme  d?,  étant  échangeable  à  toute  substitution 
linéaire,  ne  pourrait  être  la  transformée  de  A. 

D'autre  part,  on  vérifie  immédiatement  qu'en  combinant  les 
substitutions  A,  B,  C,  D  on  peut  obtenir  une  substitution  S'  qui 
transforme  A  en  0pA*B%  quels  que  soient  p,  a  et  [3,  pourvu  qu'on 
n'ait  pas  à  la  fois  a  =  o,  ]3  =  o. 

Le  nombre  des  transformées  distinctes  de  A  par  les  substitutions 
de  H  sera  donc  (/i*  —  i)  «  *,  et  l'on  aura  S  --  ÏS',  T  étant  une  nou- 
velle substitution  de  II,  échangeable  à  A. 

Cette  substitution  T  transformera  0,  A,  B  en  (?,  A,  6' A^B^.  On 

a  d'ailleurs  l'équation 

AB  =  0BA, 

laquelle  deviendra,  après  la  transformation, 

A0'A^B«izzO.{?»AtB*.A  =  (?-*A6»AtB«; 

donc  5  =  1. 

Or  on  déduit  immédiatement  de  la  combinaison  de  B  et  deCune 
substitution  1^  qui  transforme  0,  A,  B  en  0,  A,  0'A«B,  quels  que 
soient  œ  et  y  •,  donc  le  nombre  des  transformées  distinctes  de  B  par 
les  substitutions  de  l'espèce  T  sera  /i',  et  l'on  aura  T  =  UT',  U 
étant  une  nouvelle  substitution  de  H,  échangeable  à  0,  A,  B,  la- 
quelle ne  pourra  évidemment  être  qu'une  des  n  puissances  de  0. 

Donc  l'ordre  de  H  sera  bien  égal  à  (/x*  —  i)  w.  /l'w,  et  ses  sul)- 
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stitutions,  étant  de  la  forme  UT'S',  seront  dérivées  de  0,  A,B,C,D. 

Sî  n  étaît  égal  à  2,  au  lieu  d'être  premier  impair,  les  substitu- 
tions A,  B,  C  auraient  pour  déterminant  —  1  •,  mais,  en  multi- 
pliant leurs  coefficients  par  /,  on  obtiendrait  des  substitutions  de 
déterminant  i ,  auxquelles  on  pourrait  appliquer  les  raisonnements 
précédents. 

On  peut  étendre  aisément  ces  résultats  au  cas  où  le  nombre  des 
variables  ne  serait  plus  n,  mais  une  puissance  de  n.  Supposons-le 
égal  à  />',  par  exemple,  et  désignons  les  variables  par  x^^,  oùpelq 
varient  de  zéro  k  p  —  i . 

Nous  considérerons  le  groupe  G,  d'ordre  /?',  dérivé  des  substi- 
tutions 

A==    \   Xpq      QPXpq    |,       \,=:  \    Xpq      OlXpq    |, 

H   rr:      I      Xpq         Xp^x,q     j,  K,    nr     j     Xpq         Xp^q^y      |. 

Le  groupe  H,  formé  des  substitutions  de  déterminant  i  permu- 
tables à  G;  sera  dérivé  des  substitutions  de  G,  jointes  aux  sui- 
vantes : 


c=. 

Xpq 

0               ^         Xpq 

y 

Cl                   Xpq 

0        '     ^pj   . 

D- 

Xpq 

alQt""x„,q        |, 

D,   —          Xpq 

aie^'^.rp^ 

E    - 

Xpf, 

Xqp 

1 

\    Xpq 

OPIXpq 

lesquelles  transforment  respectivement  A,  B,  Aj,  Bj  en  A,  AB,  A^, 
B,-,  A,  B,  A„  A,  B.  5  B,  A-,  A.,  B,  ;  A,  B,  B,,  A- ;  A„  B„  A,  B; 
A,  AjB,  A,,  ABi.  Ces  substitutions,  combinées  à  celles  de  G,  per- 
metlront  :  1**  de  transformer  A  en  Tune  quelconque  des  (/z* —  i)n 
substitutions  de  la  forme  0?A'B^A^A^  (où  a,  (3,  7,  0  ne  sont  pas 
nuls  à  la  fois)^  a°  puis,  sans  altérer  A,  de  transformer  B  en  l'une 
quelconque  des  /j*  substitutions  ôpA'BA^B^  3°  puis,  sans  altérer  A 
ni  B,  de  transformer  Ai  en  une  quelconque  ics  (/i*  —  \)  n  substi- 
tutions de  la  forme  0?A^B^;  4**  puis,  sans  altérer  A,  B,  A,,  de  trans- 
former Bi  en  l'une  quelconque  des  /i*  substitutions  ô?A\Bi.  Enfin 
les  n  puissances  de  0  laisseront  A,  B,  Ai,  Bi  invariables.  L'ordre 
de  H  sera  donc  («*  —  \)  n,  n^ .  (11^  —  \)n,  n*,  n. 


Y.  I^ 
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Sur  les  déi^eloppements  en  séries  des  irrationnelles  du  se- 
cond degré  et  de  leurs  logarithmes  népériens;  par 
M.  Edouard  Lucas. 

(Séance  du  ii  juillet  1877.) 

Les  développements  des  fractions  en  séries  par  la  formule  de 
M aciaurin  donnent  lieu  à  un  très -grand  nombre  de  formules  pour  le 
développement  des  irrationnelles  du  second  degré,  et  des  fonctions 
symétriques  des  racines  des  équations  du  second  degré  à  coefficients 
commensurables.  Nous  montrerons  ultérieurement  Timportance 
de  ces  développements,  dans  leur  application  à  la  théorie  des 
nombres  premiers. 

1 .  Désignons  par  a  et  b  les  deux  racines  de  Téquation 
(i)  x'=:Vx~^Q, 

dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs,  et 
premiers  entre  eux*,  nous  ne  considérerons  que  le  cas  des  racines 
réelles.  Soient,  de  plus,  les  fonctions  numériques  simplement  pé- 
riodiques, 

fft f)** 

(2)  l\= -,     V„  =  a--^A''; 

a—  b 

on  a,  en  désignant  par  \/^  la  différence  des  racines  de  Téqua- 
tion  (i), 

^2  0  / 


(3)  /l'„  =  -2_Q^sin(^logi", 


V-A 


\ 


2 


U.,  I  /'/ly/- 

.  f  n  rt  Av    1  ~ 


a 


'    ^^^S\-h —  ^ogl 


Ces  relations  indiquent  l'identité  des  fonctions  U„  et  V„  avec  les 
fonctions  hyperboliques  et  les  fonctions  circulaires.  On  a  ainsi  les 
formules  de  récurrence 
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qui  correspondent  exactement  à  celles  de  Thomas  Simpson  : 

sîn  (/i  H-  2)5  =  2  C0S2  sin  (/i  -+- 1)2  —  sin  nz, 

C0S(/l  -h  l)z  =z  2C0S2  COS(/l  -h  l)2  —  COS/13. 

On  a  de  même 

ces  égalités  correspondent  aux  formules  d^addition  qui  donnent 

sîn(j^  -{-  x; )  et  cos [j  -^  z)\oïi  di  aussi 

(6)  U,î-     U„_.  U„^.  = -f.  Q-\ 

ces  égalités  correspondent  aux  formules 

sin'  X  -+-  cos'^  =  I, 

sin'  X  —  sin  [x  —y)  sin  [x  -4- j)  =  sln'^% 

cos'x  —  cos(x  —y)  cos(j:  -+- j)  =sin*j\ 

2.  La  première  des  formules  (6)  conduit,  par  la  théorie  de  la 
division  des  fonctions  numériques,  à  la  résolution  de  Téqualion  de 
Pell.  On  a  encore 

la  première  des  formules  (7)  a  été  appliquée  par  M.  Gûntlier,  pour 
/•  =  1,  à  la  résolution  de  l'équation  indéterminée 

en  nombres  entiers  (  *  )  ^  il  serait  facile  de  généraliser  ces  considéra* 
lions. 


(')  Journal  de  Mathémafiqites  pures  rt  appliquées  «le   M.    Rosal,    pages   331-3^1  } 
octobre  i8-;0. 

\1. 
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Les  deux  formules  (7)  daftnent  immédiatement 


et  les  deux  relations 


(9) 

donnent  ainsi 


U(,H^)  V,  -     U,  V.+,  =  2  Q"  U„ 


v-^'-^v-    ^Q-uJ    '     I      Q^      I...,     Q'*"'^'    1 

Lorsque  /z  augmente  indéfiniment  dans  les  égalités  (8),  le  second 
membre  a  pour  limite  la  plus  grande  a  des  racines  de  Téquation  (i); 
et,  lorsque  k  augmente  indéfiniment,  les  seconds  membres  dos  éga- 

lîtés  (10)  ont  pour  limites  "7=  et  ^A.  On  peut  ainsi  développer  la  ra- 
cine carrée  d'un  nombre  entier  en  séries  de  fractions  ayant  pour 
numérateurs  l'unité  :  c'était  un  usage  familier  aux  savants  de  la 
Grèce  et  de  l'Egypte;  ainsi,  par  exemple,  cette  valeur  approxima- 
tive 

sf3       I         I 

4       ^      10 

rapportée  par  Columelle  au  Chapitre  V  de  son  Ouvrage  de  Rc 
rusticâ;  ainsi  encore  cette  valeur  approximative 

donnée  par  les  auteurs  indiens  (*)  \  cette  valeur  est  égale  au  quotient 

V 

rr-S  en  supposant,  dans  l'équation  (  i  ),  que  P  =  2  et  Q  =  —  i . 


(  *)  M.  Catitor,  Rendiconti  del  fR,  Istituto  Lombardo;  Milano,  1877. 
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3.  Les  formules  qui  donnent  la  somme  des  sinus  ou  des  cosinus 
d'arcs  en  progression  arithmétique  deviennent 

r  tr  nr 

m 


(") 


r 

—  u           '        . 

-^„+'S                nr     ' 
*       VrQ* 

.  +  Q   '«V,^, 

S 
fr                                                nr 

+  Q~  »  V.+.r -t- . . .  +Q    *  V 

U«+.   Q^ 

V              * 

» 

i 

mais  on  a  les  formules  plus  simples 

r  _L.îT    ^       _i_fT    _tJ'--^Q^^"'-  — tlÇM-Qr 

""     'v-^v,H-.^v.='''^^y--^'-'-. 

Si,  dans  la  relation 

nous  supposons  successivement  k  égal  à  o,  i ,  2,  . . . ,  «,  nous  obte- 
nons par  addition 

K-n 

et  nous  trouverions  de  môme  les  sommations 


k=zn  fc  =  n 

Vf^.7|p  \ s^fktt  ^^  y^    «Jr-Hîitp  \  i.t-làn 

^=0  k=0 


■4;     i^!^  «  S 


—  182  - 
On  a,  en  particulier, 


;  u;  ^  u,v  .  y^i 


I^  ^  !^  ^  Hî:  u.  ...  "(••"-■>  _  '  r  ^'('^')r                    1 

fl5)    /  t-          '«fc                                          _i 

V        '    \   V»          V*            V  V2                                               TT 

Q-,+  QÏ,+    -.+  ••+  q;,        =2«-.  +  -^j-ô;;^, 

V        V*         V  V                                          1' 

l   Q"        Q'"        Q''  ^('«-HOr  —  a«  H- 2-f-  u-Q(^^„,- 


On  obtient  encore 


y    U,î,  +  Xr  = 


(.6) 


^{V.,-Q"-i) 

QC+l)r_, 


S 


m-¥  kr .i^^— — — — ^^— 


*  =  o 


en  particulier,  pour  P  =  i ,  Q  =  —  i  dans  Téquation  (i), 

u  j  -f-  u  ;  +  u  j  -f- . . .  +  u  ^  =  u„  u„^ . , 

et,  par  la  première  des  formules  (lo), 

I  -4-  i/5                   I                 I  I 
1— =  1+ :  + 


l'-M'  I*-M^-f-2' 


i>-4-i'-h  2» 4- 3'        i»-M»-h  2*4-3^+5 


j       •  •  •■ 


4.  Pour  la  multiplication  des  /onctions  numériques,   on  a  d'a- 
bord 

(17)  U,.--^U.V,,     2V:«  =  \--Al';, 


i:t,  à  cause  de  la  première  des  relations  (6  j, 

.18)  V,,  r^  V„>  -  ,,  Q«. 

On  a  ensuite  les  formules 


('9) 


U,„r3  AU,Î  -h3Q"U„, 


et  aussi 


(20)  .   V,,z=V„*--5Q-V;;4-5Q=''V., 


qui  correspondent  à  des  développements  bien  connus  •,  on  en  dé- 
duit inversement 


V„i=:  y/^Q"  H-  V2«, 


,^   .  V„c:^V:iQ"  +v'^Q''  -H  V,,, 


.  _i/ 


V'  JiQ"  -i-  \  2Q"'  -t-  v'?-Q*"-:- V\.,M 


Ces  formules  sont  analogues  à  celles  qui  donnent  cosy*  ^-^^  u' 

cos  -^1  •  •  •  ;  on  trouvera  de  même  des  formules  semblables  à  celles 
10 

qui  donnent  les  expressions  de  cos  r-^i  cos  ^r-^f  cos  — /-— 9  etc. 
^  ^  3.2'"  G.'j/  i5.2'- 

On  peut  exprimer  les  puissances  de  U„  et  de  V„  en  fonctions  li- 
néaires des  termes  dont  les  rangs  sont  des  multiples  de  w,  par  des 
formules  analogues  à  celles  qui  donnent  les  puissances  de  sîn^  et 
de  cosj  développées  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples 
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de  l'arc  z.  On  a  ainsi 


("i 


AU,Î 


V.. 
V 


e/i 


—  V    — 


2Q", 

4Q"V„ 

(iQ"V.. 
8Q"V.„ 


i5Q»V„.  -  20  Q". 
■'B0="V.„-r>6Q»"V,. 


i  AU,^ 

A'U„' 
A'U; 
A.U,Î 


u 


HM 


3Q"U.. 
5Q"U„ 


loQ'-U.. 

36Q»U.„-8ÎQ»»l'„. 


70O". 


■  ■.'60«"U.„ 


et 


(23) 


V^  = 


V,; 


V,„-t-4Q«V,„ 


V 


\;.= 


5Q-V3„-h  ioQ'-V„, 


V 


20  Q"', 


S.    En  désignant  par  p  et  «  deux  nombres  quelconques,  on  a 
l'identité 


z  —  zf^ 


Zl^  —  3^""^' 


I  \  ^ 


si  Ton  fait  successivement  n  égal  à  1,  2,  3,  .  . . ,  »,  on  obtient  en 
faisant  l'addition,  et  en  posant  z  =  —  > 


('4) 


U,U,, 


U/ir  U/.V 


^■-Hr 


On  calcule  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  de  ces  fractions 
au  moyen  des  formules  démultiplication^  lorsque  n  augmente  in- 
définiment, le   second  membre  de  la  formule  précédente  a  pour 
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limite  l'expressiou  jy>  et  l'on  a,  par  exemple, 


et  ainsi 

I  —  v^  5  II  I  I  1 

2  I       3       3.7       3.7.47       3.7.47«2207      '*' 

I  —  \/^  I  5  5  I 


2  2      2'.  3      2*.  3. 17       2*.  3. 17.677 

il  est  aisé  de  généraliser  la  formule  (24)  qui  donne  des  développe- 
ments très-rapidement  convergents.  Cette  formule  revient  au 
calcul  des  réduites  d'une  fraction  continue  périodique  dont  les 
rangs  sont  en  progression  géométrique.  C'est,  en  quelque  sorte,  la 
combinaison  du  calcul  logarithmique  et  du  calcul  par  les  frac^ 
tions  continues.  Ainsi  le  dénominateur  de  la  trentième  fraction  du 

développement  de ^—  a  environ  cent  millions  de  chiffres. 

Les  formules  de  duplication 

U.V„:=U,.    et    AU^ -+- V»  =  2  V,„ 

donnent 

AU„       V„   .      V,„ 

2 


en  changeant  successivement  n  en  2/2,  4^?  8/z,  ...  et  ajoutant,  on 
obtient 


lJ?/»+«/i      u„ 


et,  en  divisant  par  2^  et  faisant  croître  p  indéfiniment, 

(27) 


V  A  2  X  2  X  2  X  2  X . . . 

cette  formule  correspond  à  la  formule  connue 

•^  -  2  coi.r  ^  lang  ^-  -f-  ^  long  ^  4-  ^  lang  |  + . . .  -h  ^  lang ~  + 
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6.  Soit  F(jr)uiic  fonction  développablc  en  série  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  dont  le  module  est  inférieur 
à  l'unité  ;  par  exemple, 

on  aura,  par  conséquent,  en  supposant  :;  positif, 

F  I  -^  j    r=  Ao  -h  A, 3  H-  A,  _.,  -+-...  -H  A, ^ 


•*  ,A 


i  -T  Z  [l-hZ/  {^-^^) 

F  ( — ; — )  =  A.-^- Ai h  A,  . ;  -h. .  .4-  A,  , -f-...  ; 

\l-hZ/  l  -*-  z  [l-i-Zj'  (1—2/* 

A' 
donc,  par  addition  et  soustraction,  en  faisant  z=  —  faveclacon- 

dition  de  r  pair,  lorsque  les  racines  a  et  A  sont  de  signes  con- 
traires). 

Si  Ton  suppose  z  = -^  on  obtient  deux  développements  ana- 
logues aux  précédents  ^  mais,  bien  que  ces  développements  soient 
beaucoup  moins  rapidement  convergents  que  ceux  du  n°  5,  leur 
étude  paraît  plus  importante  au  point  de  vue  de  Vyïrithrnétique 
supérieure,  dans  les  recherches  concernant  les  lois  de  la  dissémi- 
nation des  nombres  premiers  dans  les  séries  à  termes  commensu- 
râbles. 

Le  développement  du  binôme  (i  —  .r)'"  donne  ainsi,  pour  m 
quelconques,  les  développements 

i  Y:!:  -—Y  ^  —  Yl      fn{ni^i)  Va.  __  m  [m—  i)  {m  — 2)  Vnr 

(29)  ' 


I    \]„r  _  m   Ur 


m  [m  —  I  )  lj,r       m  (m  —  i]  i  m  —  2  )  U^r 


T-r^      -»- 


1.2        V;  1.2.3  V;! 


que   Ton  peut  déduire  directement  de  la  formule  de  lîcrnoulli  ^ 
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pour  m  =  —  i ,  on  a 

Y»  V         V^  V 

(3o)  ; 


Q'       V,       V,^       V,^.       V* 

par  exemple,  pour  P  =  i  et  Q  ==  —  i , 

3        -        i8       47 

^  i      9      27      01 

I       3       8       9.1       55   ' 
3       t>       27        01       24^ 

les  numérateurs  de  ces  deux  séries  de  fractions  sont  donnés  pai*  la 
relation  de  récurrence 

On  obtiendra  des  formules  analogues  en  supposant  m=  ifc  -;  le 

développement  de  (i  -f-  x)°'±:  (i  — x)"  donne  aussi  d'autres  for- 
mules. 

Le  développement  de  log(i  —  x)  donne  les  formules 

et  celui  de  loc —  donne 

„  ,      ,      b''  /^  [Ur       I  AU;'.        I  A'U,'        i  A'U;  \ 

La  formule  connue  (  *  ) 

I  .      z  -^  h .     r       I  2         //' 


2 
3 


75  [2'  —  /i')>     3.5.7  ( 2^  —  A^';*  "^  •  *  •  J  ' 


C'  HtRMiTE,  Cours  d'Ânaljsr  île  l'École  PolytcchniquCy  t.  I,  p.  'iy-i. 
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dans  laquelle  on  fait 


AU' 

Z'\-li=za%     z-'li^ib',    z'—h'—Q'',     A'= -/i, 

4 


donne 


on  suppose,  pour  la  convergence,  AUj.^4Q'^î   on  a  ainsi,àla 
limite  de  convergence, 

/  - .        /-  / 1       ?       ?.  4       3t .  4  •  ^       7.4.6.8 

log(.  +  v-;--^^(7-3+375-3;^-»-3:5:^ 

Les  développements  de  arc  sinz  et  de  (arcsînz)'  donnent  de  même 
\     **^6Qr—       /_     L'       1.2.3  a'Q'- "^1.2.3.4.5  a^Q^»-       'J' 

(34)  <;  Q^ 

4  ^^  Q''""2'Q'-      2'3  2^0^'"^  3*3.5  2'Q^'^      "** 
et  h  la  limite  de  convergence 

I      (,       ^2)  — 1 —  ('-3)' (1.3.5^^ 

^  1.2.3       1.2.3.4.5       1.2.3.4.5.6.7 

/  /-\  '    ^-       I   2.4       I   2.4.6  ,  , 

La  formule  remarquable  de  M.  Sclioltz  (')  conduit  au  développe- 
ment 

,     .«"•      A^U,M        3.3/        i\AU» 

iog'ô-.=-rr-4T5l'-^3^j^' 

3.5.3  /       J_      l\  A'U;.  _ 
(35)';  "^4-b.7l'"*"3'^5V  2«Q-      ••■ 

3.5  7. ..(2/7  — 1)3    r         I 
4-6.y...2/i.(2/i -+-i)  L        3' 


j 1  A^-'ur^-^       ) 


(•)   Laisant,    Essai  sur  les /onctions  fij perboliques.  ParïSf  GauXhieT^XiWaTSf    187.'!; 
(')  J.  I^ERTRAKD,   Traité  de  Calcul  différentiel^  p.  424. 
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et  à  la  limite  de  convergence 

7.  Les  quantités  oT  et  If  sont  les  racines  de  Téquatiou 

5'--  zV, -hQ'"=o; 

si  Ton  développe  l'une  des  racines  par  la  formule  de  Lagrange, 
on  a  ainsi 

L'équation  précédente  donne 


l 


y=,Y::z^^LZl^, 


et  par  le  développement  du  radical  par  la  formule  du  binoiiK^ 

2      \  r  2.4V;.  2 . 4  .  (>       \   ' 

en  particulier  à  la  limite  de  convergence 

/-  I  I  1.3  1.3.5 

V2  —  I  =r  - 


>.  2.4         2.4.I)         2.4.().6 

On  a  encore 

( 38 )        i^-Q^   ,   Q"   ,   4Q-   ,   6-5  Q-   ,   8.7.6  Q-    . 

'^  '       "  -  \r  ^  V,'.  ^  V.  V;  ^  ?..3  V;  ^  2.3..,  \  ;  ^  "  '  *  ' 

Si  l'on  applique  la  formule  de  Burmann  au  développement  de  z 
suivant  les  puissances  de  — — ^^  on  obtient  pour  tout  module  de  z 


ioo 


inférieur  à  runîlé 


2  i -h  z'       ?..4\i-+-2V        2.4.^)  \i -♦- -zV 


et,  sîTon  fait  z*=  —1  on  retrouve  la  formule  (Sj). 


Sur  le  paraboloïde  des  normales  d'une  surface  réglée  ; 

par  M.  A.  Maknheim. 

(Séance  du  25  juillet  1877.) 

Soit  G  la  génératrice  d'une  surface  réglée  (G).  Le  paraboloïde 
dont  nous  allons  nous  occuper  est  le  lieu  des  normales  à  (G)  issues 
de  tous  les  points  de  la  génératrice  G. 

Prenons  (/ïg".  i)  pour  plan  horizontal  de  projection  le  plan  tangent 
à  (G)  au  point  qui  est  à  TinGni  sur  G  et  pour  plan  vertical  de  projec- 

Fi|T.   I. 


lion  un  plan  perpendiculaire  à  G.  Désignons  parc  le  point  central 
sur  G.  Le  plan  central  est  le  plan  mené  par  G  pcrpendiculairc- 
niiînt  au  plan  horizontal,  et  alors  la  normale  h  ce  plan,  élevée  du 
point  central,  est  la  perpendiculaire  menée  à  G  dans  le  plan  hori- 
zontal à  partir  du  point  r.  Celte  perpendiculaire  appartient  au  pa- 
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raboloïdc  des  normales  :  elle  constitue  avec  G  la  trace  horizontale 
de  ce  paraboloïde. 

Menons,  à  partir  d'un  point  {a\  a)  de  G,  la  normale  à  (G)  ;  soient 
[afni\  am)  les  projections  de  cette  droite.  Elle  appartient  au  pa- 
raboloïde. La  génératrice  de  ce  paraboloïde,  qui  passe  parle  point 
(  rnl^  m)  de  cette  droite,  étant  parallèle  au  plan  directeur  de  ce  para- 
boloïde, qui  n'est  autre  que  le  plan  central  de  (G),  se  projette  hori- 
zontalement suivant  mt,  La  trace  horizontale  de  cette  droite  est  au 
point  t  et  par  suite  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  en  m  au 
paraboloïde  est  la  droite  at. 

Le  plan  central  relatif  à  la  génératrice  (am,  a'jri!)  du  paraboloïde 
est  le  plan  [rn!a!a).  Nous  avons  donc  pour  la  droite  («m,  afm!) 
le  plan  central  et  le  plan  tangent  en  m  au  paraboloïde.  Il  est  alors 
facile  pour  cette  droite  de  déterminer  le  paramètre  de  distribution 
des  plans  tangents  au  paraboloïde. 

Ce  paramètre,  que  nous  désignons  par  Ki,  est  égal  au  segment 
{/m' divisé  par  la  tangente  de  l'angle  que  font  entre  eux  le  plan  cen- 
tral (in' a' à)  et  le  plan  tangent  en  in  au  paraboloïde.  Pour  déterminer 
cette  tangente,  menons  par  le  point  t  un  plan  perpendiculaire  à  la 
droite  [a  în\  am).  Ce  plan  a  pour  traces  j/at^  il  coupe  le  plan  cen- 
tral [m' a' a)  suivant  une  droite  projetée  horizontalement  suivant /?</ 
et  le  plan  tangent  en  m  au  paraboloïde  suivant  la  droite  tp.  L'angle 
compris  entre  ces  deux  droites  est  l'angle  dont  nous  devons  prendre 

la  tan^icnte.  Cette  tan^rente  est  e^ale  i\ 

Le  paramètre  R,  est  donc  égal  à 


a' m'  (ir 


y.u'         sinOcusO 


en  appelant  0  l'angle  que  la  normale  ani  fait  avec  la  normale  (7. 
Le  paramètre  de  distribution  des  plans  tangents  à  (G)  pour  (}  est 


K  :  "'• 


laiigf) 


on  a  donc 


K 


I 


co^^^ 
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Telle  est  la  valeur  du  paramètre  de  distribution  des  plans 
tangent  au  paraboloïde  des*  normales  pour  une  génératrice  quel- 
conque  am. 

On  peut  arriver  plus  rapidemeut  à  ce  résultat  de  la  manière  sui- 
vante. On  a 

ac 


En  difierentiant,  il  vient 


K== 


K 

cos'  0 


lang^ 


d,nc 


d.ac  est  la  plus  courte  distance  entre  am  et  la  normale  de  ((i) 
qui  est  infiniment  voisine  de  am, 
dô  est  Tangle  de  ces  deux  normales. 

— 7-  est  donc  IVi . 

On  a  alors 

K 


K.= 


COS'Ô 


Lorsque  0  est  nul,  c'est-à-dire  lorsque  Ton  considère  la  droite 
c<,  le  paramètre  relatif  à  cette  droite  est  égal  au  paramètre  relatif 

à  (G). 

Construisons  Ki.  Prenons  [fig-  2)  dans  un  plan  quelconque  mené 

FÎR.  a. 


^K 


"6 


eJ 


G 


par  G,  à  partir  du  point  central  c,  sur  la  perpendiculaire  à  G,  une 
longueur  cd  égale  à  K.  En  joignant  le  point  d  au  point  quelconque 


a^  on  a  Tangle  cela  qui  est  égal  à  Tangle  0  que  la  normale  k  a  h  (G) 
l'ait  avec  la  normale  en  c  au  plan  central  de  cette  surface. 
Menons  à  partir  de  é/  la  perpendiculaire  de  à  da  :  on  a 

da  de  K 

COS0       cos*ô       cos'9' 
ainsi 

,  La  construction  que  nous  trouvons  ainsi  n'est  autre  que  celle 
qui  donne  pour  le  point  a  le  segment  ae  qui  est  égal  à  la  moyenne 
géométrique  des  rayons  de  courbure  principaux  de  (G)  en  a.  Nous 
trouvons  donc,  d'après  cette  remarque,  que  pour  la  génératrice  am 
du  paraboloïde  des  normales,  lequel  est  uuenormalie  de  (G),  le  pa- 
ramètre de  distribution  des  plans  tangents  est  égal  à  la  moyenne 
proportionnelle  des  rayons  de  courbure  principaux  de  (G)  pour  le 
point  a.  Cette  propriété,  comme  Ton  sait,  est  vraie  pour  une  sur- 
face quelconque,  lorsque  la  normalie  que  l'on  considère  a  pour  di- 
rectrice une  ligne  asymptotique  de  cette  surface  (  *  )  (  voir  Mémoire 
sur  les  pinceaux  de  droite,  etc.,  Chap.  XXXI). 


EXTRAITS  DES  PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE  DU   13  JUIN  1877. 

PRÉSIDENCE  DE   M.    DARBOUX. 

M.  Cremona  est  élu  membre  de  la  Société, 
Communications  : 

M.  Halphen  :  Sur  un  théorème  d'algèbre. 
M.  Fourct  :  Sur  le  nombre  des  normales  communes  à  deux  sur 
/aces. 


(*)  Voici  une  coniéquence  de  cette  dernière  propriété  : 

Le  rajon  de  seconde  courbure  en  un  point  d'une  courbe  gauche  est  égal  à  chacun 
des  rayons  de  courbure  principauxy  pour  le  même  point,  de  la  surface  formée  par  1rs 
normales  principales  de  cette  courbe. 

V.  l3 


-  lOi  - 
SÉANCE  DU  27  JUIN  1877, 

PRÉSIDENCB   DE  M.   MANNHEIM. 

Communications  : 

M.  Jordan  :  Sur  une  classe  de  groupes  d'ordre  fini,  contenus 
dans  les  groupes  linéaires. 

M.  Halphen  :  Sur  un  théorème  d' Arithmétique  concernant  des 
suites  analogues  à  celle  de  Farej»  M.  Haton  de  la  Goupillière 
ajoute  quelques  remarques. 

M.  Fouret  :  Sur  deux  lois  générales  des  courbes  géométriques 
énoncées  par  M.  Chasles, 

M.  Ed.  Lucas  :  Sur  la  décomposition  des  nombres  de  la  forme 

2*   -H  I. 

M.  le  comte  Hugo  :  Traduction  de  deux  lettres  de  TVati,  rela- 
tivfes  au  parallélogramme. 


SÉANCE   DU   ii   JUILLET  1877, 

PRéSIDBNCB   DE   M.   MANNHEIM. 

Communications  : 

M.  le  comte  Hugo  :  Sur  la  courbe  des  variations  de  V étoile  du 
Cygne,  et  sur  certaines  anciennes  sphères  célestes . 

M.  Haag  :  Propriétés  générales  des  surfaces  déduites  de  la  mé- 
thode des  équipollences. 

M.  Bjerknes  :  Sur  la  théorie  du  moui^ement  des  corps  déformes 
constantes  ou  variables  dans  un  fluide  incompressible, 

M.  Ed.  Lucas  :  Sur  les  déi^eloppements  en  séries  des  irration- 
nelles du  second  degré. 

SÉANCE  DU  23  JUILLET  1877, 

PRÉSIDENCE  DE  M.   MANNHEIM. 

Communications  : 

M.  le  comte  Hugo  :  Sur  l' Histoire  et  la  Géométrie  de  la  con- 
stellation  d'Orion. 
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M.  Mannheim  :  i"  Sur  les  courbes  ayant  mêmes  normales 
principales  ;  2"  Sur  la  relation  entre  les  paramètres  de  distribu- 
tion des  paraboloïdes  des  normales  d'une  surface  gauche  pour 
deux  de  ses  génératrices, 

M.  Picquet  :  Sur  la  détermination  de  la  classe  de  l' ens^eloppe 
des  axes  des  ellipses  formées  par  la  perspectis^e  de  cercles  de 
rayon  constant  et  dont  les  centres  parcourent  une  ligne  droite. 

Rectification  à  l'extrait  du  procès -verbal  de  la  séance  du 
ai  mars  1877  (p.  75).  Cette  séance  a  eu  lieu  sous  la  présidence 
de  M,  Haton  de  la  Goupillîère. 


\ 
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Nouvelle  démonstration  d 'un  théorème  relatif  au  déplacement 
infiniment  petit  d'un  dièdre,  et  nouvelle  application  de  ce 
théorème;  par  M.  A.  Mannbeim. 

Dans  une  Note  publiée  récemment  (  ^  )  sur  le  déplacement  infini- 
ment petit  d'un  dièdre,  j'ai  donné  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'une  face  d'un  dièdre  mobile  a  pour  caractéristique 
une  droite  perpendiculaire  à  l'arête  de  ce  dièdre,  l' autre  face  a 
aussi  pour  caractéristique  une  perpendiculaire  à  cette  arête. 

Je  me  propose  de  donner  une  démonstration  directe  de  ce  théo- 
rème et  d*cn  faire  une  nouvelle  application. 

Du  centre  o  d'une  sphère,  menons  des  plans  (A),  (B)  parallèle- 
ment aux  faces  du  dièdre.  Soit  om  le  rayon  de  la  sphère  qui  est 
parallèle  à  Tarète  du  dièdre.  Les  plans  (A)  et  (B)  coupent  la  sphère 
suivant  deux  grands  cercles  qui  se  rencontrent  en  m  et  qui  com- 
prennent entre  eux  un  angle  égal  à  Tangle  w  du  dièdre. 

Après  un  déplacement  infiniment  petit  du  dièdre,  efiectuons  les 
mômes  constructions.  Nous  aurons  des  plans  (A'),  (B')  se  coupant 
suivant  le  rayon  oin!  et  rencontrant  la  sphère  suivant  des  grands 


(')  Voir  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences^  séance  du  ii  juin  1877. 
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cercles,  comprenant  aussi  entre  eux  l'angle  &),  puisque  le  dièdre 
mobile  est  de  grandeur  invariable. 

On  peut  amener  sur  la  sphère  l'angle  formé  par  les  deux  pre- 
miers grands  cercles,  dont  le  sommet  est  m,  à  coïncider  avec  l'angle 
dont  le  sommet  est  w!^  au  moyen  d'une  rotation  infiniment  petite 
autour  d'un  centre  instantané  c.  Par  suite,  on  peut  amener  les 
plans  (A),  (B)  à  coïncider  avec  les  plans  (A'),  (B'),  au  moyen  d'une 
rotation  infiniment  petite  autour  du  rayon  oc.  Les  caractéristiques 
de  (A)  et  de  (B)  sont  les  projections  de  oc.  Ces  caractéristiques  sont 
respectivement  parallèles  aux  caractéristiques  des  faces  du  dièdre 
mobile  ;  mais  l'une  de  ces  faces  a  pour  caractéristique  une  droite 
perpendiculaire  à  l'arête  du  dièdre  \  le  plan  (A),  parallèle  à  cette 
face,  a  alors  pour  caractéristique  une  perpendiculaire  au  rayon  ont. 
Le  rayon  oc^  dont  cette  caractéristique  est  la  projection,  est  alors 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  om^  et  la  projection  de  oc  sur  le 
plan  (B)  est  alors  aussi  perpendiculaire  à  ce  rayon  om,  La  face  du 
dièdre  correspondant  à  (B)  a  par  suite  pour  caractéristique  une 
perpendiculaire  à  l'arête  du  dièdre,  et  le  théorème  est  démontré. 

Appliquons  ce  théorème  à  la  démonstratiob  de  cette  propriété 
bien  connue  : 

Lorsque  les  deux  rayons  de  courbure  d'une  courbe  gauche  {a) 
sont  proportionnels,  cette  courbe  est  une  hélice  tracée  sur  une 
surface  cylindrique. 

Considérons  la  courbe  (a)  comme  tracée  sur  sa  surface  recti- 
fiante^ elle  est  une  ligne  géodésique  de  cette  surface,  et,  puisque 
le  rapport  de  ses  rayons  de  courbure  est  constant,  elle  coupe  sous 
le  même  angle  toutes  les  génératrices  de  cette  surface. 

Appelons  a  un  point  de  la  courbe,  G  la  droite  rectifiante  qui 
passe  en  ce  point,  et  (G)  la  surface  rectifiante  de  [a). 

Menons  par  a  le  plan  (A)  normal  à  (a),  et  par  G  le  plan  (B) 
normal  à  (G).  Ces  plans  comprennent  entre  eux  un  angle  dièdre 
qui  est  le  même  quelle  que  soit  la  position  de  a  sur  (a),  et  dont 
Tarête  est  la  normale  en  a  h  (G). 

Déplaçons  infiniment  peu  ce  dièdre,  de  façon  que  a  vienne  en  a' 
sur  [a)^  que  G  coïncide  avec  la  génératrice  de  (G)  qui  passe  en  a', 
et  que  ses  faces  restent  normales  l'une  à  (a),  l'autre  à  (G). 

Puisque  (a)  est  une  ligne  géodésique  de  (G),  son  plan  osculaleur 
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est  normal  à  cette  surface,  et  par  suite  l'axe  de  courbure  de  (a), 
c'est-à-dîre  la  caractéristique  de  (A),  est  perpendiculaire  à  l'arête 
du  dièdre.  Il  résulte  du  théorème  précédent  que  la  caractéristique 
de  (B)  est  aussi  perpendiculaire  à  cette  arête.  Cette  caractéristique 
est  alors  parallèle  à  G^  et,  comme  elle  doit  rencontrer  cette  droite 
au  point  où  celle-ci  touche  son  enveloppe,  on  voit  que  ce  point  est 
à  l'infini.  Les  droites  rectifiantes  de  (a)  sont  donc  parallèles  entre 
elles,  et,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment,  le  théo- 
rème est  démontré. 


Démonstrations  géométriques  d'un  théorème  relatif  aux  surfaces 

réglées;  par  M.  A.  MAimnEiM. 

(Séance  du  31  novembre  1877.) 

Le  théorème  que  je  me  propose  de  démontrer  est  le  suivant,  dû 
à  M.  O.  Bonnet,  et  qu'il  énonce  ainsi  (*)  : 

Une  ligne  tracée  sur  une  surface  gauche,  qui  coupe  sous  un 
angle  constant  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface  et  qui 
est  en  même  temps  ligne  géodésique,  ne  peut  être  que  la  ligne 
de  striction. 

Appelons  (G)  la  surface  réglée,  G  une  génératrice,  et  aie  point 
où  cette  droite  est  rencontrée  par  la  ligne  géodésique  (a).  Menons 
en  a  et  par  la  droite  G  le  plan  normal  à  (G)  ^  menons  aussi  en  ce 
point  le  plan  normal  (A)  à  [a).  Ces  deux  pians  forment  un  dièdre 
dont  l'arête  est  la  normale  en  a  à  (G),  et  qui,  par  hypothèse,  est 
de  grandeur  constante,  quel  que  soit  le  point  de  la  courbe  (a)  qu'on 
considère. 

Déplaçons  infiniment  peu  ce  dièdre, de  façon  que  a  reste  toujours 
sur  (a)  et  que  ses  faces  soi(înt  toujours  normales  à  (G)  et  à  (rt).  La 
caractéristique  de  la  face  (A),  étant  perpendiculaire  au  plan  oscu- 
lateur  de  (a),  est  perpendiculaire  h  l'arête  du  dièdre.  Il  en  est  alors 
de  même  pour  la  caractéristique  de  la  face  qui  contient  G.  Cette 
caractéristique  rencontre  G  h  Tinfini,  et,  comme  ce  point  de  ren- 


(')  Voir  Journal  de  l'École  Poij technique,  XXXIh  Cahier,  p.  71. 
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contre  est  le  point  où  cette  face  du  dièdre  touche  (G),  on  voit 
qu'elle  est  tangente  à  (G)  à  l'infini.  Le  plan  mené  par  G,  et  qui 
est  perpendiculaire  à  cette  face,  est  alors  le  plan  central  *,  comme 
ce  plan  touche  (G)  en  a,  ce  point  est  le  point  central  sur  G.  Le 
point  a  étant  arbitraire  sur  (a),  tous  les  points  de  cette  courbe 
jouissent  de  la  même  propriété,  et  [a]  est  alors  la  ligne  de  striction 
de  (G). 

Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

Il  est  facile  de  construire  une  surface  réglée  sur  laquelle  on  a  une 
ligne  géodésique  rencontrant  les  génératrices  sous  des  angles  égaux. 

Prenons  pour  cela  une  courbe  arbitraire  (a),  et  par  un  quel- 
conque de  ses  points  menons  le  plan  rectifiant.  Dans  ce  plan  et 
à  partir  de  a,  traçons  une  droite  G  faisant,  avec  la  tangente  at  à 
(a),  un  angle  donné.  En  répétant  cette  construction  pour  tous  les 
points  de  (a),  le  lieu  des  droites  G  ainsi  construites  est  la  sur- 
face (G)  demandée. 

On  peut  dire  que  cette  surface  (G)  est  le  lieu  engendré  par  l'un 
des  côtés  G  d'un  angle  mobile  (G,  a^)  de  grandeur  invariable,  dont 
le  plan  est  constamment  perpendiculaire  au  plan  osculateur  d'une 
courbe  donnée  (a)  et  dont  l'un  des  côtés  at  touche  toujours  cette 
courbe  au  sommet  a  de  l'angle  mobile. 

En  partant  de  cette  génération,  nous  allons  démontrer  le  théo- 
rème précédent,  en  faisant  usage  de  cette  propriété  :  Les  plans 
centraux  des  surfaces  engendrées  par  les  côtés  d'un  angle  mobile 
de  grandeur  invariable  et  le  plan  perpendiculaire  au  plan  de  cet 
angle,  mené  par  la  caractéristique  de  ce  plan,  sont  parallèles  à  l'axe 
du  déplacement. 

Pour  la  surface  engendrée  par  la  tangente  ai,  le  plan  central  se 
confond  avec  le  plan  de  l'angle  mobile.  Ce  plan  coupe  alors  le  plan 
normal  au  plan  de  cet  angle  mené  par  sa  caractéristique  suivant 
cette  droite  môme.  Le  plan  de  cette  caractéristique  et  du  côté  G 
qui,  d'après  le  théorème  que  je  viens  d'énoncer,  est  le  plan  central 
de  (G),  est  donc  le  plan  de  l'angle  lui-môme,  c'est-à-dire  le  plan 
qui  touche  (G)  en  a.  Par  suite  a  est  le  point  central  sur  (G),  et  (a) 
est  la  ligne  de  striction  de  cette  surface. 

On  démontre  aussi  simplement  ces  deux  théorèmes,  dus  aussi  à 
M.  O.  Bonnet  : 
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Si  la  ligne  de  striction  coupe,  sous  un  angle  constant,  les  géné- 
ratrices rectilignes  d'une  surface  gauche,  cette  ligne  de  striction 
est  une  ligne  géodésique  de  cette  surface. 

Si  la  ligne  de  striction  d'une  surface  gauche  est  en  même 
temps  une  ligne  géodésique,  elle  coupe  sous  le  même  angle  toutes 
les  génératrices  rectilignes  de  cette  surface. 


Théorème  sur  la  Géométrie  des  Quinconces; 

0 

par  M.  Edouard  Lucas. 

(Séance  du  7  noYembrc  1877.) 

Les  centres  de  trois  cases  quelconques  d'un  échiquier  de  gran- 
deur quelconque  ne  sont  jamais  situés  aux  sommets  d'un  triangle 
équilatéral  ou  d'un  hexagone  régulier» 

En  effet,  on  observera  d*abord  que,  sî  l'on  considère  Téchiquier 
comme  indéfini  dans  tous  les  sens,  le  centre  d*une  case,  Tun  de 
ses  sommets,  ou  le  milieu  de  Tun  de  ses  côtés,  est  toujours  un 
centre  de  symétrie.  Cela  posé,  désignons  par  A,  B,  C  les  centres 
de  trois  cases,  et  supposons-les  situés  aux  sommets  d'un  triangle 
équilatéral*,  le  milieu  de  la  ligne  BC  est  évidemment  placé  sur  Tun 
des  centres  de  symétrie  de  Técliiquier  ^  par  conséquent,  le  point  D, 
symétrique  du  point  A  par  rapport  à  la  droite  BC,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  par  rapport  à  son  milieu,  est  aussi  le  centre  d'une 
case.  Dans  le  triangle  isoscèle  ABD,  on  a  d'ailleurs 


AD  =3AB  ; 

mais,  d'après  la  nature  de  l'écLiquier,  on  a 

AB  =a'-h  b\     AD  =  c'-f-  d\ 
rt,  i,  c,  d  désignant  des  nombres  entiers.  On  aurait  doue 

et  par  suite  le  nombre  3  diviserait  une  somme  de  deux  carrés,  ce 
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qui  est  impossible,  puisque  ce  nombre  n'est  pas  lui-même  une 
somme  de  deux  carrés. 

U  en  résulte  que  le  système  des  équations  indéterminées 

x^-^y  =  ii»-i-  v»  =  (x  —  !#]•  -f-  (  r  —  V;', 

ou  le  système 

X*  -h  j*  =  m'  -+-  v'  =  a  :'i«  r  -i-  vy), 

est  impossible  à  résoudre  en  nombres  entiers  ou  fractionnaires. 
Nous  montrerons  ultérieurement  comment  on  peut,  par  la  géo- 
métrie des  quinconces,  démontrer  ces  deux  théorèmes  d'Arith- 
métique : 

1®  Le  produit  d'une  somme  de  deux  carrés  par  une  somme  de 
deux  carrés  est  une  somme  de  deux  carrés. 

2®  Tout  diviseur  d'une  somme  de  deux  carrés  premiers  entre 
eux  est  une  somme  de  deux  carrés. 

Remarque.  —  II  est  facile  dans  l'espace,  pour  un  échiquier  cu- 
bique formé  de  cubes  égaux  et  juxtaposés,  de  trouver,  et  d'une 
infinité  de  manières,  trois  ou  six  cubes  dont  les  centres  soient  dis- 
posés aux  sommets  d'un  triangle  équilatéral  ou  d'un  hexagone 
régulier,  ou  quatre  cubes  dont  les  centres  soient  disposés  aux 
sommets  d'un  tétraèdre  régulier. 


Sur  les  singularités  des  courbes  gauches  algébriques  : 

par  M.  Halphen. 

(Séance  du  7  noTcmbre  1877.) 

Dans  plusieurs  Mémoires  antérieurs  (M,  j'ai  traité  un  grand 
nombre  de  questions  relatives  au  dénombrement  des  singularités 
des  courbes  planes  algébriques.  Pour  la  solution  de  ces  questions^ 
j'ai  fait  usage  d'une  méthode  uniforme  que  j'ai  exposée,  réduite  à 
sa  plus  simple  expression,  dans  mon  Mémoire  sur  le  contact  des 


^*)  Recueil  des  Savants  étrangers,    t.  XXVI;  Journal  de  Mathemaùtfufs,   3*  série. 
t.  Il;  Bmlleùn  de  la  So€ieté  muuhênuuit/ue,  passim. 
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courbes  planes  ai/ec  les  coniques  (').  La  même  méthode  peut  être 
appliquée  à  la  solution  des  questions  analogues  concernant  les  êtres 
géométriques  définis  par  plusieurs  fonctions  simultanées  d'une 
seule  variable.  C'est  ainsi  que  j'ai  pu  traiter  la  théorie  des  caracté- 
ristiques des  systèmes  de  coniques  (*).  Dans  le  Mémoire  actuel,  je 
m'occuperai,  en  suivant  la  même  voie,  des  singularités  des  courbes 
gauches  et  des  surfaces  développables.  Dans  une  autre  occasion, 
j'étudierai  les  singularités  des  surfaces  gauches. 

Parmi  les  travaux  antérieurs  relatifs  aux  singularités  des  courbes 
gauches,  je  citerai  un  Mémoire  de  M.  Cayley  {Journal  de  Mathé- 
matiques, a'  série,  t.  X)  et  un  Mémoire  de  M.  Zeuthen  [Annali 
di  Mathem,,  2*  série,  t.  III). 

§  I.  —  Points  singulieks  des  courbes  gauches. 

1.  Quelques  mots  d'abord  pour  rappeler  la  représentation  ana- 
lytique des  points  singuliers  des  courbes  planes. 

Théorème  I.  —  Aux  env^irons  d'un  point  O  situé  sur  une 
courbe  algébrique  plane,  et  pris  pour  origine  des  coordonnées 
rectilignes,  toutes  les  positions  d^un  point  mobile  sur  cette  courbe 
sont  définies  par  un  ou  plusieurs  systèmes  d'* équations,  tels  que 

dans  lequel  n  est  un  entier  positif  et  fi^t)  un  dév^eloppement  pro- 
cédant suiv^ant  les  puissances  entières,  positivées  et  ascendantes 
de  t.  Ces  équations  sont  valables  dans  les  limites  de  conver- 
gence defi[t). 

Ce  théorème,  que  je  me  contente  de  rappeler  sans  démonstration, 
peut  être  attribué  fi  Newton.  Il  est,  en  elfet,  une  conséquence 
immédiate  du  parallélogramme. 

La  portion  de  courbe  représentée  par  les  équations  (i)  a  été 
désignée  par  M.  Cayley  sous  le  nom  de  branche  superlinéaire. 
Des  considérations  algébriques,  empruntées  à  M.  Puiseux,  m'ont 


(  '  )  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  IV,  p.  Sg. 

(')  Ce  Mémoire  n'est  pas  encore  publié.  11  paraîtra  dans  le   prochain  Caliior  du 
éournal  de  l'Ecole  Polytechnique, 
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précédeuiment  conduit  à  employer,  pour  le  même  objet,  le  nom  de 
système  circulaire.  Pour  plus  de  brièveté,  j'emploierai  ici  le  nom 
de  cycle. 

A  chaque  valeur  de  x  répondent  dans  [i)  n  valeurs  de  £,  et  aussi, 
par  suite,  n  valeurs  de  j^,  à  moins  que  y  ne  contienne  que  des  puis- 
sances entières  de  t^,  k  étant  un  diviseur  de  n.  S'il  en  est  ainsi,  en 
prenant  «*  pour  nouvelle  variable  au  lieu  de  f,  on  fera  disparaître 
celte  restriction.  Ainsi  Ton  peut  supposer  que,  dans  (i),  à  chaque 
valeur  de  x  répondent  n  valeurs  dej^. 

Quand  t  décroît  jusqu'à  zéro,  le  rapport  dej^  à  x  tend  vers  une 
limite  unique;  donc  le  cycle  (i)  admet  en  son  origine  O  une  seule 
tangente.  Si  cette  tangente  n'est  pas  l'axe  des  y^  ce  que  l'on  peut 
supposer, y(^)  commence  par  un  terme  de  degré  au  moins  égal  à  n. 
Si  cette  tangente  est  choisie  pour  axe  des  or,  f[t)  commence  par 
un  terme  de  degré  supérieur  à  n.  Soit  /i  H-  v  le  degré  de  ce  terme. 
Les  deux  nombres  entiers  positifs  /i,  v  jouent  un  grand  rôle  dans 
la  théorie  des  points  singuliers  des  coiu*bes  planes.  J'appelle  n 
V ordre  et  v  la  classe  du  cycle.  Je  désignerai  à  l'occasion  le  cycle 
d'ordre  n  et  de  classe  v  par  ces  mois  :  le  cycle  (tî,  v). 

2.  L'ordre  n  du  cycle  est  le  nombre  des  valeurs  de  y  qui  ré- 
pondent à  une  valeur  de  x.  Comme  l'axe  des  x  a  une  direction 
quelconque,  ce  nombre  est  celui  des  points  voisins  de  O  en  lesquels 
le  cycle  est  rencontré  par  une  sécante  de  direction  arbitraire  et 
passant  dans  les  environs  de  O.  On  voit  donc  que  si,  en  un  point  O, 
une  courbe  se  décompose  en  plusieurs  cycles,  la  somme  des  ordres 
de  ces  cycles  est  ce  qu'on  appelle  communément  V ordre  de  rnulti- 
pli  cité  du  point  O. 

La  tangente  du  cycle  étant  prise  pour  axe  des  x,  les  équations  (i) 
sont  de  la  forme 

(2)  x  =  r,    yzzzhf^"-^ 

En  un  point  a,  répondant  à  une  valeur  quelconque  de  t,  le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  est At*  H- . . .  .  Si  l'on  suppose  t 

il 

infiniment  petit  du  premier  ordre,  on  a  ce  résultat  : 

Théouème  il  —  Soit  sur  un  cycle  (//,  v)  un  point  a  dont  la 
distance  à  l'origine  O  du  cycle  soit  infiniment  petite  d'ordre  //• 
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La  tangente  en  a  fait  avec  la  tangente  en  O  un  angle  infiniment 
petit  d'ordre  v. 

3.  Je  rappelle  maintenant  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  Soient  C,  C  deux  courbes  planes  algébriques 
se  correspondant  point  par  point  :  aux  points  qui,  sur  l'une, 
appartiennent  à  un  seul  et  même  cycle  correspondent ,  sur  l'autre, 
des  points  appartenant  aussi  à  un  seul  et  même  cycle. 

Soient  /î,  r/  les  ordres  de  deux  tels  cjcles  (C),  (C)  :  à  un  point 
placé  sur  (C),  à  une  distance  infiniment  petite  d^ ordre  n  de  l^ ori- 
gine de  (C),  correspond  un  point  placé  sur  (C)  à  distance  infini- 
ment petite  d* ordre  n'  de  V origine  de  (C)  (  *  ). 

Considérons,  comme  au  n°2,  un  cycle  (/i,  v)  d'une  courbe  C  et 
le  point  a  sur  ce  cycle.  Considérons,  en  même  temps,  une  courbe 
G  corrélative  de  C.  Sur  C  existe  un  cycle  correspondant  au  cycle 
(/i,  v)  de  C.  L'origine  de  ce  cycle  et  le  point  qui  y  correspond  à  a 
sont  les  transformées  des  tangentes  du  premier  cycle  à  Torigine  et 
au  point  a.  Ces  tangentes  font  entre  elles  un  angle  infiniment  petit 
d'ordre  v  :  donc  les  points,  qui  en  sont  les  transformés,  sont  entre 
eux  à  une  distance  d'ordre  v  ;  donc,  par  application  du  théorème  III, 
l'ordre  du  cycle  de  G  est  v.  D'où,  par  réciprocité,  ce  résultat  : 

Théorème  IV.  —  A  un  cycle  (/i,  v)  d'une  courbe  plane  cor- 
respond,  dans  une  courbe  corrélativ^e,  un  cycle  (v,  n). 

4.  J'arrive  maintenant  aux  courbes  gauches. 

Une  courbe  gauche  G  est,  par  définition,  le  lieu  d'un  point  dont 
les  coordonnées  rectilignes  dans  Tespace  sont  des  fonctions  d'une 
seule  variable.  Si  ces  fonctions  sont  algébriques,  la  courbe  est  dite 
algébrique.  De  cette  définition  il  résulte  que  toutes  les  projections 
ou  perspectives  d'une  courbe  gauche  algébrique  sur  un  plan  sont 
des  courbes  planes  algébriques.  On  reconnaît  sans  peine  que, 
parallèlement  à  une  direction  arbitraire,  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini 
de  droites  rencontrant  G  en  plus  d'un  point.  Si  donc  on  projette  G 
sur  deux  plans  suivant  doux  directions  arbitraires,  les  projections 


;'  ,    liiillrttii  tif  la  Soriéfr  tnntht'uinlitfur^  t.   IV,  |>.  3>. 
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(j',  G''  correspondent  point  par  point  à  G,  et,  par  suite,  se  corres- 
pondent aussi  entre  elles  point  par  point. 

Soient  O,  a  deux  points  infiniment  voisins  pris  sur  G.  Les  pro- 
jections (y  a\  Çy  a!'  de  Oa  sont  des  infiniment  petits  d'un  même 
ordres  donc  (théorème  UI)  les  cycles  correspondants  qui  sur  G'  et 
G'^  ont  respectivement  C  et  &'  pour  origine  sont  d'un  même  ordre. 
Supposons  G  pris  pour  origine  des  coordonnées,  et  les  directions 
des  projetantes  prises  pour  celles  des  axes  des  z  et  desj^.  Les  deux 
cycles  de  G'  et  G''  sont  alors,  n  étant  leur  ordre,  représentés  simul- 
tanément par 

(3)  x  =  /-,  r=/(0.   «  =  ?(0. 

y*et  cp  étant  des  développements  conmiençant  chacun  par  un  terme 
de  degré  n. 

J'appelle  cjcle  la  portion  de  la  courbe  gauche  G  définie  par  (3). 
On  a  ainsi  ce  premier  résultat  :  Aux  environs  d'un  point  quel- 
conque, une  courbe  gauche  algébrique  se  décompose  en  un  ou 
plusieurs  cycles. 

Changeons  les  plans  y=zoetz=o,de  manière  à  faire  dispa- 
raître les  termes  de  degré  n  dans  f  et  dans  f .  Il  est  visible  qu'on 
astreint  ainsi  ces  plans  à  passer  par  une  -certaine  droite.  Cette 
droite  est,  comme  on  s'en  assure  aisément,  la  limite  d'une  corde 
passant  par  G,  c'est-à-dire  la  tangente  du  cycle.  On  peut,  en  outre, 
achever  de  déterminer  le  plan  z  =  o,  de  manière  à  élever  encore 
le  degré  du  premier  terme  dans  q.  Le  plan  ainsi  obtenu  est  la  limite 
d'un  plan  passant  par  la  tangente  et  un  point  du  cycle  infiniment 
voisin  de  O.  C'est  le  plan  osculateur  du  cycle.  Les  coordonnées 
ainsi  choisies,  les  équations  (3  )  prennent  la  forme 

(4)  xz=l%    7=  A/'+'-h...,     z  =  B /"+'-^^ -4- 

Les  entiers  positifs  /i,  i,  v  seront  dits  Y  ordre,  le  rang,  la  classe 
du  cycle  (/i,  i,  v).  La  raison  de  ces  dénominations  va  tout  à  l'heure 
apparaître. 

5.  Au  moyen  des  équations  (4). et  par  un  raisonnement  ana- 
logue à  celui  du  n^  2,  ou  parvient  immédiatement  au  résultat  sui- 
vant : 

TnéORÈME  V.  —  Si,  sur  un  cycle  (//,  «,  v),  on  pcLsse  de  l'origine 
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à  un  'point  dont  la  distance  à  cette  origine  soit  infiniment  pe^ 
tite  d^ ordre  /i-,  la  tangente  tourne  d'un  angle  infiniment  petit 
d^ ordre  i;  le  plan  osculateur  d^un  angle  infiniment  petit 
d^  ordre  v. 

A  quoi  ToQ  peut  ajouter,  O  étant  l'origine  du  cycle  et  a  le  point 
variable  : 

La  distance  de  O  à  la  tangente  en  a  est  de  l^ ordre  n+i; 
V angle  de  cette  tangente  as^ec  le  plan  osculateur  en  O  est  de 
l^ ordre  vH-i*,  la  distance  de  la  tangente  en  O  et  de  la  tangente 
en  a  est  de  l'ordre  «  -+- 1  -4-  v. 

• 

6.  Du  théorème  II  je  suis  passé  au  théorème  IV  par  Temploi  du 
théorème  III.  Semblablement  le  théorème  V  va  donner  lieu  à  une 
conséquence. 

Une  courbe  gauche  G  fait  partie  d'une  figure  composée  de  points 
a^  dont  la  suite  constitue  G^  de  droites  D,  tangentes  de  G  et 
génératrices  d'une  développable  S  \  de  plans  p^  tangents  à  S  et  oscu- 
lateurs  à  G. 

Uue  figure  corrélative  se  compose  de  plans  tt,  tangents  à  une 
développable  Z,  corrélative  de  G,  et  osculateurs  à  une  courbe  F, 
corrélative  de  S^  de  droites  A,  corrélatives  de  D,  génératrices  de  Z 
et  tangentes  de  F*,  de  points  a  dont  la  suite  constitue  F. 

Les  courbes  G  et  F  se  correspondent  point  par  point.  A  un  cycle 
de  G  correspond  un  cycle  de  F.  Soient  O,  12  les  origines  de  ces 
cycles.  Quand  Oa  est  infiniment  petit  d'ordre  /z,  ûa  est  infiniment 
petit  d'ordre  v  d'après  la  seconde  partie  du  théorème  V  \  donc, 
d'après  le  théorème  III,  v  est  l'ordre  du  cycle  de  F.  En  même  temps, 
les  droites  D  et  A  tournent  d'un  angle  infiniment  petit  d'ordre  i  \ 
donc  : 

Théorème  VI.  —  A  un  cycle  (/î,  i,  v)  correspond,   dans  une 
figure  corrélative,  un  cjcle  (v,  i,  n). 

7.  Au  lieu  de  coordonnées  parallèles,  on  peut  faire  usage  de 
coordonnées  tétraédrales.  Soient  alors  .Ti,  x^^  0:3,  Xs  les  coordon- 
nées d'un  point.  Les  équations 

(5)  ^  =  r,     -'  =  A/"^'  +. . .,     ^=  Br-^'-^^  4-. . . 
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définissent,  comme  (4),  un  cycle  (//,/,  v).  Abréviativcment  désignons 
par  plan  Xi  le  plan  coordonné  x^  =  o  et  par  Si  le  sommet  opposé 
du  tétraèdre  de  référence.  On  voit  que  le  cycle  (5)  a  54  pour  som- 
met, Xs  pour  plan  osculateur,  et  pour  tangente  la  droite  x%x^ 
ou  Sx  s  a. 

Les  deux  premières  équations  (  5  )  définissent  une  perspective  de 
la  courbe,  le  point  de  vue  étant  en  53,  c'est-à-dire  en  un  point  arbi- 
traire ;  donc  : 

1°  La  perspectwe  d'un  cjcle  l^n^  i,  v)  faite  d^in  point  quel- 
conque, pris  pour  point  de  vue,  est  un  cycle  (w,  i). 

De  mèaie,  la  première  et  la  troisième  équation  (5)  donnent  ce 
résultat  : 

a®  Faite  d'un  point  quelconque  du  plan  osculateur,  la  perspec- 
tive est  un  cjcle  (/i,  i  -hv), 

La  deuxième  et  la  troisième  équation  donnent  cet  autre  résultat  : 

3'  Faite  d^un  point  quelconque  de  la  tangente,  la  perspective 
est  un  cjcle  (  /i  -f-  i ,  v  ) . 

Enfin  des  équations  (5)  on  déduit 

^  =  A  /'+... ,     —  =  B  /' +^  H- . . .  . 

On  en  conclut,  en  vertu  du  théorème  III,  que  : 

4**  Faite  de  V origine  du  cycle  (n,  i,  v),  la  perspectii^e  est  un 
c^'cle  (t,  v). 

Celte  analyse  suppose  expressément  que  chaque  perspective  cor- 
respond point  par  point  à  G.  Si  le  point  de  vue  est  le  sommet  d'un 
cône  dont  chaque  génératrice  rencontre  G  en  plusieurs  points,  les 
résultats  précédents  se  modifient.  Je  n'insisterai  pas  sur  ce  sujet. 

8.  Les  perspectives  de  G  sont  des  courbes  planes  corrélatives  dos 
sections  planes  de  la  développable  L.  On  peut  donc,  des  résultats 
du  n®  7,  conclure,  au  moyen  du  théorème  IV,  les  ordres  et  les 
classes  des  cycles  des  sections  de  i.  Si  ensuite  on  y  change  les 
nombres  n^  v  entre  eux,  on  a,  en  vertu  du  lliéorème  VI,  ce  qui  csl 
relatif  aux  sections  de  S.  Kn  conséqiHMHe  ; 
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Au  cycle  (/i,  i,  v)  de  la  courbe  gauche,  G  correspond  dans  une 
section  de  S  : 

î®  Par  un  plan  quelconque,  le  cycle  (i,  v)  ^ 

2®  Par  un  plan  passant  à  V origine,  le  cycle  (i  ■+-  /i,  v;  ^ 

3°  P«/*  Mw  plan  tangent,  le  cycle  (w,  v  -f-  x)  ; 

4"  P^r  /^  /?/a/2  osculateur,  le  cycle  (w,  i). 

9.  Entre  le  degré  m',  la  classe  [t!  et  les  ordres  et  les  classes  n\ 
-/  des  cycles  d'une  courbe  plane  existe,  comme  on  saît,  la  relation 

(6)  2;(v'-/i')=r3(|ui'-m')  (•). 

En  appliquant  cette  relation  à  une  section  de  S  et  à  une  section 
de  2,  on  obtient  deux  relations  analogues  pour  la  courbe  gauche  G. 

Le  degré  m  de  G  est  le  nombre  des  points  où  G  rencontre  un 
plan  ;  sa  classe  [jl  est  le  degré  de  F  ou  le  nombre  des  plans  oscu- 
lateurs  que  Ton  peut  mener  à  G  par  un  point  ;  le  rang  r  commun 
à  G  et  à  r  est  le  nombre  des  droites  D  ou  A  qui  rencontrent  une 
droite  arbitrairement  choisie. 

Une  section  arbitraire  de  S  a  pour  degré  [x  et  pour  classe  r.  A 
chaque  cycle  (w,  i,  v),  dont  l'origine  n'est  pas  dans  son  plan,  cor- 
respond, pour  cette  section  (n°8),  un  cycle  (i,  v).  En  outre,  son 
plan  rencontre  G  en  m  points,  dont  chacun  est  l'origine  d'un  cycle 
(i,  I,  i).  A  ce  cycle  répond  (n"8),  dans  la  section,  un  cycle  (2,  i), 
pour  lequel  l'élément  (  v' —  //)  de  l'équation  (6)  est  égal  à  —  i .  On 
a  donc 

(7)  2(v  — /)-  m  =  3(ix.—  r). 

Semblablement,  pour  une  section  de  2,  on  a 

(8)  2:(/i-/)-/ui=3(m-r). 

Telles  sont  les  deux  relations  annoncées.  On  peut  les  combiner 
par  soustraction,  de  manière  à  obtenir  une  autre  relation  symé- 
trique par  rapport  aux  éléments  de  G  et  de  F,  savoir  : 

(9)  l{v-n)  =  o.(ix  —  m). 


(•)  f'oir,  par  oxomplp,  t.  IV  de  ce  lîulîctin^  p.  66. 

VI.  ?. 
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Si  l'on  connaît,  pour  une  courbe,  les  ordres  et  les  classes  de  tous 
le5  cycles  dont  les  ordres  n  diffèrent  de  Tunîté,  la  relation  (9)  four- 
nit le  uouibre  des  plans  osculateurs  stationnaires  de  cette  courbe. 

§  ]|.  —  Sur  les  covariants  oifférektiels. 

10.  A.  la  fin  du  paragraphe  précédent,  j*aî  déduit  de  la  théorie 
des  courbes  planes  deux  relations  (7),  (8)  entre  le  degré,  le  rang, 
la  classe  d'une  courbe  gauche  et  les  ordres,  les  rangs,  les  classes  de 
s<îs  cycles.  On  obtiendrait  directement  ces  relations  en  cherchant  : 
i°le  nombre  des  plans  osculateurs  menés  par  un  point,  c'est-à-dire 
la  classe  exprimée  au  moyen  du  degré,  du  rang  et  des  éléments 
caractéristiques  des  cycles  \  2"  le  nombre  des  plans  osculateurs  sta- 
tionnaires. L'un  ou  l'autre  de  ces  problèmes  conduira  à  chercher, 
sur  la  courbe,  le  nombre  des  points  en  chacun  desquels  cette 
courbe  satisfait  à  une  certaine  équation  didérentielle,  exprimant 
soit  que  le  plan  osculateur  passe  par  un  point  donné,  soit  qu'il  est 
stationnaire. 

Plus  généralement,  je  pose  la  question  suivante  :  Etant  donnée 
t'.ne  cquation  algébrique  entre  Xy  j'y  z  et  les  dérivées  successives 
tir  y  y  z  par  rajf/fort  à  .r,  trouver  le  nombre  des  points  d'une 
ciHirbe  gauche  algébrique  G,  en  chacun  desquels  cette  équation 
est  satisfaite. 

C  est,  comme  on  voit,  la  question  dont  j'ai  précédemment  donné 
la  solution  pour  les  courbes  planes  (  *  ). 

Il  est  avantageux,  dans  la  solution  d'un  tel  problème,  de  ne  pas 
se  priver  des  ressources  qu'oH're  la  Géométrie  projective  et,  par 
conséquent,  d'envisager  les  équations  dillérentielles  sous  forme 
proj(H'.tîve.  Elles  s'ollrent  d'elles-mêmes,  sous  cette  forme,  dans  les 
applications  géométriques.  Pour  être  en  mesure  de  traiter,  à  ce 
point  de  vue,  la  question  annoncée,  il  m'est  nécessaire  de  présenter 
quelques  considérations  générales  sur  ce  qu'on  peut  appeler  les 
covariants  différentiels, 

H  .  Pour  la'  commodité  des  notations,  je  désignerai  par  ^,  yj,  J^, 
au  lieu  de  a.\  y,  -z,  les  coordonnées  linéaires  d'un  point.  Je  consi- 

(')  Journal  vc  Mathématiques,  2*  série,  l.  II. 


-    19  — 

dcre  une  équation  algébrique,  sous  forme  entière,  entre  f ,  >;,  ^  et 
les  dérivées  successives  de  r/,  ^  prises  par  rapport  à  la  variable  5. 
Je  transforme  cette  équation  en  y  faisant  deux  changements  :  1°  je 
prends  une  variable  indéterminée  t\  2°  je  remplace  les  variables  Ç, 
x,  X^  par  X,,  x,,  j^s,  X!k  en  posant 

(10)  X4^  =  Xi,    x^n^^^ Xi^    x^}^  -z  Xi, 

Je  désigne  abréviatîvement  le  premier  membre  de  Téquation  trans- 
formée et  mise  sous  forme  rationnelle  et  entière  paryj(a:).  La 
lettre  x  rappelle  que  les  variables  sont  Xi , . . . ,  et  l'indice  t  rappelle 
que  la  variable  indépendante  est  t. 

12.  La  fonction yj  [x)  jouît  de  deux  propriétés  dues  à  sa  prove- 
nance. Soit  u  une  fonction  quelconque  de  t  ;  posons 

(11)  xi  =  nxif     Xt  =  uy2,    Xs  =  //j»,    x^=uy^, 

et  substituons  ces  expressions  dans  /*.  A  cet  eilet,  il  faut  exprimer 
les  dérivées  de  x  en  fonction  de  celles  des  j^  et  de  li,  en  appliquant 
la  règle  connue  pour  les  dérivées  d'un  produit.  Dans  la  dérivée  ^**"* 
de  X,  la  dérivée  de  y  d'ordre  le  plus  élevé,  qui  y  figure,  est  y^^^ 
et  son  coefficient  est  u.  Il  est  d'ailleurs  manifeste  que  y  est  homo- 
gène par  rapport  aux  lettres  x,  abstraction  faite  des  indices  de 
dérivation.  Soit  ô  le  degré  de  y  ainsi  envisagée.  On  obtient  ce  ré- 
sultat : 

(12)  fi(^)  =  f^^fi(r)-^9> 

(f  ne  contenant  que  les  dérivées  des  j^  d'ordre  inférieur  à  l'ordre  le 
plus  élevé  des  dérivées  de  x  dans  f^  (x). 

Mais,  en  vertu  de  (i  i),  les  équations  (10)  se  changent  en  d'autres 
équations  qui  ne  diffèrent  de  (10)  que  par  le  changement  des 
lettres  x  en  r^  donc  l'équation  proposée  entre  les  lettres  ^,  >9, 
^  doit  conduire  h  une  transformée  en  y  qui  ne  dillère  de  la  trans- 
formée en  X  que  par  le  changement  des  lettres  x  en  les  lettres  y; 
donc  la  transformée  de  ft{x)  =  o  est  nécessairement  fi{j)  =  o. 
Donc,  en  vertu  de  (i9<)  et  puisque  ç  ne  contient  pas  les  dérivées  de 
Tordre  le  plus  élevé,  cette  fonction  cp  se  réduit  identiquement  à 
zéro.  Ainsi 

2. 
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L'équation  (i3)  exprime  la  première  propriété  de  la  fonction  y  : 
«Si  l'on  fait  dans  cette  fonction  la  substitution  (ii),  elle  se  rnul^ 
tiplie  par  une  puissance  de  u. 

13.  La  seconde  propriété  est  relative  au  changement  de  la  va- 
riable indépendante.  Par  un  raisonnement  tout  à  fait  analogue  au 
précédent,  on  démontrera  sans  peine  Tidentité  suivante,  où  s 
désigne  la  nouvelle  variable  : 

(•4)  /W  =  (^;)'/.W. 

Dans  cette  équation  w  est  un  entier  positif  :  Si  l'on  change  la 
"variable  indépendante,  la  fonction  se  multiplie  par  une  puis- 
sance  de  la  dcrii^ée  de  l'une  des  variables  par  rapport  à  l^ autre. 

M.  Il  s'agit  maintenant  de  mettre  Téquation  f=o  sous  une 
forme  indépendante  du  tétraèdre  de  référence.  Pour  abréger,  j'em- 
ploie la  notation 

X\         0C\         Xy         X^ 

[xyzu]  = 


r«   r^  r»  r»^  ' 

Z\       Z)       Z^       Zi 

n,     «,     1/3     /^ 


Je  fais  la  substitution  suivante  : 

(i5)   j:,=  (za^a'a*),  j:i=  (za'fl^a'),  j;,  =  (za*a'a*),  x*=^[za^a^a^]^ 

dans  laquelle  les  lettres  a  sont  affectées  d'indices  supérieurs  et 
non  pas  d'exposants.  Les  a  désignent  des  constantes  et  les  z  les 
nouvelles  variables.  Exécuter  la  substitution  (i5),  c'est,  comme  on 
voit,  prendre  un  nouveau  tétraèdre  de  référence  par  rapport  auquel 
les  sommets  du  premier  tétraèdre  de  référence  sont  les  points  a*, 
a*,  a',  a*.  La  substitution  faite,  f  devient  une  fonction  des  z  et 
des  rt,  rationnelle  et  entière.  Elle  peut  contenir  un  facteur  indé- 
pendant des  z.  Soit  U  [a)  ce  facteur.  On  a  identiquement 

(16)  f,[x)=\^[a]¥,[z,a). 

J'exécute  maintenant  a  la  fois  sur  z  et  sur  les  a  une  substitution 
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linéaire,  en  posant 

Zi  =  lilt  -h  [Xili  ■+■  Vili   H-  Pi  Z4    I    /  =  I,  2,  3,  4  ; 

a\  =  >, A',  -h  \x.ihlx  4-  V,- Ai  H-  p,A{  )  y  =  I,  2,  3,  4. 

Si  je  fais  d'abord  cette  substitution  dans  (i5)  et  que  je  désigne 
par  D  le  déterminant  (X/jtvp),  les  nouvelles  expressions  des  x  ne 
diflêrent  de  celles  fournies  par  (i5)  qu'en  ceci  :  elles  sont  mul- 
tipliées par  D  et  les  lettres  z^  ay  sont  remplacées  par  les  lettres  Z, 
A.  Je  puis  donc,  sans  changer  le  résultat,  remplacer  d'abord  x 
par  Dj",  puis  j\  par  (Z,  A*  A'  A*  ) ... .  J'ai  donc,  en  vertu  de  (i3) 

et  de  (16), 

/,(x)  =  D»/,(.r)  =  D*U(A)  F.(Z,  a;,. 

Comparant  à  (16),  j'en  déduis 

(17)  U(a)F,(z,a)  =  D*D(A)F,(Z,A). 

Si  je  donne  aux  -2  et  à  leurs  dérivées  des  valeurs  fixes  arbitraires, 
l'équation  (17)  montre  que  la  fonction  U (a)  est  un  invariant  du 
tétraèdre  formé  par  les  points  a.  C'est  d'ailleurs  une  fonction  en- 
tière et  rationnelle.  C'est  donc  une  puissance  entière  et  positive  du 
déterminant  (a*  a*a'  a*  ).  Soit  q  l'exposant  de  cette  puissance*,  rem- 
plaçons 5  —  q  par  une  seule  lettre  tt,  et  concluons  de  (17) 

(18)  F,(3,a)r^D-F,(Z,  A). 

L'effet  d'une  substitution  h omo graphique  appliquée  à  la  fois 

aux  points  z^  a^  ^  «*,  a^^  a*  est  simplement  de  multiplier  la  fonc- 
tion F  j)ar  une  puissance  du  déterminant  de  la  substitution. 

15.  Voilà  donc,  mise  sous  forme  projective,  par  l'introduction  de 
quatre  points,  une  équation  différentielle  quelconque.  Si  une  équa- 
tion a  pour  origine  un  problème  de  Géométrie  projective,  la  trans- 
formation est  inutile.  Le  premier  membre  de  l'équation  se  présente 
comme  une  fonction  des  z  et  des  données  d'une  certaine  figure  \  mais 
une  ligure  quelconque  est  déterminée  par  des  nombres  et  un  té- 
traèdre de  référence,  de  telle  sorte  que,  pour  transformer  homogra- 
phiquement  la  figure,  il  suffit  de  transformer  le  tétraèdre  sans  altérer 
les  nombres.  En  conséquence,  une  relation  projective  quelconque 
entre  les  éléments  différentiels  d'une  courbe  en  un  de  ses  points  z  et 
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une  autre  figure  peut  toujours  être  censée  réduîte  à  une  équation 
dont  le  premier  membre  est  une  fonction  telle  que  F  5  donc  aussi  tout 
covarîant  difl'érentiel  partage  avec  les  covariants  ordinaires  cette 
propriété  que  VeJJet  d' une  substitution  homographique  est  de  mul- 
tiplier la  fonction  par  une  puissance  du  déterminant  de  la  substi- 
tution. 

16.  A  peine  est-il  besoin  de  faire  observer  qu'il  existe  des  fonc- 
tions y*  tel  les,  qu'après  la  substitution  (i5)  les  a  disparaissent  de  la 
transformée  F.  L'équation  (18)  subsiste  toujours,  mais  ne  contient 
pas  les  a.  L'équation  F  =  o  exprime  alors  une  propriété  projective 
de  la  courbe,  lieu  du  point  z^  seule.  La  fonction  F  est  alors  un  inva- 
riant différentiel.  Tel  est,  par  exemple,  en  dénotant  les  dérivées  par 
des  accents,  la  fonction  (3,  ::',  z"^  z'")  qui,  égalée  .1  zéro,  exprime 
la  propriété  des  points  où  le  plan  osculateur  est  stationnaire. 

17.  Voici  une  autre  remarque  à  ce  sujet  :  De  même  que  y  par 
rapport  aux  x^  F  est  par  rapport  aux  z  homogène  et  de  degré  î, 
abstraction  faite  des  indices  de  dérivation^  par  suite,  F  est,  par 
rapport  à  l'ensemble  des  lettres  a,  homogène  et  de  degré  3(J — 4^- 
Si  F  est  maintenant  un  invariant  différentiel,  ce  nombre  3  J  —  4? 
est  nul.  Alors  î  est  égal  à  4î^• 
Ainsi,  dans  le  cas  d'un  co variant,  on  aura  A  envisager  les  trois 

nombres  a>,  5,  tt,  tandis  que,  dans  le  cas  d'un  invariant,  le  second 
de  ces  nombres  est  quadruple  du  troisième. 

18.  Dans  la  plupart  des  applications,  il  serait  extrêmement  gù- 
nant  de  conserver  les  quatre  coordonnées  homogènes  d'une  pari, 
et  la  variable  indépendante  indéterminée  d'autre  part.  Il  nous  est 
maintenant  facile  de  revenir  aux  variables  habituelles,  sans  perdre 
le  bénéfice  de  la  projectivilé. 

Soit  le  covariant  F^^c)  (je  m'abstiens  maintenant  d'écrire  la 
lettre  a).  Pour  faire  disparaître  la  quatrième  coordonnée,  je  pose, 
comme  aux  équations  (lo), 

ZiE,^=^  Zi^      Z^Y}^=Zif       ZiL,r:=:Zy» 

La  fonction  F  jouit  de  la  propriété  démontrée  au  n^  12  pour  la 
fonction  f.  J'ai  donc 
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Les  coordonnées  sont  maintenant  Ç,  y?,  1^  et  Tunîté.  Je  veux,  à 
présent,  prendre  Ç  pour  variable  indépendante.  Appliquant  à  F  le 
résultat  du  n®  13,  j'ai 

(•9)  F.(z]  =  z»[§yF,a). 

Je  fais  maintenant  une  substitution  homograpbique,  comme  au 

n°  14,  et  j'obtiens 

F,(z)  =  D'F,(Z). 

Prenant  pour  coordonnées 

eA9 —  y-y      cJ  —  n-t       -o —  rr» 

^4  ^4  ^4 

j'ai  une  équation  analogue  à  (19) 


F'(Z)  =  zî(^)"*'a;(*)' 


et  il  en  résulte  enfin 

Telle  est  la  formule  propre  à  fournir  le  résultat  d'une  substi- 
tution Jiomo graphique  quelconque,  et  par  conséquent  aussi  d'un 
changement  des  coordonnées  linéaires  dans  un  cov^ariant  diffé- 
reniiel.  Pour  plus  de  clarté,  je  transcris  ici,  sous  leur  forme  défi- 
nitive, les  relations  qui  lient  les  deux  systèmes  de  variables,  savoir  : 


X,  ,X  -f-  u,  J'  +  V,  3î  H-  p,         ^  .X  H-  a,  3"  -4-  V,  i  +  p, 

>.3  -\;  -i-  ^3  3'  H-  V3  ^  -+-  Pa  li^-h  ^i^  -hVi^  -h  pi 

Les  variables  indépendantes  sont,  d'une  part,  ?  et,  de  l'autre,  eV. 
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§  ITI.  —  Recherche  du  nombre  des  points  d 'une  courbe  gauche 
algébrique,  en  chacun  desquels  s'év^anouit  un  coi^ariant  dif^ 
Jérentiel  donné. 

19.  Le  lître  de  ce  paragraphe  reproduit  réuoncé  de  la  question 
posée  au  11°  10,  traduite  sous  forme  projective.  Pour  résoudre  cette 
question  relativement  à  un  covariaut  donné  Fç(Ç)  et  à  une  courbe 
gauche  G,  lieu  du  point  (|,  m^  (^),  on  considérera  la  fonction  F  le 
long  de  la  courbe  G.  On  aura  ainsi  une  fonction  algébrique  d'une 
seule  variable,  et  Ton  en  étudiera  les  zéros  et  les  inGnis  avec  les 
ordres  de  multiplicité  de  chacun  d'eux.  Le  théorème  sur  Tégalité 
du  nombre  des  zéros  et  du  nombre  des  infinis  fournira  alors  la 
solution  de  la  question  proposée.  C'est  exactement  la  marche  que 
j'ai  suivie  daus  mon  Mémoire  Sur  le  contact  des  courbes  planes 
a\^ec  les  coniques,  cité  plus  haut. 

20.  J'examine  d'abord  ce  qui  concerne  le  passage  de  la  variable 
indépendante  $  par  l'infini  ;  à  cet  ellet,  j'envisage  les  points  de 
rencontre  de  la  courbe  G  avec  le  plan  ^4  =  o.  La  fonction  consi- 
dérée étant  un  covariant,  le  tétraèdre  de  référence  est  arbitraire. 
Le  plan  ^4  est  ainsi  un  plan  arbitrairement  clioisi  relativement  à  G. 
Chacune  de  ses  rencontres  avec  G  a  donc  lieu  en  un  point  simple 
de  cette  courbe.  En  outre,  si  l'on  fait  une  substitution  arbitraire 
telle  que  (ai),  la  fonction  transformée  F^  {^)  a,  en  ce  point  z^ 

une  valeur  finie  :  j'écarte,  bien  entendu,  Je  cas  où  G  satisfait  à 
l'équation  dilïérentielle  proposée,  cas  dans  l(»quel  le  problème  n'au- 
rait plus  aucune  signification.  Le  déterminant  U  de  la  formule  (20) 
est  une  constante.  On  peut  donc,  d'après  cette  formule,  substituer 
aux  environs  du  point  :;  à  F5(Ç)  la  fonction 

-24/    \d\]    '^\Zi)        \z^dz,  —  z.dzj 

Aux  environs  du  point  2,  cette  fonction  est  elle-même  du  même 
ordre  infinitésimal  que  ^J**"*^  donc,  si  2W  —  cîest  positif,  le  point  z 
donne  lieu  à  un  zéro  de  F^  (  |  ),  dont  l'ordre  de  multiplicité  est  a  w  —  (?. 
Si  2û)  —  d  est  négatif,  on  a,  au  contraire,  un  infini.  Que  Ton  con- 
vienne, dans  l'équation  qui  exprime  Tégalilé  du  nombre  des  zéros  à 
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celui  (les  inGiiis,  de  mettre  tous  les  termes  daus  le  premier  membre. 
Alors  on  peut  dire  qu'à  chaque  rencontre  de  G  a\fec  le  plan  z^=  o 
répondent  (aco  —  d)  zéros  de  F, 

Le  nombre  des  rencontres  analogues  est  égal  au  degré  m  de  G; 
donc  les  rencontres  de  G  ai^ec  le  plan  z^  =  o  donnent  lieu  à 
(2û)  —  S)  m  zéros  de  F. 

21.  Si  Ton  remplace  yJj  ^  par  deux  développements  procédant 
suivant  les  puissances  entières  et  descendantes  de  Ç,  et  commençant 
tous  deux  par  des  termes  du  premier  degré,  le  second  membre 
de  (ao),  après  cette  substitution,  ordonné  de  même,  commence  par 
un  terme  de  degré  [d  —  20)).  De  là  un  moyen  de  calculer  direc- 
tement ce  nombre  sans  aucune  transformation. 

22.  J'examine  maintenant  ce  que  devient  Fç($)  quand  les  déri- 
vées prises  par  rapport  à  Ç  sont  infinies,  c'est-à-dire  quand  la  tan- 
gente de  G  rencontre  la  droite  z,  =  Z4  ==  o.  Soit  z  un  point  en 
lequel  cette  circonstance  ait  lieu.  Aux  environs  de  ce  point,  le 
développement  de  ^  suivant  les  puissances  ascendantes  de  ^  manque 

du  terme  du  premier  degré.  La  quantité  -^9  développée  de  la 

même  manière,  commence  donc  par  un  terme  de  degré  —  i .  Les 
autres  facteurs  du  second  membre  de  (20)  ont  des  limites  linies^ 
donc  au  point  z  correspond  pour  F  un  inlini  d'ordre  w. 

Le  nombre  des  points  z  analogues  est  le  rang  r  de  G  ;  donc  les 
rencontres  de  la  droite  Zi  =  z^  =  o  av^ec  la  dév^eloppable  dont  G 
est  V  arc  te  de  rcbroussenient  donnent  lieu  à  o)r  infinis  de  F. 

23.  Si  l'on  remplace  y;,  Ç  par  deux  développements  procédant 

suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  de  $%  et  commençant 
tous  deux  par  des  constantes,  le  second  membre  de  (20),  ordonné 
de  la  même  manière,  commence  par  un  terme  de  degré  —  w.  Ue  là 
un  procédé  pour  calculer  ce  nombre  w  directement  sur  l'équation 
ditlérenlielle  proposée. 

24.  J^ai  examiné  successivement  les  circonstances  que  présente 
le  covariant  F=(;)  aux  points  de  G  pour  lesquels  les  deux  premiers 
coefficients  du  second  membre  de  (20)  n'ont  pas  des  valeurs  finies.  En 
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tout  autre  point,  ces  coefficients  ont  des  valeurs  finies,  et  je  puis  en 
faire  abstraction.  Je  peux  donc  maintenant,  pour  chaque  point,  sub- 
stituer à  Fç  (^)  Texpression  F    (X),  les  coordonnées  X,  JT,  5&  étant, 

chaque  fois,  choisies  à  volonté.  Je  supposerai  alors  que  le  point 
envisagé  est  Torigine  de  ces  coordonnées,  que  le  plan  %  z=  o  est  le 
plan  osculateur  et  que  la  droite  g'=o,5o  =  o  est  la  tangente 
de  G  en  ce  point. 

En  d'autres  termes,  si  un  point  O  de  G  est  l'origine  d'un  cycle 
(ti,  i,  v),  et  qu'on  veuille  étudier  le  covariant  F  aux  environs  de  O, 
le  point  z  se  déplaçant  sur  ce  cycle,  on  pourra  représenter  le  cycle 
par  les  équations  du  n^  4 

(22)  Ê  =  /",    y?  =  A/"-^'  H- . . . ,    Ç  =  Bf^'^'  4- 

Je  substitue  ces  expressions  et  celles  qu'on  en  déduit  pour  les 
dérivées  dans  Fç($),  j'ordonne  par  rapport  aux  puissances  crois- 
santes de  t.  Soit  alors  /  le  degré  du  premier  terme.  La  fonction  F 
a  un  zéro  multiple  d'ordre  /.  Soit  L  la  somme  des  nombres  ana- 
logues à  /  pour  tous  les  cycles  de  G,  qui  ne  donnent  pas  pour 
résultat  zéro.  J'ai 

(aS)  L=::=  wr-f- (â  —  2w)  m. 

Cette  dernière  formule  fournil  la  solution  de  la  question  proposée. 
En  effet,  si  41  est  la  partie  de  la  somme  L  alïérentc  aux  points  sin- 
guliers, et  si,  d'autre  part,  N  est  le  nombre  clicrché,  on  aura  fina- 
lement 

(24)  N  =  a)r4-((î— 2w)/n  —  4^. 

2o.  Tel  est  le  procédé  vraiment  simple  au  moyen  duquel  on  peiU 
résoudre  sans  difficulté  les  cas  particuliers  de  la  question  générale 
énoncée  plus  haut.  J'en  ferai  maintenant  des  applications  :  je  com- 
mence par  les  questions  indiquées  au  n**  10. 

Soit  à  trouver  le  nombre  de  plans  oscillateurs  quon  peut  mener 
d'un  point  x  à  une  courbe  algébrique  G,  lieu  du  point  z. 

Dénotant  par  des  accents  les  dérivées  prises  par  rapport  à  une 
variable  quelconque,  j'ai  pour  l'équation  de  condition 
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Le  premier  membre  de  Téquation  se  présente  de  luî-môme  sous 
forme  d'un  covarîant  dîflérentiel,  contenant  les  coordonnées  d'un 
point  X. 

Le  degré  5  par  rapport  à  la  lettre  z  est  égal  à  3. 

Le  nombre  ot>,  somme  des  indices  de  dérivation  dans  chaque 
terme,  est  égal  aussi  à  3  5  donc  5 —  20)=  —  3.  La  formule  (a3) 

donne  ainsi 

L  =  3(r —  m). 

Il  reste  à  calculer  le  nombre  ^.  Les  coordonnées  Ç,  y},  Ç  au 
moyen  desquelles  un  cycle  de  G  est  représenté  par  les  équations 
(a a)  sont  assujetties  simplement  à  ce  que  le  point  54  (^  ^^  y^  =:=  Ç  :-=  o) 
soit  l'origine  du  cycle,  que  la  droite  yj  =  Ç  =  o  en  soit  la  tangente 
et  que  le  plan  Ç  =  o  eu  soit  le  plan  osculateur.  On  peut  encore 
prendre  à  volonté  le  sommet  53  du  tétraèdre  de  référence,  le  plan 
Zs  =  o  passant  en  s^  et  le  plan  Zi  =  o  passant  en  Sz  et  54.  Je  profite 
de  cette  indétermination  pour  placer  le  sommet  5j,  qui  est  entière- 
ment arbitraire,  au  point  donné  x. 

Alors  Fç(?)  se  réduit  à  -j^'  D'après  (aa),  j*aî 


de;        n\       n) 


f/i-i 


donc  fn<*  24)  l'élément  /  relatif  au  cycle  (aa)  est  égal  .1  i  —  n\ 
donc  enfin,  d'après  (24),  j'ai  pour  le  nombre  cherché,  c'est-à-dire 
pour  la  classe  de  G, 

(25 )  /ui  .-rz  3  (r— m) -h  2  (71  — /). 

C'est  la  formule  (7)  du  n°  9. 

On  peut  vérifier  a  posteriori  que  chaque  point  de  G,  en  lequel 
ce  plan  osculalour  passe  par  x,  donne  lieu  à  un  zéro  simple  du  eova- 
riant  [xzz' d').  Je  suppose,  à  cet  edct,  que  O  soit  un  tel  point  et 
que  O  soit  eu  même  temps  l'origine  d'uu  cycle  (w,  /,  v).  Je  ne 
peux  phis  supposer  le  sommet  s^  du  tétraèdre  coïncidant  avec  x, 
puisque,  par  hypothèse,  x  est  dans  le  plan  osculateur  du  cycle.  Je 
fuis  alors  coïncider  avec  x  le  sommet  ^j,  qui  est  arbitraire  dans  le 

plan  osculateur.  F;($)  se  réduit  maintenant  «i  -r^»  et  j'ai   pour  / 
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le  nombre  (i  +  v —  /i).  Si  x  est  arbitrairement  choisi,  O  est  un 
point  quelconque  de  G,  c'est-à-dire  l'origine  d'un  cycle  (i,  i,  i); 
donc  i  +  y  —  n  se  réduit  à  l'unité.  La  vériGcation  se  trouve  ainsi 
faite;  mais  le  procédé  employé  permet,  comme  on  voit,  l'examen 
des  circonstances  relatives  aux  positions  particulières  du  point  jr. 
On  peut  pousser  plus  loin  cet  examen,  en  supposant  un  cycle 
(/i^  I,  v)  sur  la  tangente  duquel  se  trouve  le  point  x.  Le  nombre  / 
est  alors  égal  à  (21-f-v  —  /i).  EnGn,  si  le  point  x  est  l'origine  du 
cycle  (/i,  I,  v),  le  nombre  /  est  égal  à  (a*  -f-  >).  Ou  peut  résumer 
ainsi  cette  discussion  : 

Soit  G  une  courbe  algébrique  de  rang  r  et  de  degré  m,  et 
soit  X  un  point. 

Désignons  par 

X  la  somme  des  classes  des  cycles  de  G,  dont  les  plans  oscuia-- 

teurs  passent  en  x  ; 
J  la  somme  des  rangs  des  cycles  de  G  dont  les  tangentes  passent 

en  x; 
>i'  la  somme  des  ordres  des  cjrcles  de  G  ayant  leur  origine  en  x\ 
/i,  i  l'ordre  et  le  rang  d'un  cycle  quelconque  de  G. 

On  a  la  relation 

Cette  formule  peut  aisément  se  conclure  de  la  théorie  des  courbes 
planes  au  moyen  des  résultats  énoncés  au  n°  8.  Je  Tai  démontrée  ici 
en  détail  pour  faire  mieux  comprendre  la  méthode  de  calcul  que  je 
viens  des  poser. 

26.  Soii,  en  second  lieu,  à  trouver  le  nombre  des  plans  oscula- 
teurs  stationnaires  de  G.  L'invariant  à  considérer  est  ici 

t    Z  j  =  ^ZZ  Z  Z       ,       0  :=  ^f       &)  =  O. 

Pour  le  cycle  (aa),  on  a  (n°  13) 

La  partie  principale  du  détermiuant  (}/r/'t'^)  est  du  degré 
3 /i  -f-  ai  -+-  V  —  ()  ;    celle  de  F  est  alors  du  degré    21  h-  v  —  3/i  ; 
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donc  (n^  24) 

L  =  2(2/h-v  —  3/i)  =  6r— 8  m. 

Cette  relation,  jointe  à  (aS),  conduit,  par  l'éliDiinatiou  de  v  ou 
par  Télimination  de  i,  à  Tune  ou  à  Tautre  des  relations  (8)  et  (9). 

27.  J'envisage  maintenant  pour  F  un  covariant  différentiel  quel- 
conque du  premier  ordre.  Ce  ne  peut  être  un  invariant.  On  peut, 
en  effet,  par  une  substitution  liomographique,  changer  un  point 
et  une  droite  menée  en  ce  point  en  un  point  arbitraire  et  une 
droite  arbitraire  menée  en  ce  dernier  point.  Il  ne  saurait  donc 
exister  une  propriété  invariante  de  la  figure  formée  d*un  point 
d'une  courbe  et  de  la  tangente  en  ce  point.  Il  n'existe  donc  pas 
d'invariant  diil'érentiel  du  premier  ordre  ]  donc  F  contient  des  don- 
nées, qui  peuvent  ôtre  réduites,  d'après  le  paragraphe  précédent, 
à  des  points  a  dont  le  nombre  ne  surpasse  pas  quatre. 

Pour  étudier  la  composition  du  nombre  L,  j'examine  d'abord 
s'il  existe  sur  G  des  cycles  qui  fournissent  pour  /  des  résultats  dif- 
férents de  zéro,  quels  que  soient  les  points  a.  Il  n'en  saurait 
exister  :  en  effet,  il  en  résulterait  que  le  nombre  /  serait  di lièrent 
de  zéro,  quels  que  fussent  et  l'origine  et  la  tangente  de  ce  cycle, 
ainsi  que  les  points  a  \  donc  aucun  élément  du  nombre  L  ne  répond 
à  un  point  de  G  indépendant  des  données  de  F. 

Supposons  que  ces  données  restent  indéterminées,  c'est-à-dire 
que,  G  étant  une  courbe  entièrement  donnée,  les  points  a  soient 
représentés  par  des  coordonnées  qui  restent  des  quantités  littérales. 
D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  chaque  point  de  G  pour  lequel  le 
nombre  /  diffère  de  zéro  dépend  des  données  a,  et  est,  par  suite, 
un  point  simple  de  G.  Je  dis,  en  outre,  que,  pour  ce  point,  l  est 
égal  à  V unité. 

Suivant  l'hypothèse  inverse,  z  étant  un  point  quelconque  de  G 
et  a%  rt*,.  .  .  des  points  tels  que  F  s'évanouisse  pour  z,  la  dérivée 
de  F,  prise  le  long  de  G,  s'évanouirait  aussi  en  z.  Admettons  cela 
pour  un  instant,  et  montrons  l'impossibilité  de  cette  supposition. 
Fixons  à  volonté  les  points  «,  sauf  a*,  et  astreignons  ce  dernier  îi 
parcourir  une  ligne  arbitrairement  choisie.  Il  n'y  a  plus  alors  dans 
F  que  deux  variables  :  les  points  z  Gi  a^.  Lions  ces  points  par  la 
condition  F=:o.  Suivant  l'hypothèse,  la  dérivée  partielle  de  F 
prise  en  faisant  varier  seulement  z  est  nulle;  donc  la  dérivée  par- 
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tiellc  de  I*"  par  rapport  à  la  variable  unique  dont  dépend  a'  esl 
aussi  nulle;  donc,  ou  bien  F  est  divisible  par  le  carré  d'une  fonc- 
tion entière  de  cette  variable,  ou  bien  F  ne  contient  pas  cette 
variable.  La  première  supposition  doit  être  écartée,  car  on  ne  consi- 
dère que  des  équations  indécomposables.  La  seconde  s'écarte  égale- 
ment; car,  si  F  ne  contient  pas  ^%  elle  contient  nécessairement  au 
moins  un  des  autres  points,  à  Tégard  duquel  ou  peut  faire  le  même 
raisonnement. 

De  cette  discussion  je  conclus  que,   dans  l'hjpothèse  où  les 

données  de  F  sont  des  quantités  littérales,  le  nombre  des  points 

de  G  en  chacun  desquels  s'éi'anouit  le  coi^ariant  F  est  précisément 

fourni  par  la  formule  (23).  C'est  ce  qu'on  peut  encore  exprimer 

ainsi  : 

Théorème  VU.  —  Le  nombre  des  points  d'une  courbe  gauche 
G  de  degré  m  et  de  rang  r,  en  chacun  desquels  est  satisfaite  une 
équation  différentielle  algébrique  de  premier  ordre,  mise  sous 
forme  projectile  et  dont  les  données  sont  indépendantes  de  G, 
est  égal  à  (àr-h  Om^  (ù  et  0  étant  deux  nombres  qui  ne  dépendent 
que  de  l'équation  différentielle  (0=  S  —  aw). 

28.  Le  théorème  VU  est  susceptible  de  diverses  formes  géo- 
métriques. Considérons  une  surface  algébrique  dont  Téquation 
contienne  algébriquement  un  paramètre.  En  exprimant  que  celte 
surface  touche  G,  et  éliminant  le  paramètre  entre  cette  nouvelle 
équation  et  celle  de  la  surface,  j'obtiens  une  équation  ditlërcntiello 
algébrique  du  premier  ordre  ;  donc  : 

Soit  un  sjstème  algébrique  de  surfaces,  tel  que  o)  soit  le  nombre 
des  surfaces  de  ce  système  qui  passent  en  un  point,  et  6  le  nombre 
de  celles  qui  touchent  une  droite. 

Le  nombre  des  surfaces  du  même  système  qui  touchent  une 
courbe  de  degré  m  et  de  rang  r  est  wr  '\-Bm,,  poun^u  quilr  ait 
indépendance  entre  la  courbe  et  les  données  du  sjstème. 

C'est  un  théorème  connu. 

Considérons  une  courbe  G'  également  algébrique  et  dont  les 
données  contiennent  trois  paramètres.  En  exprimant  qu'elle  touche 
G  et  éliminant  les  paramètres,  on  obtient  encore  une  équation  dif- 
férentielle du  premier  ordre.  Donc  : 
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Soit  une  série  triplement  injinie  et  algébrique,  de  courbes  algé- 
briques G',  de  telle  sorte  que  w  courbes  G'  touchent  un  plan  en  un 
point  et  que  9  courbes  G'  touchent  une  droite. 

Le  noj/ibre  de  courbes  G'  qui  touchent  une  courbe  G  de  degré  m 
et  de  rang  r  est  o)r  -+-  Om^  pourvu  qu'il  y  ait  indépendance  entre 
G  et  les  données  de  la  série  (G'). 

29.  Il  est  naturellement  impossible  d'obtenir,  en  place  du  lliéo- 
rènie  VII,  un  théorème  général  pour  le  cas  où  l'on  suppose  au 
contraire  une  dépendance  entre  la  courbe  et  l'équation  diiléren- 
tielle.  On  a  déjà  vu  plus  haut  (n*^25)  un  exemple  de  cette  suppo- 
sition, à  l'égard  d'une  équation  du  second  ordre.  En  voici  un  nouvel 
exemple  où  le  covariant  est  du  premier  ordre. 

Soient  a  le  premier  membre  de  l'équation  d'un  plan  et  b  le 
premier  membre  de  l'équation  d'une  surface  du  second  ordre.  Con- 
sidérons la  fonction 

(26)  Y,{z)  =  a'-^-jj^, 

t  étant  une  variable  dont  dépend  le  déplacement  du  point  z  sur  une 
courbe  G.  Il  est  visible  que  F  est  un  covariant  dillerentiel  du  pre- 
mier ordre.  En  appliquant  la  méthode  ci-dessus  à  ce  covariant,  je 
trouverai,  non-seulement  le  nombre  des  points  de  G  où  il  s'éva- 
nouit, mais  encore  son  interprétation  géométrique. 

On  a  ici  à  =  3,  o)  =  i  ;  donc,  la  plan  a  et  la  surface  b  étant  quel- 
conques  relativement  à  G,  le  nombre  des  points  de  G  satisfaisant 
à  F  =  o  est  r  -h  ///. 

Soit  O  un  point  de  G  où  F  s'évanouisse.  Je  puis  supposer  en  O, 
suivant  l'analyse  du  n°  24, 

,      .  dzi       dzy 

(27)  ;:,zz:r,  =  Z3=o,       —  =  -jj=o. 

Je  peux  supposer  aussi  que  le  plan  24  =  0  coïncide   avec  a. 

Prenant  les  variables  ^,  yj,  Ç,  je  réduis  ainsi  i\{^)  à  -jy* 

Soit  maintenant 

i  =  2  bifZiZj, 

rfh 

En  vertu  de  (27),  -^  se  réduit  en  O  à  ii4  -,  donc  le  plan  polaire 
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de  O  par  rapport  à  b  passe  au  somniel  5»  du  tétraèdre  de  référence, 
c'est-à-dire  à  rintcrsection  de  la  tangente  de  G  en  O  avec  le  plan  a. 

Ainsi  : 

Si,  par  rapport  à  une  surface  du  second  ordre  b,  on  prend  le 
plan  polaire  d'un  point  z  d'une  courbe  G  et  l'intersection  x  de  ce 
plan  av^ec  la  tangente  de  G  en  z^  l' év^anouisseinent  du  cowariant 
(26)  exprime  que  le  point  x  est  dans  le  plan  a. 

Donc  le  degré  du  lieu  du  point  x  est  r  -+-  ni. 

D'après  cette  interprétation,  on  peut  maintenant  se  demander  si 
le  degré  de  la  courbe  (x),  lieu  du  point  or,  subit  des  modiCcations 
quand  la  surface  b  prend  certaines  positions  particulières  relati- 
vement à  G.  Or  l'évanouissement  de  ii^  conserve  toujours  la  signi- 
fication ci>dessus,  sauf  le  cas  où  b  passe  en  O.  Admettons  qu'il  en 
soit  ainsi  et  que,    pour   un  cycle   d'origine  0(/i,  i,  v),  b   soit 

d'ordre  n  -f-  k.  Alors  -j^  est  d'ordre  k  ;  donc,  avec  une  entière 

dl 

généralité,  on  peut  dire  que  : 

IjC  degré  du  lieu  du  point  x  est  la  somme  du  degré  et  du  rang 
de  G,  diminuée  de  la  sonune  des  ordres  des  contacts  de  G  av^ec  la 
surface  b. 

L'expression  r  -{-  m  —  2  A*  peut  être  transformée.  On  a,  en  effet, 
en  comptant  les  intersections  de  G  et  de  i, 

Le  degré  de  [x)  peut  donc  s'écrire  r —  m  -f-  2  //  :  le  degré  du  lieu  du 
point  X  est  égal  à  l'excès  du  rang  de  G  sur  son  degré,  augmenté 
de  la  somme  des  ordres  des  cycles  de  G  dont  les  origines  sont 
sur  b.  Ce  dernier  énoncé  s'applique,  sans  aucune  ambiguïté,  au 
cas  où  b  se  réduit  à  un  cône.  Prenons  ce  cas,  et  faisons  une  trans- 
formation corrélative  qui  change  b  en  un  cercle  situé  à  l'infini.  La 
courbe  x  se  change  alors  en  la  surface  rectifiante  de  F  ;  donc  : 

Le  nombre  des  plans  rectifiants  que  Von  peut  mener  par  un 
point  arbitraire  à  une  courbe  algébrique  est  égal  à  V excès  du 
rang  de  la  courbe  sur  sa  classe,  augmenté  de  la  somme  des 
classes  des  cycles  de  cette  courbe,  pour  chacun  desquels  le  plan 
osculateur  est,  soit  isotrope,  soit  à  V infini. 
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30.  Voici  encore  un  exemple  où  le  covariant  est  du  premier 
ordre  ; 

On  donne  une  conique  C  et  une  courbe  G.  Soient  z  un  point 
de  G  et  ^  la  polaire,  par  rapport  à  C,  du  point  d'intersection 
du  plan  de  C  ai^ec  la  tangente  de  G  en  z.  On  mène  le  plan  N 
par  z  et  \,  Trouver  le  nombre  des  plans  N  qui  passent  par  un 
point  donné  arbitrairement. 

Si  C  est  le  cercle  commun  à  toutes  les  sphères,  N  devient  le  plan 
normal  de  G  en  z.  Soient 

q  =  q^^)~  [q,Zy  -h  q, z, -^  q^  z^  ^q,z^Y'^  =  o 

les  équations  du  plan  C  et  d'une  surface  du  second  degré  passant 

par  C.  Je  pose  encore 

p  =  2q,q^. 

On  trouve  aisément  pour  le  covariant  qui  répond  à  la  question 
(  y  étant  le  point  donné) 

Les  nombres  o  et  co  sont  respectivement  égaux  à  3,  i  ^  donc  le 
nombrr  clicrchc  est  la  somme  du  rang  et  du  degré  de  G,  s'il  j 
a  indépend ajîce  entre  G  et  la  conique  C. 

Je  veux  maintenant  clierclier  les  modiiications  qui  peuvent  être 
dues  à  des  relations  entrt!  G  et  C.  A  cet  ell'et,  je  dois  clierclier  pour 
quels  cycles  de  (},  V  peut  devenir  nul  ou  infini,  (juel  que  soit  y. 

En  pnmiier  lieu,  je  suppose  que  Torigine  O  de  ce  cycle  ne  soit 
pas  dans  le  plan  a.  La  surface  q  n'est  astreinte  qu'à  passer  par  C. 
Je  puis  supposer  qu'elle  passe  en  O,  sans  y  toucher  G.  Le  plan />, 
polaire  de  j  par  rapport  à  q^  ne  passe  pas  en  O,  puisque  y  est  arbi- 
traire ;  donc  la  fonction  a~'^{ayq  —  ap)  ne  s'évanouit  pas  en  O. 
En  outre,  son  développement  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  ^  contient  un  terme  du  premier  ordre  qui  ne  disparait  que  pour 
certaines  positions  de  y  5  donc  la  dérivée  de  cette  fonction  a  une 
valeur  finie  quand  j  reste  arbitraire.  Ainsi  le  cycle  envisagé  ne 
peut  en  aucune  façon  altérer  le  résultat  précédent. 

VI.  3 
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En  second  lieu,  je  suppose  que  O  soit  dans  le  plan  a.  Ici  a  s*éva 
nouit  en  O.  Si  O  n'est  pas  sur  C,  17  et  ^  ont,  en  O,  des  valeurs 


&) 


finies.  Soit  n  Tordre  du  cycle  et  1  H —  Tordre  inCnitésimal  de  a, 


n 


quand  \  est  du  premier  ordre.  La  fonction  ci -dessus  a  sa  partie 
principale  de  Tordre  —  a  (  1  -f-     j  •  Sa  dérivée,  multipliée  par  a', 

a  donc  une  partie  principale  de  Tordre  -  ;  donc  Tordre  de  F,  pour 

le  cycle  envisagé,  est  w,  c'est-à-dire  Tordre  total  des  contacts  de  a 
avec  les  branches  de  ce  cycle. 

Si  O  est  sur  C,  q  est  lui-même  évanouissant  en  O.  Son  ordre 

inCnitésimal  est  au  plus  égal  à  celui  de  a  \  soit  i  H cet  ordre.  La 

fonction  a~'  («r  7  —  ap^  est  de  Tordre  —  afiH —  )-+-iH •   Sa 

dérivée,  multipliée  par  a',  est  alors  de  Tordre  iH •  L'ordre 

de  F,  pour  le  cycle  envisagé,  est  ainsi  o)  -f-  w  4-  w',  c'est-à-dire 
Tordre  total  des  contacts  de  a  avec  le  cycle,  plus  le  nombre  des 
intersections  de  ce  cycle  avec  q  \  donc,  en  résumé  : 

Le  nombre  des  plans  normaux  que  Von  peut  mener  par  un 
point  à  une  courbe  est  égal  à  la  somme  du  rang  et  du  degré  de 
cette  courbe,  diminuée  de  la  somme  totale  des  ordres  de  ses  con- 
tacts av^ec  le  plan  de  iinjini  et  du  nombre  des  intersections 
quelle  a  à  Vinjini  avec  une  sphère  quelconque. 

Si  la  courbe  est  tracée  sur  une  sphère,  la  somme  des  nombres 
(71 -f-  w')  est  égale  à  son  degré;  donc,  sur  une  sphère,  le  nombre 
des  arcs  de  grand  cercle  que  l'on  peut  mener  par  un  point  nor- 
malement à  une  courbe  algébrique  est  égal  au  rang  de  cette 
courbe  diminué  de  la  somme  des  ordres  de  ses  contacts  ai^ec  le 
plan  de  l'infini. 

31.  Dans  les  quatre  derniers  numéros,  je  me  suis  occupé  des 
covariants  diilérenliels  du  premier  ordre.  Prenons  maintenant  des 
covariants  du  second  ordre.  U  n'existe  pas  d^invariant  dilïérentiel 
du  second  ordre  5  il  en  résulterait,  en  ellet,  l'existence  d'un  inva- 
riant de  trois  points  dans  l'espace,  ce  qui  est  impossible.  En  rai- 


-  3r>  - 

souuant  comme  au  n°  27,  je  sépare  le  nombre  L  en  deux  parties, 
dont  Tune  répond  aux  cycles  de  G  quî  rendent  le  covarîant  nul 
ou  inûni,  quelles  que  soient  les  arbitraires  du  covariant,  et  dont 
l'autre  répond  aux  zéros  de  ce  covariant  qui  dépendent  de  ces  ar- 
bitraires. Le  raisonnement  employé  au  n®  27  prouve,  dans  ce  cas 
aussi,  que  chacun  de  ces  derniers  zéros  est  simple,  pourvu  qu'on 
suppose  encore  que  les  arbitraires  du  covariant  restent  des  quan- 
tités littérales.  La  question  nouvelle  à  résoudre  se  réduit  donc 
uniquement  à  trouver  les  nombres  /  indépendants  des  arbitraires 
du  covariant. 

Je  considère  le  covariant  sous  la  forme  Fç(^)  et  je  laisse  les 
coordonnées  quelconques  relativement  au  cycle  envisagé.  Soient 
Çoî  ^0»  ^0  les  coordonnées  de  l'origine  de  ce  cycle  («,  i,  v);  il  est 
représenté  par  les  équations 

Ç  —  $0=  A'/"  -^  B'r+'-i-  0'/"+'-^^  -h . . . . 

Les  parties  principales  de  Ç,  >î,  ?^,  >?',  ^%  r/',  Ç'',  aux  environs  de 
l'origine  du  cycle,  sont  respectivement 

Eo,  7Î0,  ?o  A,  A'     et     -  fi4--^B/'-«,     ifi+i^B'/'-". 

Soit,  dans  F,  une  suite  de  termes  homogènes  et  de  dcîgré  a  par 
rapport  à  ïj"  et  J^'^  La  partie  principale  de  cet  ensemble  de  termes 
est  de  la  forme 


[ 


-  (i4--  1  /'-" 
n  \        n 


9;Ho, -/Jo,  Ço.  A,A',  B,  B'), 


la  fonction  cp  étant  indépendante  des  nombres  i,  n.  Par  une  substi- 
tution homographique,  on  peut,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  attri- 
buer aux  lettres  qui  figurent  dans  la  parenthèse  de  (f  des  valeurs 
entièrement  arbitraires.  Celte  substitution  altérera  les  arbitraires 
de  F.  Mais  ces  dernières  étant  des  données  littérales,  suivant  notre 
hypothèse,  on  voit  que  toutes  les  quantités  dont  dépend  y  sont 
arbitraires-,  donc  ç  n'est  pas  nul  ^  donc  l'ensemble  des  termes  cou- 
sidérés  a  sa  partie  principale  de  l'ordre  a(i  —  n). 

La  quantité  a  a,  suivant  les  termes  que  l'on  considère  dans  F, 
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diverses  valeurs.  Soient  |3  sa  plus  peiilc,  eiy  sa  plus  grande  valeur. 
Si  i  —  n  est  posilif,  la  plus  petite  valeur  de  a(i  —  n)  est  j3(*  —  /i). 
Si,  au  contraire,   i  —  //   est  négatif,   la   plus   petite   valeur  est 

Je  désigne  par  J  la  somme  des  quantités  positives  i  —  w,  et  par 
K  la  somme  des  quantités  positives  n  —  i  pour  les  cycJes  de  G.  La 
partie  du  nombre  L  qui  ne  dépend  pas  des  arbitraires  du  cova- 
riant  se  trouve  ainsi  être  égale  «i  (iJ  —  yK;  donc  le  nombre  des 
points  de  G,  en  chacun  desquels  ce  covariant  s'évanouit,  et  variables 
avec  les  arbitraires  du  covariant,  est 

(28)  N  =  «r -+-  Om  -  ;3J  -h  /K. 

L'exemple  du  n°  25  est  un  cas  particulier  de  celui-ci.  Pour  cet 
exemple,  les  nombres  3  et  y  sont  égaux  tous  deux  à  Tunité;  aussi 
a-t-un  trouvé,  conformément  à  (  28  ^ 

Entre  (28)  et  (29^,  jVlimine  J,  et  j'obtiens 
3o^  N=  «_33  r-f-    0-1-33  m-h  3a  4-   d  —  3   K. 

Théorkme  Vin.  —  Le  nombre  des  points  d'une  courbe  gauche 
algcbrii/ue,  en  c/incun  (les(/uels  est  siitis/iiite  une  rt^iation  diffé- 
rentielle algèhriiiue  du  second  ordre,  mise  sous  forme  projecti\'e, 
et  dont  les  données  sont  irulêpendantes  dr  la  courbe,  est  la  somme 
de  </U(itre  nombres  dont  cbiicun  est  le  produit  d'un  /acteur  de- 
pendant  de  la  courbe  seule  et  d'un  facteur  dépendant  de  l'étpia' 
tion  seule. 

32.  11  est  clair  que  tous  ces  résultats  s'appliquent  aux  courbes 
planes  :  le  théorème  Ml  saus  moditioatiou.  Le  théoi*ême  \llly 
subit  une  simplitication,  attendu  que,  dans  ce  cas,  le  nombre  3  est 
nul.  S'il  s*agil,  en  elfet,  d*un  co\arîanl  ne  contenant  que  les  va- 
riables ç*  r,  et  que  :  ne  soit  pas  nul,  ce  covariant  contient  le 
facteur  r"  et  n'est  pas  indécomposable.  Jaî  déiuontn»  antérieure- 
ment, de  deux  maniêix^s  diilëivntes,  ce  cas  particulier  du  théo- 
rème MIL 

On  peut  donner  au  ihéorèiue  N  111  diverses  formes  gtH.>mélriques, 
parmi  K-itiuelles  je  cite  la  suivante  ; 
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Dans  une  série  doublement  infinie  de  surjaces  algébriques,  le 
nombre  des  surfaces  qui  ont  av^ec  une  courbe  gauche  algébrique 
un  contact  du  second  ordre  est  la  somme  de  quatre  nombres  dont 
chacun  est  le  produit  d'un  facteur  dépendant  de  la  courbe  seule 
et  d'un  facteur  dépendant  de  la  série  de  surfaces  seule. 

33.  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  savoir  s'il  existe  des  covariants 
diirérentiels  du  second  ordre  pour  lesquels  les  quatre  coeflicients 
du  second  membre  de  (3o)  soient  égaux  à  des  nombres  arbitrai- 
rement clioisis. 

Je  désigne  par  r:,,  . .  . ,  34  les  coordonnées  homogènes  d'un  point 
et  je  dénote  par  des  accents  leurs  dérivées  prises  par  rapport  à  un 
paramètre  quelconque. 

Appelons^  pour  un  instant,  u^^  . . . ,  u^  les  six  déterminants  bi- 
naires [ziz'j)^  et  Vi,  ...,  1^4  les  quatre  déterminants  ternaires 
[ziz\z\).So\\.  maintenant  \_p^  p'-i  p"^  une  fonction  rationnelle  et 
entière  des  z^  des  u  et  des  i',  homogène  et  de  degré  p  en  z,  homo- 
gène et  de  degré  //  en  a,  homogène  et  de  degré  y/  en  \f.  Je  pose 

(3.)  F,(2)  =  2[;,, /,',/»"], 

composant  ainsi  une  fonction  F  par  la  somme  de  plusieurs  fonc- 
tions analogues,  sous  la  restriction  que  Ton  ait  toujours,  5  et  w 
désignant  des  constantes, 

(  /? -f- 2/;' -4-  3/;"=:o, 
I  p' -\~  3/;"=  0. 

i"  Si  Ton  opère  sur  les  z  \uw  substitution  linéaire  et  homogène, 
la  même  substitution  s'étendaut  aussi  aux  z!  et  aux  z"^  il  est  visible 
qu(^  la  forme  de  la  fonction  F  n'est  pas  altérée^  ses  coefficients 
seuls  sont  modiliés  :  ils  subissent  aussi  une  substitution  linéaire. 
On  peut  donc  considérer  F  eoiiiine  inaltérée  par  une  substitution 
honiographique  s'élendant  aussi  à  ses  coefficients. 

:>°  Si  l'on  multiplie  les  z  par  une  fonction  quelcon(|ue  j  de  f, 
chaque  fonction  partielle  [/^,  //,  //']  se  multiplie  par  la  puissance 
(/;  -f-  '2f/-h  3//')  de  r-  A  cause  de  la  première  équation  (3^.),  Tex- 
posanl  de  cette  puissance  (vst  le  même  ])Our  toutes  les  fonctions 
partielles;  donc  I^'se  multiplie  par  7*. 
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3<*  Si,  de  même,  ou  change  la  variable  indépendante,  à  cause  de 
la  deuxième  équation  (3a),  F  se  multiplie  par  la  puissance  ci>  de  la 
dérivée  de  la  nouvelle  variable. 

A  cause  de  ces  trois  propriétés,  F  est  un  covariant  difTérentiel  du 
second  ordre.  Il  est  aisé  de  voir,  et  je  ne  m'y  arrête  pas,  que  F  est 
le  type  le  plus  général  d'un  tel  covariant.  Je  vais  chercher  s'il  est 
possible  de  déterminer  F  de  manière  que  les  coefficients  du  second 
membre  de  (3o)  soient  égaux  à  des  nombres  arbitrairement  choisis. 
Je  me  donne  ainsi  |3,  puis 

w  — 3(3=:gr,    Oh- 3(3  =  A,    y  — (3  =  ^-. 

D'après  le  n^  !29,  /3  est  le  minimum  de  //'  et  y  son  maximum  ;  donc 
d'abord  P  et  h  doivent  être  positifs.  Se  rappelant  que  9  n'est  autre 
que  i —  2  Cl),  on  trouve  aisément  que,  relativement  au  nombre  p" ^ 
les  deux  fonctions  partielles  extrêmes  sont 

[/.•-+-3A',  gr-3A-,  p-4-/*],     [A,  ff.  (3]. 

On  peut  donc  déterminer  ces  fonctions  si  l'on  a 

P^o,    Z->o,     A>o,    g>^h. 

Ainsi  Von  peut  répondre  à  la  question  proposée  toutes  les  fois 
que  les  quatre  nombres  donnés  sont  positifs  et  que  le  premier  est 
au  moins  égal  au  triple  du  quatrième. 

On  ne  manquera  pas  de  remarquer  que,  si  les  deux  nombres  |3 
et  A*  sont  nuls,  le  covariant  se  réduit  au  premier  ordre,  en  sorte 
que  le  théorème  VII  s'ollre  comme  un  cas  particulier  du  théo- 
rème VIII. 

34.  Pour  les  covariants  d'ordre  supérieur  au  second,  il  n'existe 
pas  de  formule  analogue  à  (3o),  composée  d'un  nombre  iini  de 
termes  et  applicable  à  tous  les  cas  :  c'est  ce  que  j'ai  déjà  eu  l'occa- 
sion de  montrer  quand  il  s'agissait  des  courbes  planes.  Mais  si, 
au  lieu  d'envisager  une  courbe  quelconque,  on  se  borne  à  une 
courbe  ne  contenant  que  des  singularités  aj^partcnant  à  un  nombre 
fini  de  familles  données,  on  obtient  pour  ces  cas  restreints,  et  quel 
que  soit  l'ordre  du  covariant,  des  formules  analogues  à  :  3o  .. 

J'envisage,  par  exemple,  des  courbes  G  ne  contenant  pas  d'autre 
cycle  singuh'er,  au  point  de  vue  ponctuel,  «jue  des  rebroussements 
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ordinaires  (3,  i,  1).  Soit  1  Tordre  d'un  covariant  F,  quand  on  y 
met  pour  les  coordonnées  les  expressions 

qui  caractérisent  le  cycle  (2,  i,  i)  et  où  les  coefficients  sont  laissés 
indéterminés. 

Si  G  contient  K  pareils  cycles,  la  partie  correspondante  du 
nombre  L  est  AK;  donc 

N  =  &jr-h  9m  —  XK. 
D'ailleurs  l'équation  (29)  se  réduit  ici  à 

donc  enfin 

(  33  )  N  =  (w  4-  3  X)  r  -+-  (0  —  3  X)  m  —  X/ui. 

Telle  est  la  formule  générale  pour  une  équation  différentielle 
d'ordre  quelconque  et  pour  une  courbe  ne  possédant  que  des  sin- 
gularités ordinaires,  pourvu  quil  y  ait  indépendance  entre  la 
courbe  et  les  données  de  l'équation  mise  sous  forme  projectiv^e, 

35.  En  dernier  lieu,  si  Ton  suppose  une  courbe  gauche  G  sans 
singularité,  on  a  simplement 

(34)  N  =  wr-h5//i. 

Dans  une  jVote  insérée  au  tome  II  de  ce  Bulletin,  p.  70,  je  disais  : 
«  Il  serait  d'un  très-grand  intérêt  de  connaître  le  caractère  général 
des  propriétés  des  courbes  qui  ne  dépendent  que  du  degré  et  du 
nombre  des  points  doubles  apparents.  »  Ce  caractère  général  n'est 
pas  encore  trouvé  \  mais  on  a  ici  la  délînition  d'une  catégorie  im- 
portante de  telles  propriétés.  On  peut  dire,  en  eilct,  que  : 

Sur  une  courbe  sans  singularité  ponctuelle,  le  nombre  des 
points  en  chacun  desquels  est  satisfaite  une  équation  différentielle 
algébrique  ne  dépend,  quant  à  la  courbe  [suivant  la  formule  (34)]^ 
que  du  degré  et  du  nombre  des  points  doubles  apparents, 

36.  Voici  une  application  bien  propre  à  faire  juger  de  la  facilité 
de  la  méthode  actuelle. 
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[Jnc  surjace  de  degrc  p  est  assujettie  à  passer  par 

(/y-hilf/^-f-  ?.)[/> -4-  3)  _  j^^ 
6 

points  donnés  et  à  a^oir,  ay^ec  une  courbe  gauche  G,  un  contact 
d'ordre  k  —  i .  On  demande  le  nombre  des  solutions  quand  G  ne 
possède  que  des  singularités  ordinaires. 

Je  compose  un  (Icteniimant  A,  en  écrivant  successivement  tous 
les  termes  d'une  forme  quaternaire  de  degré  />,  comme  il  suit  :  les 
premières  lignes  s'obtiennent  en  mettant  successivement,  à  la  place 

1  -11  (  W-f-l^(D  -1-  2](/7-4-  3)  ,  .  , 

des  variables  rrj,     ..,34, ~^~~c — •   '*^yst*ini**s  de 

constantes.  Les  autres  lignes  s'obtiennent  en  y  mettant  successive- 
ment les  3,  puis  les  z\  .  . .,  enlin  les  z^^^^K  Ce  déterminant  est  le 
covariant  dont  Tévanouissement  répond  à  la  question. 

Le  degré  de  A  par  rapport  aux  r,  abstraction  faite  des  indices 
de  dérivation,  est  pk.  La  somme  des  indices  de  dérivation  à  chaque 

terme  est 

.,         .       /r(/r-i) 
I  -+-  2  -f- . . .  -4-   /r  —  I   =  — ^ -^  ; 

donc 

o=pky     (ù=      -   — -9      c/ -~o  —  2f.)  =  /.;/>-- A' -f- 1  . 

Donc  : 

i^  iSi  la  courbe  (i,  de  rang  r  et  de  degré  m ^  n'a  pas  de  singu- 
larité ponctuelle,  le  nombre  cJierché  est  égal  à 

k{h  —  \]  ,  ,  j         . 
; r  -4-  h[p  —  /»  -+-  1  )  m. 

Ce  résultat  ne  dill'ère  pas  de  celui  que  Ton  obtient  dans  la  question 
analogue  pour  les  courbes  planes,  suivant  une  formule  due  à 
M.  de  Jonquières  (*). 

Si  Ton  suppose  que  G  contienne  des  rebroussements,  on  trouve 


(')  f'oir  le  lomc  IV  de  ce  Iiid(etiny  p.  \\ 
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aisément,  pour  le  nombre  X  (n°  33), 

Donc  : 

2^  Si  lu  courbe  G  contient  K  rebroussenwnts  ordinaires,  le 
nombre  cherché  est 

— ^ '  r-\-h{p  —  h  -M   m -h ■  k. 

Soit,  par  exemple,  p  =:  2^  k  =  lo.  Alors  : 

Sur  une  courbe  gauche,  de  degré  m  et  de  rang  r,  ayant  K  re~ 
broussements  ordinaires ,  sans  autre  singularité  ponctuelle ,  le 
nombre  des  points  en  chacun  desquels  cette  courbe  a  un  contact 
du  neuyficme  ordre  av^ec  une  surface  du  second  degré  est  égal  à 

45r—  70m  -^  36K. 

37.  J'ai  a  ajouter  une  rcmarf|ue  relative  au  thtiorèmc  VIII.  Je 
considère,  comme  au  n°  32,  une  fonction  telle  que  [/;,  /Z^)^'^],  et 
j'y  remplace  les  coordonnées  z  par  leurs  expressions  en  fonction 
des  coordonnées  du  point  correspondant  x  sur  la  courbe  F.  Je 
rappelle  cpie  F  est,  comme  au  n^  6,  la  courbe  correspondant  à  G 
dans  une  ligure  corrélative.  Avec  les  coordonnées  x,  la  fonction 
prend,  on  le  voit  aisément,  la  forme 

[p'\p\p][xx'x"x"/-^'p\ 

Pour  qu'un  covariant  F,  formé  par  une  suite  de  fonctions  partielles 
[/?,  ^/. //'],  se  transformer  ainsi  en  un  covariant  dont  Tordre  ne 
dépasse  pas  le  second,  il  faut  et  il  suffit  que  [xjl/ x" ,1:^")  soit  en 
facteur  commun,  avec  le  même  exposant,  à  tous  les  termes  de  F. 
A  cause  des  équations  (3*2),  il  en  résulte  que  F  se  réduit  à  un  seul 
terme.  Ainsi  : 

Pour  qu'un  covariant  du  second  ordre  se  transforme  en  un 
covariant  du  mrine  ordre  quand  on  l'applique  à  une  figure 
corrélative,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  homogène  par  rapport 
aux  dérivées  secondes. 

S'il   en  est  ainsi,  le  covariant  est  de   la  forme  [/'i^^,  (i]^  ^-t  la 
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ibnnulc  (3o)  se  réduit  à 

(35)  N  =  g7--hAm-+-Pfx. 

Dans  ce  cas,  la  relation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  covariant  a 
lieu  entre  le  point,  la  tangente  et  le  plan  osculateur  seulement.  Il 
n'y  entre  pas  d'autre  élément  du  second  ordre.  On  peut  donc 
énoncer  la  proposition  suivante  ; 

Théokème  IX.  —  Soit  la  figure  composée  d'un  point  a^  d'une 
droite  D  passant  en  a  et  d 'un  plan  p  passant  par  D.  Soit  F  =  o 
une  relation  à  laquelle  doit  satisfaire  cette  figure,  et  ou  les  coor- 
données dea^D^  p  entrent  respectiv^ement  aux  degrés  h^g^^.  Soit, 
d  *  autre  part,  une  courbe  G  de  degré  m,  de  rang  r ,  de  classe  ft, 
et  à  singularités  quelconques.  Le  nombre  des  points  a  de  G,  en 
chacun  desquels  le  point  a,  la  tangente  D  et  le  plan  osculateur  p 
satisfont  à  la  relation  F  =  o,  est  donné  par  la  formule  (35). 

Exemple.  —  Les  trois  droites  joignant  a  aux  intersections  de 
p^  avec  trois  droites  données,  doivent  faire  avec  D  un  rapport 
anharmonique  donné. 

Alors  N  =  r  -f-  m  +  fx. 

38.  Dans  les  divers  exemples  que  j*ai  traités  ici,  j'ai  pris  les 
covariants  dillérentiels  sous  la  forme  F|(3),  c'est-à-dire  que  les 
coordonnées  y  étaient  homogènes  et  la  variable  indéterminée.  Le 
nombre  5  y  était  alors  en  évidence.  Si  l'on  a  à  envisager  une  équa- 
tion dillérentielle  sous  la  forme  ordinaire,  avec  les  coordonnées 
linéaires  et  la  variable  indépendante  ^,  on  peut  calculer  d  sans 
revenir  à  la  forme  F,  (z),  dont  le  calcul  serait  souvent  pénible  :  il 
suffit,  à  cet  ellet,  d'appliquer  la  remarque  du  n"  20.  Soit,  par 
exemple,  à  trouver  le  nombre  des  plans  normaux  de  G,  menés  par 
un  point  (Ç,  y;,  ^).   On  a  alors,  eu  coordonnées  rectangulaires, 

l'équation 

d^  d'^ 

Si  l'on  fait 


—  43  - 


le  premier  terme  du  premier  membre  de  Téquation,  ordonné  sui- 
vant les  puissances  descendantes  de  Ç,  est  du  degré  i;  donc  (n*»  20) 
â  —  20)  ==  I ,  ce  qui  est  conforme  au  résidtat  du  n°  29. 


Sur  le  nombre  des  normales  communes  à  deux  courbes,  à  Jeux 
surfaces,  à  une  courbe  et  à  une  surjace;  par  M.  G.  Fouret. 

(Séances  des  a4  janvier  et  i3  juin  1877.) 

§  I.  —  Normales  communes  a  deux  courbes  planes  algébriques. 

1.  Considérons  sur  un  même  plan  deux  courbes  planes  algé- 
briques (m,  /i)  et  (m',  /i'),  la  première  d'ordre  m  et  de  classe  w,  la 
seconde  d'ordre  m'  et  de  classe  /l^  Supposons-les  indépendantes 
l'une  de  l'autre  -,  supposons  en  outre  qu'aucune  d'elles  ne  passe  par 
les  ombilics  (  ^)  et  ne  soit  tangente  à  la  droite  de  Tinfini.  Sous  ces 
restrictions,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème. — Le  nombre  des  normales  communes  à  deux  courbes 
algébriques  situées  dans  un  même  plan,  dont  les  ordres  sont  respec- 
tiv^ement  metm\  les  classes  n  et  n',  est  égal  à  mn!  -^  m!n  +  nn' , 

Ce  théorème  n'est  pas  nouveau  :  M.  Chasies,  dans  ces  dernières 
années,  en  a  donné  une  démonstration  fort  simple,  fondée  sur  le 
principe  de  correspondance  (  '  ).  Le  principal  intérêt  de  la  nouvelle 
démonstration  que  nous  allons  en  donner  est  de  conduire  à  la 
solution  de  la  question  analogue  pour  les  surfaces.  Voici  cette 
démonstration  : 

2.  Imaginons  rensemblc  des  courbes  parallèles  à  la  courbe 
(m,  n)  :  il  est  bien  clair  que  les  points  de  contact  de  ces  courbes 
avec  la  courbe  (m',  n')  sont  précisément  les  pieds,  sur  celte  dernière 
courbe,  dos  normales  communes  cherchées,  et  réciproquement.  Or 
les  courbes  parallèles  à  (m,  n)  forment  un  système,  dont  les  carac- 


(^)  Points  imaginaires  à  l'infîni  communs  à  tous  les  cercles  du  plan. 
(')  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  LXXVI,  p.  I3'>. 
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térisliquos,  fx  et  v,  sont  faciles  à  détermincT.  En  effet,  le  nombreux 
de  ces  courbes  qui  passent  par  un  point  quelconque  est  égal  au 
nombre  des  normales  à  (w,  n)  issues  de  ce  dernier  point  ^  on  a  par 
conséquent  fi  =  Tn  -h  n.  En  second  lieu,  le  nombre  v  des  mêmes 
courbes  qui  sont  tangentes  à  une  droite  quelconque  est,  comme  on 
le  voit  aisément,  égal  au  nombre  des  tangentes  à  (/7/,  n)  parallèles 
àladroite  en  question,  d'où  Ton  conclut  v  =  /î.On  sait,  d'autre  part, 
que  le  nombre  des  contacts  des  branches  d*un  système  (u,  v)  avec 
une  courbe  algébrique  d'ordre  /w'  et  de  classe  n'  est  égal  h 
n'fjL^  m'v  (*).  En  substituant  dans  cette  dernière  expression  à  ft 
et  à  V  leur  valeur,  on  obtient,  pour  le  nombre  des  normales  com- 
munes cherchées,  /im'-h  m' n  -f-  nn', 

m 

§  II.  —  Normales  coMMUKiEs  a  deux  surfaces  algébriques. 

3.  Rappelons  d'abord  un  théorème  relatif  aux  systèmes  de  sur- 
faces sur  lequel  nous  allons  nous  appuyer.  En  désignant  par  a,  v,  p 
les  caractéristiques  d'un  pareil  système,  c'est-à-dire  les  nombres 
des  surfaces  qui  le  composent,  passant  par  un  point  quelconque, 
touchant  un  plan  quelconque  et  tangentes  à  une  droite  quelconque, 
on  a  le  théorème  suivant  : 

Le  nombre  des  points  de  contact  des  surfaces  d'un  sjstèine 
(fx,  V,  jo)  avec  une  surface  algéhrujue  d'ordre  m,  de  classe  n  et  de 
rang  r,  indépendante  du  système,  est  égal  à  nu  -f-  mv  -f-  rp  (*). 

De  ce  théorème  on  tin»  immédiatement  deux  conséquences  qui 
vont  nous  cire  utiles. 

A.  Considérons  une  surface  algébrique  (//^  /z,  /•)  ne  touchant  pas 
le  plan  de  l'infini  et  ne  contenant  pas  ï ombilicale  (  '),  et  cherchons 
le  nombre  des  normales  à  cette  surface  issues  d'un  point  quel- 
conque. Ce  nombre  n'est  autre  qu(;  le  nombre  des  sphères,  ayant 
pour  centre  coiuniun  ce  dernier  point,    qui  louclient  la  surface 


(')  Voir  Didletin  de  lu  Société^  t.  V,  p.  oi. 

(')  Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences ^  t.  LXXX,  p.  170.  T'oir  la  doinon- 
stratioii  de  ce  théorôiui!  donnée  par  M.  Brill  dans  lo  tome  VIII  des  Mathcmatischni 
Annalen  (iSyj). 

(')  Coniquo  imaginaire  à  l'iufini,  conointine  û  toutes  les  sphères. 
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(m,  //,  /•).  Or  v.cs  splièros  forment  un  système  indépendant  de  la 
surface,  et  les  caractéristiques  de  ce  système  se  voient  immédiate- 
nient;  on  a  y.  =  v  =  p  =  i .  Le  théorème  que  nous  avons  rappelé 
plus  haut  (  3)  peut  donc  s'appliquer,  et  Ton  en  conclut  que  : 

Le  nombre  des  normales  menées  d*un  même  point  à  une  surface 
algébrique  (m,  /z,  /*),  ne  présentant  à  V  infini  aucune  particularité, 
est  m  -h  n  -\-  r, 

5.  On  peut  trouver  de  la  même  manière  le  nomhrc  des  normales 
communes  h  la  surface  (m,  w,  /)  et  à  une  droite  quelconque  D. 
Pour  cela,  considérons  Tensemble  des  cylindres  de  révolution  qui 
ont  pour  axe  commun  cette  droite  :  ces  cylindres  forment  un  sys- 
tème dont  on  obtient  imaiédiatement  les  caractéristiques  ;  on  a 
p,  =  p  =  1 ,  V  =  o.  Le  nombre  des  points  de  contact  de  ces  cylindres 
avec  la  surface  (m,  //,  r)  est  précisément  égal  au  nombre  des  nor- 
males communes  à  cette  surface  et  à  la  droite  D.  Or  ce  nombre, 
donné  par  le  théorème  déjà  invoqué  (3),  est  égale  à  /i -h /*.  Par 
suite  : 

Le  nombre  des  normales  communes  à  une  droite  quelconque  et 
à  une  surface  (m,  /i,  /),  îie  présentant  à  l'infini  aucune  particu- 
larité, est  égal  à  n  -h  r. 

6.  Nous  soniines  maintenant  à  même  de  déterminer  le  nombre 
des  noriuah's  communes  à  deux  surfaces  algébriques  (/;?,  n,  /*), 
(m',  n\  /•'),  indépendantes  Tune  de  l'autre,  et  ne  présentant  aucune 
particularité  à  Tiulini,  c'est-à-dire  ne  passant  pas  par  l'ombilicale 
et  ne  touchant  pas  le  plan  de  l'inlini. 

Théouèmk.  —  Lo  nombie  des  nor/nales  communes  à  deux  sur- 
faces algébriques,  dont  les  ordres  sont  respectivement  m  et  ///,  les 
classes  71  et  n\  les  rangs  r  et  /',  est  mn'  -\-  m' n  -i-  (il  -+-  /')  (/z'-H  /*'). 

En  ellct,  considérons  l'ensemble  des  surfaces  parallèles  à  la  sur- 
face (m,  /^,  /•).  Ces  surfaces  forment  un  système,  dont  les  caracté- 
risli(pics  a,  V,  p,  s'obtiennent  aisément.  11  est  clair  que  le  nombre 
des  surfacx's  du  système  passant  par  un  point  quelconque  est  égal 
au  nombre  des  normales  abaissées  de  ce  point  sur  (m,  /i,  r)\  d'où 
y.  =r  ///  -h  /^  -4-  /',  comme  nous  Tavons  vu  plus  haut  (4).  Le  nombre 
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(les  surfaces  du  système  tangcnlcs  à  un  plan  quelconque  est  évi- 
demment égal  au  nombre  des  plans  tangents  à  (m,  n,  /*)  menés 
parallèlement  au  plan  en  question^  d'où  v  = /t.  Enfin  le  nombre 
des  surfaces  du  système  tangentes  à  une  droite  quelconque  est  égal 
au  nombre  des  normales  communes  à  cette  droite  et  à  (m,  n,  r), 
c'est-à-dire,  comme  nous  l'avons  vu  (5),  que  l'on  a  p  =  w  -f-  r. 
Le  système  ainsi  défini  étant  indépendant  de  la  surface  (m',  n',  r'), 
le  nombre  des  points  de  contact  des  surfaces  qui  le  composent  avec 
la  surface  (w',  n',  r')  est  donné  par  le  théorème  fondamental  énoncé 
ci-dessus  (3).  Mais  ces  points  de  contact  sont  précisément  les  pieds 
sur  la  surface  (m',  n',  r')  des  normales  communes  à  cette  der- 
nière surface  et  à  la  surface  (m,  w,  r).  Ce  dernier  nombre  est  par 
suite  égal  à 

/ijut  -h  mv-h  rp  =  n[m'  -h  n'  -\-  r')  -h  mn'  -f-  r{n* -h  r') 

:=  mn'  •+■  m/n-\-  (n  -f-  r)  (n'  -h  r'). 

§    111.   —  Normales    communes    a    deux    courbes    algébriques, 

PLANES    ou     gauches,    SITUÉES    d'uNE    MANIÈRE    QUELCONQUE    DANS 

l'espace. 

7.  La  solution  de  cette  question  repose  sur  un  théorème  fonda- 
mental, relatif  à  un  système  de  surfaces  et  à  une  courbe  quelconque, 
plane  ou  gauche,  que  nous  rappellerons  d'abord  : 

Le  nombre  des  points  de  contact  des  surfaces  d'un  système 
(fiL,  V,  |o)  avec  une  courbe  algébrique,  plane  ou  gauche,  d'ordre  p 
et  de  classe  </,  indépendante  du  système^  est  égal  à  qi^-hpp  (*)• 

Nous  allons  déduire,  comme  corollaires  de  ce  théorème,  deux 
autres  théorèmes  qui  nous  seront  utiles. 

8.  Considérons  une  courbe  algébrique ,  plane  ou  gauche , 
d'ordre  p  et  de  classe  </,  n'ayant  aucun  contact  avec  le  plan  de 
l'infini  et  ne  rencontrant  pas  l'ombilicale.  Considérons,  d'autre 


(*)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXX,  p.  170.  fWr,  pour  la 
démonstration,  le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Brill.  Nous  entendons  ici  par  classe  de  la 
courbe  le  nombre  des  tan(;entes  de  cette  courbe  qui  rencontrent  une  droite  quel- 
conque. 
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part,  un  système  de  sphères  ayant  pour  centre  commun  un  point  o 
quelconque.  Ces  sphères,  comme  nous  Tavons  déjà  remarqué  (4), 
forment  un  système  (|ji  =  v  =  jO  =  i),  et,  comme  elles  sont  indé- 
pendantes de  la  courbe  (/?,  ^),  le  nombre  de  leurs  points  de  con- 
tact avec  cette  dernière  courbe  est  fourni  par  le  théorème  que  nous 
avons  rappelé  (7).  D'ailleurs  le  nombre  en  question  n'est  autre  que 
le  nombre  des  normales  abaissées  du  point  o  sur  la  courbe  (/;,  ^); 
par  suite  : 

Le  nombre  des  nor^males  abaissées  d'un  point  fixe  sur  une 
courbe  gauche  d'ordre  p  et  de  classe  q  est  égal  à  p  -{-  q, 

9.  Prenons  maintenant  une  droite  quelconque  D,  et  considérons 
l'ensemble  des  cylindres  de  révolution  ayant  pour  axe  commun 
cette  droite.  L'ensemble  de  ces  cylindres  forme  un  système,  dont  les 
caractéristiques  déjà  trouvées  (5)  sont  /!x=:  i,  v  =  o,  p  =  i.  Les 
points  de  contact  de  ces  cylindres  avec  la  courbe  (/?,  q  )  sont  en 
même  temps  les  pieds,  sur  cette  courbe,  des  normales  communes 
à  (/;,</)  et  à  D.  Le  nombre  de  ces  normales  communes  est  par 
suite  donné  par  le  théorème  du  n®  7  ;  d'où  Fou  conclut  que  : 

Le  nombre  des  normales  communes  à  une  droite  ïi  et  à  une 

courbe  ( /?,  q)  est  égal  à  p  -\-  q. 

10.  Cherchons  maintenant  le  nombre  des  normales  communes  à 
deux  courbes  (/;,  q)^  (//,  <y'),  indépendantes  l'une  de  l'autre,  ne 
touchant  pas  le  plan  de  l'infini,  et  ne  rencontrant  pas  l'ombilicale. 
Ce  nombre  est  donné  par  le  théorème  suivant  : 

Théouème.  —  Le  nombre  des  noj^males  communes  à  deux 
courbes  algébriques,  planes  ou  gauches,  dont  les  ordres  sont  res- 
pectiv^einent  p  et  p\  et  les  classes  q  et  q' ^  est  égal  à[p~\-  q)  i^j/  -4-  (f). 

Pour  démontrer  ce  théorème,  considérons  la  surface  formée  en 
portant  une  même  longueur  sur  toutes  les  normales  à  la  courbe  (y7,  q)^ 
à  partir  de  leur  pied.  En  faisant  varier  cette  longueur,  on  obtient 
une  infinité  de  surfaces  analogues  à  la  précédente  (*),  et  dont  l'en- 
semble forme  un  sjstcme.   Les  caractéristiques  de  ce  système  se 

(')  Ces  surfaces  constituent  ce  qu'on  <i  Thabitude  d'appeler  des  surfaces  canaux. 
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déterminent  aisément  :  le  norabn*  a  des  surfaces  du  système  qui 
passent  par  un  point  quelconque  est  égal  au  nombre  des  normales 
menées  de  ce  point  à  (/;,  q  ),  c'est-à-dire  fi  /^  4-  <y  (  8).  Le  nombre  p 
des  surfaces  du  système  qui  touchent  une  droite  quelconque  est 
égal  au  nombre  des  normales  communes  h  cette  droite  et  à  [p^  ij): 
c'est  encore  />  -H  </  (9)  (*  )•  Kïi  observant  que  les  points  de  contact 
des  surfaces  considérées  avec  (/;',  </')  sont  précisément  les  pieds, 
sur  cette  courbe,  des  normales  communes  à  cette  courbe  et  à  la 
courbe  {p^  </),  on  n*a  plus  qu'à  appliquer  le  théorème  du  n**  7,  et 
Ton  trouve   que  le  nombre  des  normales  conmiunes  cherchées  est 

y  ^  -f.  pp  =  {p'  H-  y')  f,  -f-  (//  -h  fl')p  =  [p  -r  (/)  {p'  -+-  //'). 

H.  Rejnarque,  —  Quand  les  deux  courbes  [p^  y),  (/;',  y')  sont 
planes  et  situées  dans  un  même  plan,  le  nombre  précédent  se 
décompose  en  deux  parties  :  Tune  /^<y'-H /^'y  H- w'  exprime  le 
nombre  des  normales  comnmnes  situées  dans  le  plan  commun  (I  )\ 
l'autre /Y^' est  le  nombre  des  points  d'intersection  des  deux  courbes. 
Ce  dernier  résultat  s*explique  du  reste  parfaitement,  car  la  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  ligure,  en  l'un  quelconque  des  pp'  points 
d'intersection  des  deux  courbes,  est  une  normale  commune  à  ces 
deux  courbes. 

]^*  IV.    ^iORM\LKS    COMMUEES    A    IM-:    COURBE   ALGÉBRIQUE 

ET   A    U^E    SURFACE    ALGÉnRI(^>UE. 

Iî2.  Considérons  maintenant  une  surface  (m,  //,  /•)  et  une 
courbe  (//,  //  )  plane  ou  gauche,  cette  surface  et  cette  courbe  étant 
d'ailleurs  indépendantes  l'une  de  l'autre,  et  ne  présentant  aucune 
particularité  par  rapport  au  plan  de  Tinlini.  On  a  alors  le  théorème 
suivant   : 


Théorkme.  —  L(i  nombre  des  iiormulrs  communes  à  une  sur- 
face (///,  ;z,  /')  et  à  une  courhe  {/;,  //  ),  jdane  ou  gauche,  indépen- 
dante de  la  surface,  est  cgal  à  nuf  -\-  [n  -\-  r )  [p  -^  ij  \. 


(')  La  troisième  caractèristitiue  r,  dont  nous  aurons  besoin  plus  loin,  et  qui  ex- 
prime le  nombre  des  surfaces  du  système  tan{;entes  à  un  plan  quelconque,  est  e(;ale 
à  y  ;  car  elle  est  é[;ale,  coiime  il  est  lacile  de  le  voir,  au  nombre  des  plans  tanjents 
ù  la  courbe  (/;,  q)  parallèles  au  plan  en  (|ueition. 
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Nous  pouvons  dénioulrer  ce  théorème  de  deux  manières  :  le 
nombre  cherché  est  en  elfet  égal,  d'une  part,  au  nombre  des  points 
de  contact  avec  [p^  q)  des  surfaces  parallèles  à  (m,  /i,/'),  de  Tautre, 
au  nombre  des  points  de  contact  avec  [m^n^  r)  des  surfaces  canaux 
ayant  pour  axe  commun  la  courbe  (/7,  <y).  En  suivant  la  première 
voie,  le  système  des  surfaces  parallèles  h  (m,  n,  r)  ayant  pour  carac- 
téristiques :  |ui  =  m  -f-  77  -f-  /',  p  =z  n  -{-  r^  le  nombre  des  contacts 
de  ces  surfaces  avec  (/?,  q)  est  (7)  égal  à 

(m-4-/i-hr)^  +  (/i-4-r)p==  mq  -I-  (n  -h  r]  [p  -h  q). 

Par  la  seconde  manière,  on  a,  pour  le  système  des  surfaces  canaux 
de  (/7,  q)^  iJL  =  p  -{'  q ^  y  =  q ^  p  =  p  -^^  q  'j  le  nombre  des  points  de 
contact  de  ces  surfaces  avec  (m,  «,  /)  est  {  3  ) 

n{p  h  q   -h  mq  -^  r[p  -^q)=mq  -hin  -{-  r){p  -r-q), 

nombre  déjà  trouvé  par  la  première  méthode. 

Remarque.  —  Nous  sommes  loin  d'avoir  épuisé  les  questions 
que  soulève  la  recherche  des  normales  communes  ;  mais  il  nous  faut 
avouer  qu'en  dehors  du  cas  de  deux  courbes  planes  situées  dans  un 
même  plan,  le  problème  devient  beaucoup  plus  compliqué,  lorsque 
les  courbes  ou  surfaces  que  Ton  considère  touchent  le  plan  de  Tin- 
fini,  que  l'ombilicale  est  contenue  sur  les  surfaces  ou  rencontre  les 
courbes. 


Sur  les  congruences  des  nombres  eulériens  et  des  coefficients  dif- 
férentiels des  fonctions  trigonometriques,  sui\^ant  un  module 
premier;  par  M.  Edouard  Lucas. 

\  .  On  sait  que,  lorsque  l'on  remplace  x  par  les  nombres  entiers 
consécutifs  dans  une  fonction  fix)  entière  et  à  coefficients  entiers, 
ou  dans  une  expression  de  la  forme  (  A,  B,  C, . . . ,  a,  i,  c,  . . . ,  entiers) 


les  résidus  des  résultats  de  la  substitution  pour  tous  les  modules  pre- 
miers ou  composés  se  reproduisent  périodiquement,  et  l'amplitude 
de  la  période  est,  en  général,  pour  un  module  premier  /7,  égale  au 
VI.  4 
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module  clan<i  le  cas  de  la  fonction  entière,  et  au  module  diminué 
de  Tunité  dans  le  cas  de  la  fonction  transcendante.  Ces  propriétés 
sont  indiquées  par  les  formules  suivantes,  pour  h  entier  et  po- 
sitif : 

fx-\-hp-.-f[x.     :mod.p), 

9 \x  -}-  /i  \p  —  ^  \     '■■  9 (-^ ■     '. niod.  p) . 

Nous  avons  indiqué  les  résultats  analogues  pour  les  fonctions 
symétriques  des  racines  des  équations  algébriques  à  coefScients 
comniensurahles.  Nous  montrerons  que,  dans  le  cas  général,  les 
coefficients  diflerentiels  des  fonctions  rationnelles  de  Texponen- 
tielle  ef  possèdent  les  propriétés  numériques  de  la  fonction  o. 

Soit  d'abord 

on  obtient,  en  multipliant  le  premier  membre  par  coso:  et  le 
second  par  le  développement  de  cosx  en  série,  la  relation 


^:n_l 


?.I 


^7»-i 


(Un 1 


4: 


[7.n 


—  --  =0. 


On  en  déduit  le  déterminant  du  /i"'"'*  ordre  ''  '  ) 
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2.  M.  Sylvester  [Comptes  rendus  y  t.  LU,  p.  161)  a  appelé 
nombres  d'Eider  les  coefficients,  pris  en  valeur  absolue,  déter- 
minés par  la  relation 

E.„  =^  —  1 1**  1 . 2 . 3 . . .  ( 2 n  )  ain\ 


(*)  J.-W.-L.  Glaisher,    Expressions  for   Laplaces    coefficients ^    BernouUian    and 
Eulerian  Numbers,  etc.  {The  Messenger  of  Mat  hématies,  n°  6i,  1876). 
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on  a  donc,  par  le  changement  de  jt  en  xy  —  i,  la  formule  sym- 
bolique 


(■) 


et,  en  général, 


M  —  — =n  e^^ 


itx'l 


--E«, 


et,  par  l'application  du  calcul  des  résidus. 


•2#l  - 


-f-  9.2«-»->    I  


Enchâssant  les  dénominateurs  dans  Téquation  (i),  et  en  iden- 

»  on  a,  pour  /?  >  i ,  la  relation 


tifîant  les  coefficients  de 


I  .2.3.  .  ./i 


récurrente 


(E-i-i;«4-  (E  — li-^o, 


qui  donne  le  déterminant 


E.„ 


I  "  '   I 
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I 

I 

o 

o 
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I 
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if> 
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Il    r-     r*     f 

I      '         ^2/t        ^-2/1        ^'i// 


o 
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formé  par  les  lignes  de  rang  pair  et  les  colonnes  de  rang  impair  du 
triangle  arithmétique. 

Les  nombres  eulériens  sont  entiers  et  impairs^  Sherk  a  démontré 
qu'ils  étaient  terminés  alternativement  par  i  et  5  (*).  Ces  pro- 
priétés sont  des  cas  particuliers  des  suivantes. 

3.  Dans  le  triangle  arithmétique,  tous  les  termes  delà  p'^™«  ligne 
sont,  pour/7  premier,  divisibles  par/?,  à  l'exception  des  coefficients 
extrêmes,  égaux  à  l'unité;  ceux  de  la  (/?  -\~  ly*™"  ligne  sont  aussi 
divisibles  par  /^,  à  l'exception  des  quatre  coefficients  extrêmes  égaux 
à  l'unité.  Si  l'on  continue  la  formation  du  triangle  arithmétique, 


/ 1 


v')  ^'^tf  Stf.rn,  Journal  de  C relie j  t.  70,  p.  Oj. 


4 
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en  ne  conservant  que  les  résidus  suivant  le  module  /?,  on  reforme 
deux  fois  le  triangle  arithmétique  des  [p  —  i)  premières  lignes  ; 
puis,  à  partir  de  la  (2/;)**"*  lîgi^e,  on  le  reforme  trois  fois;  mais 
chacun  de  ces  triangles  est  pris  respectivement  i,  a,  i  fois;  à  partir 
de  la  (3/;)**"*  ligne,  il  est  répété  quatre  fois  avec  les  coefficients  i, 
3,  3,  1  de  la  troisième  ligne,  et  ainsi  de  suite.  On  a  donc,  en  gé- 
néral, pour  p  premier, 

C;;.^C;^xC;    (mod.;,), 

mi  et  Tii  désignant  les  entiers  de  —  et  de  -  «  et  fx  et  v  les  résidus 
de  m  et  de  n  suivant  le  module  p.  On  a  de  même 

c;;i=c;?^xc;'    (mod./>), 

et,  en  général, 

C-  =  C;.e,'.C;.....    (mod./>), 

(Xi,  fjts,  U),  ...  désignant  les  résidus  de  m  et  des  entiers  contenus 

y        i      r,       ,        m    m    m  ,        . 

dans  les  tractions  —  5  -—»  — •»  •  •  •  »  et  de  même  pour  Vi,  Vj,  v.,  .... 

p    p     p  ^1     1    91 

Quant  à  la  [p  —  lyè»"  ligne  du  triangle  arithmétique,  elle  est 
formée  alternativement  par  les  résidus  -f-  1  et  —  i.  La  formule  (2) 

doane 

(E-t-i)/'-'-i-fE  — 1)''-'  =0, 

et,  eu  prenant  les  résidus, 

E^_,  -\-  Ey,_3  4-  E^_s  4- ...-+-  E3  +  Eo ^H^  o     (  mod.  p). 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  p  est  un  nombre  premier,  la  somme  des  nombres  eulériens, 
pris  alternat ii^ement  a^ec  les  signes  -i-  et  — ,  et  dont  t indice  est 
inférieur  à  p^  est  di\^isible  par  p. 

Les  premières  valeurs  de  E  sont  données  par  les  formules 

E,  +  E.  rzr  O, 

E^-^   6E,  +  Eo  =  o, 
Eé  -+-  15E4  H-  iSE,  -*-  E,  ~  o, 


-  33  - 
on  a  ensuite,  à  partir  de  /3  -f-  i ,  par  congruence, 

Ep^2  H-  3E^^,  -h   3E,  H-  Eo  ^ o 
E;,+5  -+■  ioEp+3  -f-  SE;,^.,  -h  15E4  -f-  loEj  -4-  Eo  ^  o 


(mod.  p). 


La  comparaison  des  deux  systèmes  de  formules  donne  successi- 
vement 

Ep^i  ^  Ej 

'"*"'        *  \    (mod.  /i). 
E^^-t  ^  E« 

J 

On  a  donc,  en  général,  quel  que  soit  l'entier  positif  Ar, 

E,„ ^  E2,H-*(/>-i)     (mod.  p)  ; 
et,  par  suite  : 

Les  résidus  des  nombres  eulériens,  suis^ant  un  module  premier 
[ou  composé)^  se  reproduisent  dans  le  mêm.e  ordre,  comme  les 
résidus  potentiels, 

4.  Si  Ton  pose 

"'  =  (  U-r -x)     ^  ^«.0  -t-  Ea..  -    -4-  Ea.,  —   4-  .  .  . 

ye*-!-  e-'/  I  1.2 


1.2.3.../? 
ou,  sous  la  forme  symbolique, 


||-=(— ^J    rzzre^.-, 


les  cocflScients  E»  ;,  sont  déterminés  par  la  relation  symbolique 

E,.„  =  [E  +  F  4-  E"  -4- . . .  H-  Ef«)]", 

dans  laquelle  on  remplace  les  exposants  de  E,  E',  E'',  . . .  par  des 
indices,  et  supprimant  ensuite  les  accents.  Nous  appellerons  les 
nombres  E^  les  nombres  eulériens  d'ordre  a\  ces  nombres  sont 
entiers,  et  leurs  résidus,  suivant  un  module  premier,  se  reprodui- 
sent périodiquement^  on  démontrera,  comme  précédemment,  que 


-  w  - 

Ton  a 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Les  résidus  des  coefficients  différentiels  d'une  puissance  entière 
et  positive  de  sécx,  suivant  un  module  premier,  se  reproduisent 
périodiq  uement . 

Ces  considérations  s'appliquent,  en  général,  aux  coefficients  dif- 
férentiels d*une  fraction  rationnelle  de  e*,  mais  dans  certaines 
conditions,  et  par  exemple  a  ceux  de 


o'T 


mais,  dans  le  cas  de  la  cosécantc  ou  du  développement  de  -      — ^^ 

ce  théorème  n*a  pas  lieu,  parce  que  ç(i)  est  nul  5  les  coefficients 
différentiels,  qui  sont  ici  les  nombres  de  Bernoulli  des  divers 
ordres,  ne  sont  plus  entiers,  et  leurs  dénominateurs  contiennent  la 
série  indéfinie  des  nombres  premiers. 

Nous  montrerons  ultérieurement  comment  les  réciproques  de  ces 
théorèmes  conduisent  à  de  nouveaux  théorèmes  analogues  à  la  ré- 
ciproque du  théorème  de  Fermât,  ou,  avec  des  restrictions,  à  des 
théorèmes  analogues  au  théorème  de  W  il  son. 


Sur  les  courbes  unicursales  de  troisième  classe;  par  M.  Laguërre. 

(Séance  du  ai  novembre  1877.) 

1.  Soient  A,  B  et  C  trois  points  d'une  conique  K  et  un  point  P 
pris  arbitrairement  dans  son  plan.  Par  les  quatre  points  A,  B,  C 
et  P  faisons  passer  une  conique  arbitraire  H  et  soit  Q  le  quatrième 
point  où  cette  conique  rencontre  K. 

Cela  posé,  étant  pris  un  point  M  arbitrairement  sur  K,  menons 
la  droite  MP  et  joignons  au  point  (^  le  point  I,  où  MP  coupe  une 
seconde  fois  la  conique  H.  La  droite  IQ  coupe  K  en  un  second 
point  a  ;  joignons-le  au  point  M.  La  droite  Ma  enveloppe,  lorsque 
le  point  M  se  déplace  sur  la  conique,  une  courbe  qui  est  évidem- 


ment  de  la  troisième  classe.  Si,  en  eiï'et,  on  mène  la  droite  MQ 
rencontrant  la  conique  H  au  point  G,  puis  la  droite  GP  recontrant 
la  conique  K  aux  points  j3  et  y,  on  voit  que  M (3  et  M 7  sont  encore 
des  tangentes  à  la  courbe  clierchce.  11  est  clair,  d'ailleurs,  que  Ton 
a  ainsi  toutes  les  tangentes  passant  par  le  point  M  \  donc  Tenveloppe 
est  de  troisième  classe.  En  faisant  coïncider  successivement  M  avec 
chacun  des  points  A,  B,  G,  on  reconnaît  facilement  que  Tenve- 
loppe  touche  en  ces  points  la  conique  K,  les  troisièmes  tangentes 
que  de  chacun  d'eux  on  peut  mener  à  la  courbe  se  reucontranf  au 
point  P. 

L'enveloppe  fait  donc  partie  du  faisceau  formé  par  les  courbes 
de  troisième  classe  touchant  aux  trois  points  A,  B,  G  la  conique  K 
et  tangentes  aux  droites  AP,  BP  et  CP^  et  il  semble  d'abord  qu'en 
i'aisant  varier  la  conique  H  on  pourra  engendrer  de  la  façon  que 
j'ai  indiquée  toutes  les  courbes  du  faisceau. 

Pour  se  convaincre  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  il  suDSt  de  remarquer 
que  l'une  des  tangentes  issues  du  point  M  (  celle  que  j'ai  désignée 
par  Ma)  se  détermine  individuellement  et  que  d'ailleurs  les  points 
de  la  conique  K  se  déterminent  individuellement;  l'enveloppe  est 
donc  la  courbe  unicur sale  du  faisceau. 

Les  propriétés  les  plus  simples  des  coniques  montrent  en  eflet 
que,  le  point  M  étant  fixe,  le  point  a  est  parfaitement  déterminé, 
quelle  que  soit  la  conique  que  l'on  fasse  passer  par  les  points  A,  B,  C 
et  P. 

Par  suite,  dans  la  génération  des  tangentes  à  l'enveloppe,  on 
])ourra  remplacer  la  conique  H  par  un  système  de  deux  droites. 
Le  point  Q  étant,  par  exemple,  le  point  de  rencontre  AP  avec  R, 
on  engendrera  les  div(Tscs  tangentes  h  la  courbe  de  troisième  classe 
en  faisant  décrire  au  point  I  la  droite  BC 

2.  Quelques  conséquences  intéressantes  résultent  des  considé- 
rations qui  précèdent.  En  ell'et,  des  trois  tangentes  que  du  point 
M  on  peut  mener  à  renveIopi)e,  deux  (Ma  et  M(5)  rencontrent  la 
conique  K  en  deux  points  tels,  que  la  corde  ap  qui  les  joint  passe 
par  le  point  iixe  P. 

On  peut  donc  énoncer  la  propriété  suivante  : 

Si  une  courbe  unicursale  de  troisième  classe  est  tritangente 
à  une  conique  K,  les  trois  tangentes  que  Von  peut  mener  à  cette 
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courba  par  un  point  t/iwlcom/ue  de  la  conique  rencontrent  de 
nouveau  cette  conique  en  trois  points.  Un  des  côtés  du  triangle 
formé  par  ces  trois  points  passe  par  un  point  fixe, 

«t.  Siip(>osons  que  la  conique  K  soit  un  cercle  ayant  P  pour 
ctMiliv  ;  ou  voit  alors  que  Tangle  |3Ma  est  droit. 

I>i>nc  : 

AV  un  cercle  est  tritangent  à  une  courbe  de  troisième  classe 
unicdtrsale  et  si  les  normales,  menées  au  cercle  en  ces  poinU^ 
sont  tangentes  à  la  courbe,  deux  des  tangentes  que  de  chacun  des 
points  du  cercle  on  peut  mener  à  la  courbe  font  entre  elles  un 
angle  droit, 

La  réciproque  est  également  vraie  : 

Etant  donnée  une  courbe  de  troisième  classe,  si  un  cercle  jouit 
de  la  propriété  que  deux  tangentes,  menées  à  la  courbe  par 
chacun  de  ses  points,  soient  à  angle  droit,  la  courbe  est  unicursale; 
le  cercle  touche  la  courbe  en  trois  points  et  les  normales  menées 
au  cercle  en  ces  points  sont  tangentes  à  la  courbe. 

Peur  le  démontrer,  je  remarquerai  d'abord  que,  étant  pris  un 
point  quelconque  M  sur  le  cercle,  comme  deux  des  tangentes,  me- 
nées à  la  courbe  par  ce  point,  sont  liées  par  une  relation  particu- 
lière, la  troisième  tangente  se  détermine  individuellement;  donc 
la  courbe  est  unicursale. 

En  second  lieu.  Ma  désignant  la  tangente  qui  passe  par  le  point 
M  et  qui  se  détermine  individuellement,  il  est  clair  que  cette  tan- 
gente, lorsque  le  point  M  se  déplace,  vient  successivement  coïn- 
cider avec  chacune  des  tangentes  à  la  courbe;  autrement  la  courbe 
se  décomposerait  en  une  conique  et  un  point. 

De  là  résulte  que,  une  tangente  quelconque  à  la  courbe  de  troi- 
sième classe  rencontrant  le  cercle  en  deux  points,  d«'s  deux  perpen- 
diculaires menées  en  ces  points  à  la  tangente  l'une  au  moins  est 
tangente  a  la  courbe. 

Menons  maintenant  une  tangente  commune  au  cercle  et  à  la 
courbe  ;  cette  tangente  rencontrant  le  cercle  en  deux  points  con- 
fondus, d'après  ce  que  je  viens  de  dire,  la  normale  au  cercle  sera 
tangente  à  la  courbe.  On  ne  pent,  d'ailleurs,  par  le  centre  du  cercle, 
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mener  que  trois  tangentes  à  cette  courbe  ;  donc  les  points  de  con- 
tact des  tangentes  communes  se  réduisent  à  trois. 

Le  cercle  est  donc  tri  tangent  à  la  courbe,  et  les  normales  au  cercle, 
en  ces  points,  lui  sont  également  tangentes. 

4.  Les  propositions  précédentes  se  vérifient  immédiatement  sur 
les  courbes  unicursales  de  troisième  classe  les  plus  connues,  telles 
que  la  cardioïde  et  Vhjpocjcloïde  à  trois  points  de  rebrousse^ 
nient.  On  peut  se  proposer  un  problème  analogue  pour  les  courbes 
de  quatrième  classe  : 

Trouver  toutes  les  courbes  de  quatrième  classe  par  lesquelles  le 
lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  se  décompose  en 
un  cercle  et  une  courbe  résiduelle. 

J'examinerai  ce  problème  dans  une  prochaine  communication. 


Sur  les  dé\^eloppements  en  séries;  par  M.  Edouard  Lucas. 

L*étude  des  nombres  de  Bernoulli  est  importante  :  i°  dans  le 
Calcul  des  dilFércnccs  et  des  sommes,  où  ces  nombres  se  présentent 
comme  coefficients  des  puissances  de  x  dans  la  somme  des  puis- 
sances semblables  des  x  premiers  nombres  entiers;  2"  dans  le 
Calcul  dill*érentiel,où  ces  nombres  se  présentent  comme  coefficients 
des  puissanct^s  de  la  variable  dans  les  développements  en  séries-, 
3°  dans  le  Calcul  intégral,  comme  valeurs  d'intégrales  définies; 
4°  dans  rAritlimétique  supérieure,  et  principalement  dans  la  théo- 
rie des  résidus  potentiels,  aussi  bien  que  dans  celle  de  Téqualiou 
indéterminée 

ainsi  que  Font  montré  Cauchy,  Genocchi  et  Kummer. 

INous  avons  montré  précédemment  le  grand  avantage  obtenu  par 
l'emploi  du  calcul  syml)olique  pour  le  calcul  de  ces  nombres  (  *  ), 


:  '     Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  septembre  iS^O. 
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el  des  nombres  culîers  qui  proviennent  du  théorème  de  Staudt  ('  ), 

pour  le  calcul  des  sommes  des  puissances  semblables  des  nombres 

inférieurs  et  premiers  à  un  nombre  donné  ('),  pour  le  calcul  des 

coef Gcients  des  sommes  successives  (  *  ) . 

Nous  allons  faire  voir  que  l'application  du  calcul  symbolique 

permet  de  simplifier  la  théorie  des  développcnnents  en  séries  et  de 

généraliser  des  théorèmes  bien  connus,  tels  que  ceux  de  Stirling 

et  de  Boole. 

♦•1 
1 .  Soient  y,  ^„  le  coefficient  de  *— -  dans  le  développement  de 

TV  • 

u  =zf[x)  en  série  convergente,  et  fp^„  le  coefficient  de  ~  dans  le 
développement  de  u^;  on  a  les  formules  symboliques 

u  =. eJ.' - /;,. -4-/,,, "^  4-/., -p  -i-f..,  j-j  +  •  ■  •  -(-/... ^-^■■■y 

Nous  dirons  que  les  coefficients  /^  „  sont  d'ordre  p  et  de  rang  n  ; 
mais  n  sera  toujours  entier  positif,  et  p  quelconque,  positif  ou  né- 
gatif, entier  ou  fractionnaire.  Nous  supposerons,  de  plus, 

et  nous  rappellerons  qu'il  faut  toujours  tenir  compte  de  l'expo- 
sant zéro. 

On  peut  calculer  les  coefficients  d'ordre  p  au  moyen  des  coeiKi- 
cîents  du  premier  ordre  ^  en  ellet,  on  a  la  formule 

dans  le  dévt^loppement  de  lacjuelle  on  remplace  les  cxposanls  de 

/l'i/i-»  •  •  ">  f\^'^  P***'  ^^^  seconds  indices,  el  l'on  supprime  ensuite 
les  accents. 

En  particulier,  si  l'on  désigne  par  /?„,  <7„,  r„,  ...   les  nombres 
des  arrangements  de  /;,  r/,  r.  ...  objets  n  à  //,  les  développements 


'     Anuali  (H  Matemalica  piua  ed  ayplirata^  Miluiio,   \'^~~,- 
-)  NouveUes  Annales  de  Mathématifjurs^  avril   i^;7- 

77/r  Me<sen}*rr  of  MatItcnutticSy  i\'AVï\hT'n\^,i*,  iM'.iohvv  1R77. 
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symboliques 

donnent,  par  multiplication, 

[/?  H-  5  -4-  r  -+- .  . . ]«  —  ip  -h  ^  -h  r -4- . .  . ]" ; 

c'est  la  formule  du  polynôme  des  factoriclles. 
D'autre  part,  siy(x)  =  e',  on  a 

ce  qui  est  exact.  La  formule  (i)  exprime  le  coefticîent  d'ordre  p  et 
de  rang  n  en  fonction  des  n  premiers  coeflîcienls  du  premier  ordre. 
On  a  aussi  la  relation 

.  2  ;  Jp,H  -~-  \jy-i  -l-/i  ;"» 

et,  plus  généralement,  pour 
la  formule 

et  aussi,  pour  //  dilférent  de  zéro, 

cette  dernière  formule  donne  la  relation  (»ntre  les  coefficients 
d'ordres  égaux  et  de  signes  contraires.  >i'ous  observerons  d'ailleurs 
que  les  relations  (  2  )  et  i  4  )  donnent  lieu  à  des  déterminants  qui 
expriment  yj,.„  en  fonction  des  y],_,  et  des  J\^  ou  en  fonction  des 
J^pi  ^'t,  inversement. 

Le  calcul  des  /^,,  pour  p  entier  et  positif,  s'ellectue  plus  avanta- 
geusement de  la  manière  suivante.  On  a  l'identité 

et,  en  prenant  les  dérivées  des  logarithmes  des  deux  membres, 
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En  identifiant  les  coefficients  de  —r  9  on  en  déduit  la  relation 

ni 

(5)  Pf.{f'+fp)'=fp{f>+fp]'r 

qui  exprimeyj,,„^i  en  fonction  des  n  premiers  coefficients  d'ordre  p 
et  des  n  -f-  i  premiers  coefficients  du  premier  ordre  5  on  peut  en 
déduire  J^,„^\  par  un  déterminant  ne  contenant  que  les  J\ , 

2.  On  a  les  développements  bien  connus 

'6)  u=  -^-    ==^»", 

■  e'  —  i 

dans  lesquelles  on  remplace  les  exposants  de  Bi  par  des  seconds 
indices,  et  Bi^,  par  le  nombre  de  BernouUi  correspondant  pris  avec 
un  signe  et  un  indice  convenables  ^  ces  nombres  se  calculent  par  la 
relation  générale 

(8)  F(:r  -+.  B,  H-  i)  ~  F(:r  -h  B.)  =  F'{x), 

F  désignant  une  fonction  quelconque.  La  formule  (8)  contient 
toutes  les  relations  connues  pour  le  calcul  des  nombres  bernoul- 
lîens  et  un  grand  nombre  d'autres.  On  tire  immédiatement  de  la 
formule  (  7  ) 

—. — -  —  nS„-t  [xj  -^-  B,     •  '  :. 
Cela  posé,  on  a,  pour  les  nombres  bernoulliens  d'ordre  négatif, 

et  par  suite,  en  égalant  les  coefGcîents  de  —  » 


■D  " 


1 

P: 


X     p'*^"  —  -  [p  —  I  ''^"-h  ^^^ — ^   p  —  2>-^"  — .  .  .  L 


(*)  J.  Bertra?(d,  Calcul  différent ielj  p.  35a.  n*»351. 
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ou,  par  une  formule  connue  du  calcul  des  différences, 

(9)  »-.■"  = 


[n  -+- 1  ;  n  -i-  2; . . .  ^/t  -+-  /?j  ' 


on  a,  en  particulier, 


n  -\'  i  [n-hi][n  -h  2) 

On  peut  obtenir  les  nombres  de  Bernoulli  d'ordre  positif  par  la 
méthode  suivante  :  j*ai  donné  (Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences,  septembre  1876)  la  formule 

Q'  r  ^1 9  *  j ,  .  .  . ,  X p  ) 
/     ^    7  dxx  dxj  dx:s  . . .  dxp 

=■<=,..,. .^...Flx.+B-..  x,-*-B'„  ....  x,  +  B'r], 

dans  le  développement  de  laquelle  on  remplace  les  exposants  de 
K^,  B^p  ...  par  des  seconds  indices,  et  l'on  supprime  les  accents; 
par  conséquent,  si  Ton  pose 

J?    ^^1  y     X^j       •     •     •    >      *^p  ]    [^1    "T"    X^    "T"   •     •     •   ~r~    X p  J      y 

on  obtient,  en  faisant  ensuite  X|  =  Xj  = . . .  =  x^  =  o, 

(II)    B^H-/>;''-£(B^  +  p-i:"-f-^i^^:B^-+-p-2>=i=...rtiB;;i=o, 

ou  symboliquement 

{12)  A/'Bj;^::©; 

cette  dernière  peut  s^écrire,  en  ordonnant  suivant  les  seconds  in- 
dices de  B^,  sous  la  forme 

(i3)  [Vip•^^Po]-.=  o, 

dans  laquelle  on  remplace  les  puissances  de  B^  par  des  seconds  in- 
dices et  les  puissances  a.  de  A''o  par  A'^o";  celle-ci  donne  lieu  à 
un  déterminant;  d'ailleurs  on  a  encore 

(i4)  (B^-f-B,^)"^©, 

et  Ton  remplacera  les  B_^  par  la  formule  (9). 


-  6â  - 

3.  Le  calcul  des  B^  se  fait  plus  rapidement  par  le  procédé  sui- 
vant :  si  Ton  élimine  e'  entre  W  et  sa  dérivée,  on  a  l'équation 

X  — ;-  =  /» ,  1  —  x\uf  —  ^w'*'  ; 

CI  Jv 

donc,  en  égalant  les  coefficients  de  j  ",  on  ti*ouve 
(i5)  pB^^,,,  =   p  —  w  By,.«--/>/iBp.,_,. 

On  a,  en  particulier,  pour  p  =ni^  * 

(16)  Bj.,  =  :i  —  /iiB,.«  — iiB,.»_4, 

et,  pour  7^1,  selon  que  n  est  pair  ou  impair, 

B,.  y    :   I  —  2?)  B,,,,,     B..ry^,  -    —  ;  n-  2Ç)  B,,.,. 

Pour  ^  =  2,  on  a  encore 

o.By^n    -  ;2  —  w  B,.,—  2nB,,,.,, 

et,  en  remplaçant  les  B|,„  en  fonction  des  B,^„, 

(17)  aBj.„=  n  — I   >  —  2)B.,,-f- 3n;ii  —  2lB.,„  ,4- snn  —  ijB,.,_,. 

Pour  obtenir  une  formule  plus  générale,  nous  changerons  n  en 
n  —  f  dans  la  relation  (i5);  nous  avons  ainsi 

pBp^i,n=  p  —  n^  B^,„  — /?iiB^,,_,, 

/?B^^-,.„_,  -.  p  —  n  '\-\]^p,n-y  —  p[n  —  i)B^„_,. 

Midtiplions  les  deux  termes  de  celte  dernière  par  ( p  -h  i)n  et  ceux 
de  la  précédente  par  p  —  /i  -f- 1 ,  et  retranchons*,  nous  obtenons, 
en  tenant  compte  de  la  formule  (i5), 

[p  -hi)pBp.^.2.„=  p  —  n-^\'p  —  n'B/,,„ 

—  [p  —  n  -hi    2/7 -f-  i'iiB^.,_, 
-\-p[p-\-\)n[n  —  i)B^.«_,. 

On  obtiendra  de  môme 

(p-+-2;(/?-M>B^^,.« 
--  [p  —  n  -H  ?  (/?  —  n  -t- 1  ;/?  —  n  B^., 

-  [p  —  n  -\r-  1    ' p  —  n  -\-  \)\p  -\'  p  -r-  \  -^  p  -t-  '2j/lB^.«-, 

-{-[p  —  n-^-y.'p^p-k-i]  -^p[p  -f- 2  -+-  ;/7 -f- 1  77 -h 2^] /i  n  —  I  B^  »_, 
—  P  P  -^-  »   !P  -f-2)n(n  —  in—  2)B^.,.3, 


r 
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et  ainsi  de  suite.  Pour ^  =  i, 

1 .2.3B4.,,  --    —  i)';i(/i  —  i)[/i  —  ?.)(/i  —  3) 

X      —    -i-  6 -4-  I  I         .  -+-6 

\  n  n—\  n—  1  n  —  6 

on  a,  en  général,  la  formule  symbolique 

dans  le  développement  de  laquelle  on  remplace  les  exposants  de  ^ 
par  des  indices,  et  faisant  ensuite 


B1.7 


p,---. 


On  vériGe  cette  formule  a  posteriori;  elle  exprime  les  nombres 
bernoulliens  d*ordre  ;>  -|-  i  en  fonction  linéaire  de  ^  +  i  nombres 
bernoulliens  consécutifs  du  premier  ordre. 

,4.  Nous  indiquerons  encore  les  relations  des  nombres  de  Ber- 
noulli  des  divers  ordres  avec  d'autres  fonctions  numériques.  Posons 
dans  la  formule  (  1 5  ) 


(19]         B^^,.,r-:     -,:--^ 

nous  obtenons 


H^P'"       r     _  P  P  —  ^"    [p  —  n  ~i-\ 

y       ^^p.n  —    —     —    —  —  » 

Il  1    •  ^  •    •    •  fl 


[20] 


•  ■^,,;i  —  Ap  —  \,H  ~r~  p  \p—\^n—\* 


C'est  la  relation  qui  existe  entre  les  sommes  des  produits  n  k  n  des 
p  premiers  nomhrtrs  entiers,  et,  puisque  les  conditions  initiales 
sont  les  mûmes,  les  quantités  A^^„  sont  égales  à  ces  sommes.  On  a 
d'ailleurs,  plus  généralement, 

•>i;  A;._^^_,z:rA;:-;/;A^,... H-//  iA;,_,-f-/?-i-r...;A^_.-4-/;-f-9-i), 

en  remplaçant  les  exposants  de  A^_|  par  des  seconds  indices. 
On  a  encore 

X  -\- 1  'x  4-  ?.  [x  -\-  3  ..Jx  -hp     -  ar/*  f  A^,,  .r' "'  -f  A^,,  .r^'-'-f- . . .  4-  A^.^, 


-Ci- 
el par  conséquent 

(22)  [x-\-i){x-h  2..,,[x-\'p  —[x—  B^4-./. 
En  prenant  r  fois  les  diflérences,  on  a 

(23)  A--'^  -  ^p^;',P  =  p[p  —  \],..[p  —  r-f-i;  [x  -f-  r-i-f-  B^-..+.>-% 
et,  en  prenant  r  fois  les  sommes,  on  a 

(24) ^^^sz^p----^ Li1J^j^£_;^_b;-^(S.-b,,.>, 

Sr,„  désirant  la  /•»*'™*  somme  des  puissances  semblables  /i'*""  des 
X  premiers  nombres,  et  S^,^  Texpression 

x[x -^- \)(x -^1], .  Jx -\- r —1) 

Zir,%  —  ■ '■ • 

I  .  2  .  .  .  /• 

5.  Les  considérations  exposées  aux  n°*  S  et  3,  pour  les  nombres 
de  BernouUi,  s'appliquent  encore  aux  coefficients  des  autres  déve- 
loppements analogues,  tels  que  (^) 

é^^'=i  ""--       avec   F(x-f-P.  +  2:  — F;x-hP.)  =  2F^V-  aF'i^-f-r, 
(25W  e^^^= — ^—  F{j:-hR.+  2^-Ffa:-4-R/  =  F'(':r  +  i\ 

'  l  ..X  ..—  X  «  \  «  ■ 


t*—  t:' 


^E..,-  _j* F(:p-+-E.-4-4^~F(jr-f-E.'r=2F(ar-4-3^-2F:x-i-r 

6.  Eisenstein  a  donné  un  élégant  théorème  pour  obtenir  les 
coefficients y^„,„  d'ordre  m  quelconque,  lorsque  Ton  connaît  ces  coef- 
ficients pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  m  et  de  n. 

Soit  encore 

u  ~  eJi'     et    yi,o  —  I , 
on  a 

ur=:'r-^U  —  \)    =  I  -f-  m   /£  —  I     -f-        ^  ;M  —  I)»-4-.  .  .; 

\  ,9.        ' 

.  ,  x" 

le  coefficient  de  —  dans  ii^  est  /p^„,  et,  puisque  y^^„  est  nul,  le 


(  *  )  Théorie  nouvelle  des  nombres  de  Dernoulli  et  d^Eiiler  { Ânnali  di  Matcmaeica 
para  ed  applicata)^  p.  q3,  Milano,  1877. 


—  G5  — 


x" 


coefficient  de  —y  dans  [u  —  ly  est  donné  par  le  développement  de 

dans  lequel  on  remplace  les  exposants  de  f^  par  des  premiers  in» 
dices;  par  conséquent,  avec  la  môme  convention 

"^  1.2. ..«  (/"-•)'      • 

nous  ne  tenons  pas  compte  des  termes  suivants  qui  ne  contiennent 
pas  x".  Dans  les  seconds  membres,  le  coefficient  def^^n  est 

"t~   — — — ^-^— — ^.^^— — ^— — —      I     •  •  • 


[m- 


1.2 r  L  '  '  -2 

^^     ''  i.î....(n-r)         J' 

mais,  en  désignant  par 

I  f        Uf         Uf        Cy         C*y         •  ■  •  f        If  »  »  t  f 

I  f      Af      Mjj      \jf      U|       •  •  •  y       l^y       •  •  . 

les  lignes  de  rang  (/  —  i  et  (/  du  triangle  arithmétique,  on  a 
A  =  I  -f-  a,     B  ==  a  H-  fr,     C  =  6  -H  c,     D  =  c  4-  rf,     . . . , 

et  aussi 

I  -  A -f- B  —  C  +  D  — . .  .±  L  =:di /, 

on  a,  par  conséquent, 

7(7-1)       7(7-,)  (7  — 2) 


1  —  7-4- 


1.2  1.2.3 


Cette  formule  subsiste  pour  7  quelconque,  et,  en  faisant  q  =  m — r 
et  s  =  n  — /•,  on  en  conclut  que  le  coefficient  àefr^n  est  égal  à 

m[ni  --  \) .  .  J.ni  —  r  -\-  \)  [m  —  r—  i  ■  [m  —  r—  ?.)... (m  —  n) 
'  1 .2. .  .r  1 .2. .  .(n  —  r] 

vt.  5 


—  «6  - 

ou 

,       .  __^m(m— i). .  .(m  —  n)  n{n  —  i], ,  .{n  —  r-i-i)       i 

i.2...n  1.2.../'  m  —  r* 

donc 


/«.Il  — 


I  .  2  .  .  .  /t 


L  im  — I  '  1.2       m  — 2  m  — nj 

et  enfin 

en  remplaçant  les  exposants  de  f  par  des  indices,  et  posant 


<f' 


.n 

—  • 


m  —  r 


7.  Herschel  a  donné,  sous  forme  symbolique,  le  développement 
de  ?(e')  suivant  les  puissances  de  x]  on  a,  en  effet, 

(27)  o(e')  =  e?f«-*'^)% 

en  remplaçant  dans  le  second  membre  les  puissances  de  ^ (i  +  A)o 
par 


9(1-+- A) 0"=  9(1) o" -H  (p'(o) ^-?  (ï) 


1 .2 


•  •  » 


A''o"  désignant,  suivant  Tusagc,  la  p^^°^^  différence  do   x"  pour 
a:  =  o.  Soit,  par  exemple, 

,    ,  2  9  <?*  ,         .  ,       2  -4-  2  A 

Q{t*]= —  z=z  9     9  i-4-Ai=:- T— : 

'^     J       e'-\.  e-*       e'-i-  \        ^  ^  '        2  4-  A' 

on  a,  pour  les  nombres  eulériens,  la  relation 


(28)  E„=(i  +  A)(i-^' 


A*  _  A« 

2'  2"* 


de  laquelle  on  peut  encore  déduire  la  périodicité  des  résidus  de  E„ 
suivant  un  module  premier. 

8.  Stirling  et  Boole  ont  donné  d'autres  développements  en  séries 
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qui  sont  des  cas  particuliers  du  suivant.  Soit,  en  généraL 

F(,f) 

29  { 

f  1.2  I  .  2 .  .  .  /i 

une  fonction  développée  en  série  convergente  suivant  les  puissances 
positwes  et  entières  de  x\  en  écrivant  le  second  membre  sous  la 
forme  symbolique  e"',  et  en  désignant  par  f{x)  une  fonction  quel- 
conque et  par  h  l'accroissement  de  x,  on  a  le  développement 

(  3o  )         ¥[/if)  =  A  e^Hi'^^)  -h  B  e-Vr«+M)  +  C  c-Vcx+tA)  _^ .  _  ^ 

d'*f[x] 
dans  lequel  on  remplace  h^/^  par  y(x),  /***/"  par  A"  -y--—»  <?t 

En  effet,  soity(jr')  =  ^e*',  on  a 

{/"/{x-hah) 


dx" 


z=  ge^i*-*-^)  I,**, 


et  par  suite 


et 

=r  ge^'  [  A  6r«^'*  4-  B  e"''*  -i-  C  e?^*  -f- . . .  ]  e-**  =  ge*'  F  [hlf] . 

Ainsi  le  développement  a  lieu  pour  g^e*'  quels  que  soient  g  et  Z'^  il 
a  donc  lieu  généralement. 

En  particulier,  on  déduit  des  développements 

-  "^  -  z=  e^%     ^-''~  rr-.  ey^, =e  «  %     ? ^  e^> 

les  formules 

'  A/'(^)  =  e'^A/Cx+A)  _  eBA/(x)^ 

/(/'(or)  —  e'^^^f'-^^^  -  e^^n"^\ 

5. 
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les  deux  premiers  développements  correspondent  aux  formules  de 
Stirling  et  de  Boole. 

Au  moyeu  du  théorème  d*Herschel,  on  peut  présenter  la  for- 
mule (3o)  sous  une  autre  forme.  On  observera  d'ailleurs  que  ces 
considérations  s'appliquent  aux  fonctions  de  plusieiu^s  variables. 


Sur  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques; 

par  M.  Laguerre. 

(Séance  du  4  avril  1877.) 

1 .  Je  rappellerai  d'abord  une  formule  importante  duc  à  M.  Hcr- 
mite  (*). 

Elant  donnée  une  forme  homogène,  à  deux  variables  et  du 
degré  m,  Ll(a:,  7),  si  Ton  pose,  suivant  l'usage  habituel, 

,,        I  rfU       ,,         I   rfU 
m  dx  m  dy 

on  a  identiquement 

f  U(Xa:-U„  >.r-l-U.) 

(0      {            »T^^        n(w  — i)..     ,      nfn  — 1)  (n  — 9.)  _.     .  "] 

1       —  U   X"-*-— ^ ^Aa*»-'-*--^ —.-, ^BX—'-h..., 

[  L  I .2  I .2.3  J 

A,  B,  ...  désignant  des  covariants  de  la  forme  U. 
Je  transformerai  cette  formule  en  posant 

Xx  — Ua=  tly     X7-1-  u,  =  /yj; 
d'où 

A  :=! TT  5       *  =  r^ 

OU,  en  posant,  pour  abréger,  ^Ui  -f-  r/U,  =  A,  xri  — y\  =  w, 

6t)  Cl) 


(  '  )  Deuxième  Mémoire  sur  la  théorie  des  fonctions  homogènes  à  deux  indéterminées 
{Journal  de  Crelle^  t.  52,  p.  îS). 


En  remplaçant  respectivement,  dans  l'équation  (i),  TiX — U|, 
Ix  —  U„  i  et  t  par  leurs  valeurs,  il  viendra 

11)      }  ' 

(  -+--^^ '-\ ^BA— »w'-+- 

\  1.2.3 

Si  Ton  suppose  que  U  soit  une  forme  du  quatrième  degré,  en  dé- 
signant par  H  son  hessien,  par  J  son  covariant  cubique  du  sixième 
degré,  et  par  S  son  invariant  quadratique,  il  viendra 

(3)   U»(x,j)U($,yî)  =  A*-h6HA»ek>'-h4JAw»-4-(80»-3H»)fo\ 

2.  En  extrayant  la  racine  carrée  du  premier  membre,  on  obtient 
la  relation  suivante  : 

U>U($,yî)  =  (A»H-3H&)»)'H-«»i4JAH-(SU»-i2H»)&)], 

et  Ton  voit,  en  vertu  du  théorème  fondamental  d'Abel,  que  l'inté- 
grale algébrique  entière  de  l'équation  diilérentiellc 

3rfr  rf$ 


où  les  quantités  yi  et  j^  doivent,  ainsi  que  dans  ce  qui  suit,  être 
remplacées  par  Tuuité,  est  fournie  par  Téquation 

4J($U.-f-r)U,)-f-(SU'-i2H')(:ry3-j$)  =  o. 

3.  Ou  obtient  avec  une  égale  facilité  la  formule  qui  donne  la 
iiiuliiplication  des  fonctions  elliptiques  par  5,  en  d'autres  termes, 
Tintégralc  algébrique  entière  de  Téquation 

4  -- — h    =  o. 

Désignant,  en  eliet,  par  a  un  covariant  inconnu  de  U,  il  sufGra  de 
déterminer  ce  covariant,  de  telle  sorte  que  le  reste  de  l'opération, 
dans  l'extraction  de  la  racine  carrée  de 

(A-4-aa))'[A*-+-6IIA^w»-f-4JAw'-f-(SU»-3H*)ûi'], 
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•/lit  /lf«rUilil«;  |»ftr  Ui*,  On  aura,  en  elFet,  identiquement 

d'oii  il  nuit,  i;ri  v(?rtu  du  théorème  d'Abcl,  que  rintégrale  cherchée 
if«l  fouriiif?  par  la  réiolution  de  Téquation 

Q(JU,-hy3U,)-f-R(xr;-j;)  =  o. 

l'oiir  i^HcTtuer  le  ealrul,  remplaçons  pour  un  instant  A  par  z  et  o) 
par  I  ;  ou  trouvera  aisément 

(5    ♦    <l)'i5^    I    6ll5'  4-413 -f- SU'-  3H») 

♦  ta^<(SlJ'      iaII')-+-4(«*-3n)J]2 
»  «'(SU»      lall')-  4J»-iaflJH; 

ru  ô(;alaut  à  /.oro  le  coeillicient  de  ^*,  on  a 

lalP-SU' 

cl  lo  iH'Hte  do  ro|HTatiou  de  Textraction  de  la  racine  carrée  devient 

I  Sll»      i^lP  M-48HJM 
',J ^- 

\  '  ■-  - -1 — -' . 

l.'ùtU'^iMlo  al^vbrùiue  Jt-  I't>i]uatiou  ^5  <  est  donc  donnée  par  Të- 
4J    SI'    -.âll"-481U''  H'    -rrl'. 

V  V>u  Hvu^crait  do  UK'tue  U  lormulo  qui  donne  Ii  niviltipiica- 
|K>U  vie*  tottctious  elliptique*  par  un  nombre  impair  ^aelct.mt^u«-  i, 
KH*^  Ctt  d\iutr\'*  teriue^^  rîttté^raJe  xl^ebrique  otiLiere  de  l'eqaa:ioa 


V 


d\  rtdx 


le  LuvWeme  iv^ieuC*  eeiaaie  ou  le  *',hC  sTOt  ce  la:  jn^veùe.  t  it;îi.T- 


-  71  — 
ment  du  degré et  du  degré >  et  tels  que  l'on  ait 

(6)  P(z)W(z)  =/»(«) -H  az-f-p, 

où  j*ai  posé,  pour  abréger, 

W(z)  =  ««-+-6Hz»  -h  4Jz  -f-  SD»—  3H», 

et  où  a  et  j3  désignent  des  covariants  de  U  indépendants  de  z. 

La  première  méthode  qui  se  présente  pour  résoudre  ce  problème 
est  celle  que  j'ai  employée  dans  les  exemples  précédents;  en  met- 
tant en  évidence  les ^  cocflicients  actuellement  indéterminés 

de  F(z),  et  extrayant  la  racine  de  F*(^)  W(z),  on  profitera  de  Tin- 
détermination  de  ces  coedicients  pour  annuler  les  coefficients  des 

premiers  termes  du  reste,  qui  sera  nécessairement  de  la  forme 

az  -hP, 

a  et  P  étant  des  fonctions  connues  des  covariants  de  U. 

L'intégrale  cherchée  de  l'équation  (5)  sera  alors  donnée  par  la 

relation 

a($U,  H-  yjU,)  H-  P(j?y)  — jS)  =  o. 

Mais  on  peut  rattacher  la  détermination  des  polynômes  F  (z)  et 

f{z)',  et  par  conséquent  du  reste  «z-f-  P,  à  la  réduction  de  l'ex- 
pression v^VV  (s)  en  fonction  continue. 
De  l'équation  (6)  on  déduit,  en  effet, 

az-f-  P 


F{z)s/\V[z)=f{z] 


F(z)v/W(z)4-/(z) 


le   dénominateur  de  la   fraction  —        ^ est  du  decré 

F(z)^W(z)+/{z)  _  _ 

-         j  d'où  il  suit  que  le  développement  de  F  [z)  ^W  (z)  — f{z) 
commence  par  un  terme  de  Tordre  de  — :3j —  • 

La  fraction  .tt-t  est  donc  une  des  réduites  obtenues  en  dévelop- 

^^^^'     .  .  ,        . 

pant  ^\V[z)  en  fraction  continue,  celle  dont  le  dénominateur  est 

du  degré  f j  • 
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Sur  la  IransJ'ormation  des  Jonctions  ellipii^ues; 

par  M.  Lagtjerre. 

(Séance  du  3i    noTcmbre  1877.) 
I.   Co.NSlDÉRATIO^'S    PRÉLIMINAIRES. 

I .  Fax  désignant  par  r  1  une  quantité  égale  à  Tunité  et  introduite 
pour  rendrt!  les  formules  homogènes,  soit 

F  .r.,  v/  =  \x\  -4-  4B.r;  r,  -h  6Cxî  y]  -4-  4»^^. rî  -4-  Erî 

un  {><>l yn<\me  du  quatrième  degré  en  a\  . 

S<>il«  do  plus* 

\ 
V 


I  — 


une  intégrale  quelconque  de  réquatiou 


'  m 


=   A, 


\  et  ^  di'signant  des  fonctions  de  v  dont  lune  peut  rtre  iboisic 

arhitrairomont. 

V.n  dénotant  par  des  arecnls  les  déniées  prises  j»ar  rapport  à  la 
\c'^iri«'il>1<'  V.  el  m  faisant.  ]Kinr  alin'irrr. 

T  =  ^\  -  \v. 

requatioii  précédente  de\ici:î 

r  \.^       i 

(^11  ;i  <'\  idciiiiiicn: 

1  ^\  \\     ; 

u'  pust^'.  '.  cil  lUilr;  . 

»->        \    \  \    \ 

»»n  M»rtr  tjiH*.  iIj'v  rcl.ili  m"^  nrcr<'ilriiii*N.  ni.  itcdnii 

^  \  T        \H       \    l 
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En  employant  une  nolalion  bien  connue,  je  poserai 

.,  _  I    rf'F(X.Yl      _.    _   I   rf'F(X.Y)       „   _   I   rf'F(X.Y) 

""-ïi      </X'     '    *"-T5    rfXrfï   '    ''"-  Tï      rfV     ' 

en  vertu  de  la  propriété  fondamentale  des  polynômes  homogènes, 
l'équation  (2)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

X^F„4-2XYF„-f-Y^F„=rT». 

A  cette  relation  nous  pouvons  joindre  les  deux  suivantes,  que  Ton 
obtient  en  prenant  ses  deux  premières  dérivées  par  rapport  à  v  : 

X'X.FM-i-(XY'-4-YX')F.,-f.Y'Y.F„=— » 

'  2 

( XX"  -f-  3X'» )  Fm  -H  ( XY"  -t-  YX"  -i-  6X'  Y'  )  F„ 

4-  (  YY"+  3Y'>)  F„=  . 


En  les  résolvant  par  rapport  à  Fn,  F|,  et  Fjj,  il  vient 

3PFm  =  Y^  —  -  3 YY'PT'-f-  (3Y'>T  -h  Y>0)  V, 
3PF.,--^:-XY— —  -f--(YX'-hXY')PT'-(3X'Y'T'-HXY0)P, 
3PF„  =  X'  —  -  3XX'T'r-+-  (3X"T  4-  X'0)  T\ 


Multiplions  la  première  de  ces  équations  par  |',  la  deuxième  par 
2^7;,  la  troisième  par  */;*,  \  et  r<  désignant  des  quantités  arbitraires, 
et  faisons  la  somme  des  résultats  obtenus  :  il  viendra 

3P(2^F„-4-2;yîF.,4-yî'F„; 

..-T.(ï::tlS)ivi-x„> 

..  3T'T'(Y;  -  \-n]  (Y';  --X'-/;)  -H  3T'(Y'i  -  X'r,;'. 

ou  encore,  en  remplaçant  T'(  Y'ç  —  X't;)  par  sa  valeur 

(■)■;  Yî  -  X/,'  +  Ti'Y";  -  X" •/;;:, 


—  Ti- 
que Ton  déduit  des  équations  (3), 

,4)  =!ïÇ-x„).(îl-,<«) 

(  -f-  (Y'4  -  Vrî)»-  (Y$  -  Xyî)  (  Y"^  -  X^n). 

2.  Posons,  pour  abréger, 

'^  6T       ""  6(YX'-"XY')  '^^' 

L'équation  (4)  deviendra 

j  ?'F..4-2^r)Fn4-yî'F.,  =  9(Y£-Xy;;^-f-(Y';-X'rj;' 
'    ^      (  _(Y$-Xr.)(Y-'?-X''-/:). 

G>mnie  dans  cette  formule  Ç  et  r,  sont  arbitraires,  elle  tient  lieu 
des  trois  relations  suivantes  : 

F„=    AX»-^2BXY-i-CY»=9Y^-f-Y'»-YY", 

2F.,r-2BX^-f-4CXY-f    2l)Y' 

'^''     '  =-  29XY  -^  YX"-f-  XY"--  2X' Y', 

F„=r       CX»-4-2DXY-l-EY^:rrQX'-f-X''-XX"       {'). 

Ces  formules  sont  une  conséquence  immédiate  de  la  relation  (2); 
réciproquement,  si,  cf  désignant  une  fonction  arbitraire  de  v,  on 
détermine  des  fonctions  X  et  Y  satisfaisant  aux  trois  relations  (6)', 

X 

on  voit  que j'i=  -y  est  une  intégrale  de  l'équation  (i). 

En  faisant,  en  elfet,  dans  la  relation  (6), 

^r=X     et     Vîr^Y, 

il  vient 

Fr:=(rX-XY')\ 

L'intégration  do  l'équation  (i)  est  donc  ramenée  à  l'intégration  du 
système  d'équations  simultané  (6)',  dans  lequel  (f  est  une  fonction 


(')  Sur  CCS  formules,  voir  Eisenstein,  Fcrncre  liemerhiingen  zu  den    Transforma' 
tionsformeln  {Mathematische  jébhandlungen,  p.  1G7). 
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arbitraire  de  v,  et  à  cette  équation  on  peut  adjoindre  l'équation  (5), 
où,  comme  on  le  voit,  n'entrent  pas  les  coefficients  du  polynôme  F. 
En  particulier,  si  (f  est  une  constante,  les  fonctions  X  et  Y,  satis- 
faisant aux  relations  {6)\  donnent  les  fonctions  6  de  Jacobi  et  les 
fonctions  Al  de  M.  Weierstrass. 

n.  —  Formules  nE  Jacobi. 

3.  Considérons  maintenant  l'équation  différentielle 

,    ,  dxt  dx 

il) 


où  f{x^jr)  désigne  un  polynôme  quelconque  du  quatrième  degré 
en  x^  la  variable  y  étant  introduite  pour  rendre  l'expression  ho- 
mogène et  étant  égale  h  l'unité. 
Soit 

X\  —  -^ 

une  intégrale  de  cette  équation,  X  et  Y  étant  des  fonctions  entières 
de  x\  soit,  de  plus,  dv  la  valeur  commune  des  deux  membres  de 
l'égalité  (7). 

Si,  en  vertu  de  l'égalité 

dx 

[i)  =  rfv, 

yin^.  r) 

on  suppose  X  et  Y  exprimés  en  fonction  de  v,  on  voit  que  ces 
fonctions  satisfont  au  système  d'équations  (5)  et  (6). 

Je  transformerai  ces  équations,  en  supposant  que  X  et  Y  sont 
exprimés  en  fonction  de  x,  A  cet  eifet,  en  introduisant  les  dérivées 
prises  par  rapport  à  x,  nous  aurons,  en  vertu  de  la  relation  (7)', 

y,  _  rfX   ,j  rf'X  I  rfX  df 

d'X^,:^_^  3  d'X  df  ,:.  ^    i  rfX  d'f  .-^ 


dx*  •'    •'        1  dx^  dx  ''        2  dx  dx 
Y'  -  -  ^1  Jf      Y"-  'l'y  /-^  "/Y  rf/- 

dx'  '  ^•'       i  dx'  dx  2  dx  dx' 
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En  remplaçant  X',  X'',  X'^',  Y',  Y''  et  Y'''  par  ces  valeurs  dans  les 
équations  (5)  et  (6),  il  viendra 


(8)<p  = 


( 


yrf'X      pdYd'X 


dx  dx' 
rf»X 


2\      (fx^  dx^  ) 


dx^  dx 
dx 


«(':g-^E) 


et 


</X\» 


(9) 


Le  point  important  dans  la  proposition  duc  à  Jacobi  consiste  en 
ce  que  cp  est  un  polynôme  du  second  degré  en  x.  Pour  Tétablir,  je 
remarquerai  que  la  relation  précédente  a  lieu,  quelles  que  soient 
les  quantités  Ç  et  y?  *,  d'ailleurs,  X  et  Y  étant  premiers  entre  eux, 
on  pourra  prendre  pour  Ç  et  yj  des  polynômes  entiers,  tels  que 

L'équation  (9)  montre  immédiatement  que  9  est  aussi  un  poly- 
nôme entier,  et  la  formule  (8),  que  ce  polynôme  est  du  second 
degré. 

m.  Tn\>SFORMATION    DES    FORMULES    DE    JacOBI. 

4.  Pour  transformer  les  relations  précédemment  obtenues,  je 
remarquerai  que,  si  a,  (3,  y  et  J  sont  des  constantes  arbitraires  re- 
liées par  la  relation 


(lo) 


ao  —  ^y  ==  I , 


Téquation  (9)  doit  encore  être  identiquement  satisfaite,  pour  une 
détermination  convenable  du  polynôme  9,  par  les  polynômiîs  que 
Ton  obtient  en  remplaraut,  dans  X,  Y,  F  et  j\  x  par  7.d\  -h  7)0 
et  j^  par  |3xy -f- <î>'oî  P^ï^^'vu  qu'on  rétablisse  l'homogénéité  de  la 
formule,  en  multipliant  le  premier  membre  par  j\. 
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Désignons,  en  général,  par  (W)  ce  que  devient  une  fonction 
quelconque  W  de  j:  et  dey^  quand  on  y  effectue  la  substitution 
indiquée^  il  est  clair  que  Ton  aura 

.11-  1  1    •  *  d(Y)    dHY)   ,  d(f) 

et  des  relations  analosnues  relativement  a  — J — -9  —7 — -  et  ■  y  -• 

Imaginons  maintenant  que,  cette  substitution  effectuée  dans  la 
relation  (9),  on  remplace  de  nouveau  ctx^-^yyo  par  x  et  Par^-f-  ijr^ 
par  j^  on  a  alors,  en  vertu  de  l'équation  (10), 

9  se  change  en  un  polynôme  4>  homogène  et  du  second  degré  par 
rapport  à  a:  et  ^,  homogène  et  du  second  degré  par  rapport  k  a 
et  p. 

Si,  de  plus,  on  pose,  pour  abréger, 

dx       ^  dy 

ax»  ^  dxdy      ^  dy  ■ 

l 'équation  (9)  deviendra 

=  *($Y-v)X)'+/[ÇYC)_„X("]' 
(")  {  -/•{$¥ -nX)  [?¥(') _„|^(.)] 

-:î/"'($Y-nY)[SY(0-:„X("], 
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équation  qui  doit  ôtre  identiquement  satisfaite,  quels  que  soient  a^ 

X 
Y 


X  .     ,  . 

/3,  Ç  et  y;,  si  Xi  =  -r^  est  une  intégrale  rationnelle  de  l'équation  dif- 


férentielle 

,    ,  dxt  dx 

(7) 


5.  Pour  déterminer  la  forme  du  polynôme  4>,  je  remarque  que, 
ce  polynôme  étant  homogène  et  du  second  degré  par  rapport  à  x 
Gly  et  par  rapport  à  a  et  (3,  on  peut  l'écrire  de  la  façon  suivante  : 

$  =  a» W„  -+■  2ap W., -h  (3'W„ 

(a/—  px)  (ail,  -4-  pûj)  -+-  /r(aj—  (3x)% 


W  désignant  un  polynôme  inconnu,  homogène  et  du  quatrième 
degré  en  x  et  /,  Û  un  polynôme  inconnu  homogène  et  du  second 
degré  par  rapport  aux  mêmes  variables,  et  A'  une  quantité  constante. 
Faisons  maintenant,  dans  Tidentité  (11), 

a  =  X  4-  pa'     et     (3  =  ^-  -+-  pP'  ; 

le  premier  membre  de  cette  identité  devient  divisible  par  p^-^  le 
terme  constant  et  le  terme  en  p  doivent  donc  manquer  dans  le 
développement  du  second  membre.  En  faisant  ce  développement, 
on  trouve  facilement 

m  désignant  le  degré  de  la  transformation,  c'est-à-dire  le  degré  des 
deux  polynômes  X  et  Y,  puis  û  =  o. 

Le  polynôme  4>  est  donc  complètement  déterminé,  sauf  le  facteur 
constant  A,  et  Ton  a 

(12)  d)  =  m  [oi}f,,  -f-  2a[3/.,  ^  (3'/„)  ^  k[oLX  ^  Ç^x\ 
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EXTRAITS  DES  PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  7  NOVEMBRE  1877, 

PRÉSIDENCE    DE    M.    JlANNnEIM. 

Communications  : 

M.  Edouard  Lucas  :  Sur  la  Géométrie  des  quinconces  ;  tP  Sur 
les  congruences  des  nombres  eulériens  et  les  coefficients  différent 
tiels  des  Jonctions  trigonométriques,  suivant  un  module  premier. 

M.  le  comte  Hugo  :  Sur  quelques  particularités  de  la  conjonc^ 
tion  de  Saturne  et  de  Mars. 

M.  Halphen  :  Sur  les  singularités  des  courbes  gauches. 

M.  Fouret  :  Démonstration  et  extension  à  l'espace  d*une  loi 
donnée  par  M.  Chasles  pour  les  lieux  géométriques  du  plan. 


SÉANCE  DU  21  NOVEMBRE  1877, 

PRÉSIDENCE    DE    M.    MANNOEIM. 

M.  le  comte  Hugo  adresse  une  Note  sur  l'expression  de  tt  dans 
les  divers  systèmes  de  numération. 

Présentation  de  nouveaux  Membres  :  M.  de  Presles,  sous- 
intendant  militaire  à  Evreux,  est  présenté  par  MM.  Laguerre  et 
Mannlieim. 

M.  Lafow,  professeur  au  Lycée  Charlemagne,  est  présenté  par 
MM.  Lemonnier  et  Lucas. 

Communications  : 

M.  Edouard  Lucas  :  i^  Sur  quelques  propriétés  des  suites  ana- 
logues à  celle  de  Farcj ;  2°  Sur  les  développements  en  séries. 

M.  Laguerre  :  i®  Sur  les  courbes  unicursales  de  troisième 
classe;  a"  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques. 

M.  Halphen  démontre  ce  théorème  :  Les  sectioîis  faites  dans  une 
surface  développable  par  des  plans  parallèles  entre  eux  ont  leurs 
dév^eloppécs  situées  sur  une  même  surface  développable. 
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M.  Fouret  :  Sur  certaines  lois  relatives  à  l* ordre  et  à  la  classe 
de  lieux  géométriques, 

M.  Picquct  :  Sur  les  déterminants  formés  a^ec  les  mineurs 
d'un  même  déterminant . 


SÉANCE  DU  5  DÉCEMBRE  1877, 

PRÉSIDENCE    DE    M.    MANNHRIM. 

Elections  :  MM.  de  Prcsies  et  Lafon,  présentés  dans  la  séance 
précédente,  sont  élus  Membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Laguerre  :  i*'  Sur  la  multiplication  des  /onctions  elli/?^ 
tiques;  i^  Sur  des  exemples  de  discontinuité  empruntés  à  la  Géo- 
métrie élémentaire. 

M.  Mannlieim  :  Sur  les  surfaces  réglées, 

M.  Fouret  :  Sur  les  courbes  telles  que  le  lieu  des  sommets  des 
angles  droits  qui  leur  sont  circonscrits  soit  un  cercle. 

M.  Mannlieim  :  Sur  le  déplacement  infiniment  petit  d'un 
dièdre. 

SÉANCE  DU  19  DÉCEMBRE  1877, 

PRÉSIDENCE    DE    M.    LEMONNIER. 

Communications  : 

M.  Haton  de  la  Goupîllière  :  Sur  des  formules  nouvelles  rela- 
tives au  déplacement  d^  une  figure  plane. 

M.  André  (Désiré)  :  Sur  les  développements  des  puissances  de 
certaines  fonctions , 

M,  Edouard  Lucas  :  Sur  un  principe  fondamental  de  Géomé- 
trie analytique, 

M.  Halphen  communique,  de  la  part  de  M.  Laguerre,  une  Note 
Sur  l'intégration  d'une  équation  dijfférentielle, 

M.  Picquet  :  Sur  une  formule  relati\'e  au  tétraèdre. 

M.  Fouret  :  Sur  l'enveloppe  de  l'hypoténuse  d\ui  triangle 
rectangle  dont  un  sommet  est  fixe  et  dont  les  autres  sommets  dé- 
crivent une  même  courbe. 
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SÉANCE  DU  9  JANVIER  i878, 

PRÉSIDENCE    DE    M.    IIATON    DE    LA  GOUPILLIÈBE. 

Présentation  d'un  nouveau  Membre  :  M.  Séguy  est  présenté 
par  MM.  Jordan  et  de  Polignac, 

Elections  :  M.  Darboux  est  élu  président  pour  Tannée  1878. 

Sont  élus  vîcc-présîdents  :  MM.  Jordan  et  Rouché. 

Sont  élus  membres  du  conseil  :  MM.  Bienaymé,  Bonnet,  La- 
guerre,  Puiseux,  Mannheim  et  Lucas. 

Est  élu  archiviste  :  M.  Francis  Fabre. 

Communications  : 

M.  Halphen  :  Sur  les  formules  récurrentes  concernant  les 
sommes  des  diviseurs  des  nombres. 

M.  Laguerre  :  Sur  la  recherche  du  facteur  intégrant, 

M.  Picquet  :  Sur  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  à  une 
courbe  du  troisième  degré. 


SÉANCE  DU  16  JANVIER  1878, 

PRÉSIDENCE  DE  M.   DARBOUX. 

Sur  la  proposition  de  M.  le  président,  la  Société  vote  des  re- 
mercîuicnts  a  M.  Mauuheim,  président  sortant. 

Election  :  M.  Séguy,  présenté  dans  la  séance  précédente,  est 
élu  Membre  de  la  Société. 

Communications  ; 

M.  Halphen  :  Sur  un  passage  du  livre  premier  des  Principes  de 
Newton. 

M.  Darboux  ajoute  diverses  observations  sur  le  même  sujet. 


V». 
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Détermination  de  la  classe  de  la  courbe  enveloppe  des  axes  des 
coniques,  perspectives  sur  un  plan  vertical  de  cercles  de  rayions 
égaux  situés  dans  un  plan  vertical  et  dont  les  centres  sont  sur 
une  horizontale.  Construction  des  axes  de  ces  courbes;  par 

M.  PiCQUET. 

(Séance  du  i8  juillet  1877.) 

On  a  souvent,  en  perspective,  à  considérer  ce  système  de  coni- 
ques^ il  est  facile  de  faire  voir  que  leurs  axes  enveloppent  une 
courbe  de  la  quatrième  classe.  INous  remarquerons  d'abord  que 
leurs  centres  décrivent  une  ligne  droite  :  le  centre  de  Tune  d'elles 
Yé  est,  en  eifet,  le  pôle  par  rapport  à  cette  courbé  de  la  droite  de 
Tinfini,  dont  la  perspective  s'obtiendra  sur  le  plan  des  cercles  en 
menant  par  Tœil  un  plan  parallèle  au  plan  des.  coniques.  Les 
deux  plans  étant  verticaux,  leur  intersection  V  sera  verticale  et 
conséquemment  perpendiculaire  à  la  droite  des  centres  des  cer- 
cles \  d'où  il  suit  que  le  lieu  de  ses  pôles  par  rapport  aux  cercles  est 
la  droite  des  centres,  et  que,  par  conséquent,  le  lieu  des  centres 
des  coniques  est  sur  le  plan  des  coniques  la  droite  perspective 
de  la  droite  des  centres  des  cercles.  Considérons  maintenant  un 
point  P  de  la  droite  d<fs  centres  des  coniques  :  si  p  coniques  du 
système  ont  leur  centre  en  ce  point,  la  classe  cherchée  sera  2/;, 
puisqu'à  chacune  d'elles  correspondent  deux  tangentes  menées  du 
point  P  à  la  courbe  enveloppe,  lesquelles  sont  les  axes  de  cette  co- 
nique^ à  condition  toutefois  que  la  droite  des  centres,  sur  laquelle 
est  le  point  P,  ne  soit  pas  tangente  à  l'enveloppe. 

D'abord  celle  droite  n'est  pas  tangente  à  Tenveloppe  si  l'œil 
n'est  pas  dans  le  plan  horizontal  passant  par  la  droite  des  centres 
des  cercles^  car  si  cela  était,  elle  serait  axe  d'une  certaine  conique 
du  système  ayant  son  centre  en  un  point  Q  pris  sur  elle,  perspec- 
tive d'un  point  Qj  de  la  droite  des  centres  des  cercles,  et  Ton  ob- 
tiendrait Taulre  axe  de  la  même  conique  en  cherchant  la  perspec- 
tive de  la  droite  du  plan  des  cercles,  issue  du  point  Qi  et  conjuguée 
de  la  droite  de  leurs  centres  par  rapport  au  cercle  pour  lequel  Qi 
est  le  pôle  de  la  verticale  W ,  La  droite  cherchée  dans  le  plan  des 
cercles  sera  évidemment  verticale,  ainsi  que  sa  perspective  sur  le 
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plan  des  coniques^  le  second  axe  serait  donc  vertical,  ce  qui  est 
impossible,  puisque  le  premier  n'est  pas  horizontal,  à  moins  que 
Tœil  ne  soit  dans  le  plan  horizontal  des  centres  des  cercles. 

De  plus,  les  coniques  du  système  qui  ont  leur  centre  en  P  sont 
les  perspectives  des  cercles  par  rapport  auxquels  Pj ,  perspective 
de  P,  est  le  pôle  de  la  verticale  V.  Pour  les  trouver,  il  faut  construire 
les  cercles  d'un  rayon  donné,  dont  le  centre  est  sur  une  droite 
donnée  et  conjuguée  à  deux  points,  Tun  Pj  et  l'autre  le  pied  Vi  de 
la  verticale  V  sur  la  droite  des  centres*,  la  dernière  condition  peut 
se  remplacer  par  celle  de  couper  orthogonalement  le  cercle  ayant 
PV|  pour  diamètre.  Or  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  donné  qui 
coupe  orthogonalement  un  cercle  donné  décrit  un  cercle  concen- 
trique au  dernier.  Il  y  aura  donc  deux  cercles  répondant  à  la  ques- 
tion, et  la  construction  sera  la  suivante.  Sur  Pf  Vf  comme  dia- 
mètre on  décrira  un  cercle.  En  un  point  m  de  ce  cercle,  on  lui 
mènera  une  tangente  sur  laquelle  on  prendra  à  partir  du  point  rn 
une  longueur  mp  égale  au  rayon  constant  des  cercles;  le  cercle 
concentrique  au  précédent  et  passant  par  le  point  p  coupera  la 
droite  des  centres  en  deux  points  a  et  ^  qui  seront  les  centres  de 
cercles  de  rayons  mp^  et  par  rapport  auxquels  le  point  P  sera  le 
pôle  de  la  verticale  V',  leurs  perspectives  seront  les  deux  coniques 
cherchées  ayant  leur  centre  en  P,  dont  les  axes  sont  les  quatre 
tangentes  que  Ton  peut  mener  de  ce  point  à  la  courbe  considérée, 
puisque,  d'ailleurs,  la  droite  des  centres  n'est  pas  tangente  à  cette 
courbe.  L'une  de  ces  coniques  sera  une  ellipse  et  l'autre  une  hy- 
perbole, puisque,  sur  les  deux  cercles  qui  sont  leurs  perspectives, 
l'un  coupe  la  verticale  V  et  l'autre  ne  la  coupe  pas.  Il  est  facile  de 
construire  leurs  axes  : 

1°  Pour  l'ellipse,  perspective  du  cercle  de  centre  cr,  il  suffit  de 
remarquer  que  la  direction  PiV,  et  la  direction  perpendiculaire, 
étant  conjuguées  dans  le  cercle,  se  perspectiveront  suivant  deux 
diamètres  conjugués  de  la  courbe  dont  on  pourra,  dès  lors,  con- 
struire les  axes  en  grandeur  et  en  direction  par  une  des  méthodes 
connues. 

2**  Pour  l'hyperbole,  perspective  du  cercle  de  centre  (3,  on  voit 
immédiatement  que  ses  asymptotes  sont  les  droites  PT,  PU,  per- 
spectives des  tangentes  menées  du  point  Pi  à  ce  cercle,  et  ses  axes 
seront  les  deux  bissectrices  des  angles  de  ces  deux  droites. 

6. 
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Remarque,  —  Si  le  point  P  est  la  perspective  de  celui  des  centres 
des  cercles  qui  est  à  l*in(îni,  c'est-à-dire  le  point  d'intersection  avec 
le  plan  des  coniques  de  la  parallèle  menée  par  Tœil  au  plan  des 
cercles,  Tellipse  correspondante  se  réduit  à  un  point  et  la  construc- 
tion précédente  ne  s'applique  plus  ;  mais  le  calcul  fait  voir  que, 
quoique  réduite  à  un  point,  elle  est  infiniment  aplatie  sur  la  verti- 
cale du  point  P,  qui  est  alors  un  de  ses  axes,  tandis  que  l'autre  est 
horizontal.  Quant  à  l'hyperbole  perspective  du  cercle  de  centre  V, 
la  construction  subsiste  et  donne  les  bissectrices  des  deux  droites 
issues  du  point  P,  qui  sont  l'enveloppe  des  coniques  du  système. 


Hur  une  relation  retnarquable  entre  quelques-unes  des  singula- 
rités réelles  des  courbes  algébriques  planes  ;  par  M.  Perrin. 

(Séance  du  a  mai  1877.) 

Je  me  propose,  dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  d'établir 
quelques  théorèmes  de  Géométrie  de  situation,  relatifs  à  un  mode 
de  décomposition  des  contours  fermés  dont  le  principe  a  été  indi- 
qué pour  la  première  fois,  à  ma  connaissance,  par  M.  Jordan,  dans 
une  Communication  faite  à  la  Société  mathématique,  le  8  mars  1 876. 
Dans  la  seconde  Partie,  j'appliquerai  les  résultats  obtenus  à  l'étude 
d'un  système  particulier  de  courbes  algébriques  que  l'on  peut  ima- 
giner comme  défini  par  une  courbe  algébrique  plane  donnée,  de 
degré  et  de  classe  quelconques;  et  je  montrerai  comment  cette 
étude  conduit  naturellement  à  la  relation  mentionnée  dans  le  titre 
de  ce  Mémoire,  et  qui  consiste  dans  l'égalité  suivante  : 

m  4-  Il  -4-  2t\  =  n-f-  /r,  -4-  2 ô', , 

où  il  est  le  nombre  des  inflexions  réelles  d'une  courbe  algébrique 
plane  de  degré  m  et  de  classe  /i,  A|  le  nombre  de  ses  rebroussements 
réels,  t\  le  nombre  de  ses  tangentes  doubles  isolées  (tangentes 
doubles  réelles  dont  les  deux  points  de  contact  sont  imaginaires 
conjugués),  (^j  le  nombre  de  ses  points  isolés  (points  doubles  où  les 
deux  tangentes  sont  imaginaires  conjuguées). 

Cette  relation    remarquable,  d'où   l'on  déduit  immédiatement 
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eoiniiic  cas  particuliers  tous  les  théorèmes  autérieurcincut  connus 
relatifs  à  la  réalité  des  inflexions  des  cubiques ,  ainsi  qu'un  nombre 
en  quelque  sorte  illimité  de  théorèmes  analogues  pour  les  courbes 
de  degré  supérieur,  a  été  énoncée  pour  la  première  fois  en  1876 
par  M.  Klein,  lequel  en  a  donné,  dans  les  Mathematische  An- 
nalen  (t.  X),  une  démonstration  fondée,  dans  certaines  de  ses  par- 
ties, sur  des  inductions  très-plausibles  assurémont,  mais  non  d'une 
rigueur  absolue  ^  ^1  y  ^  donc,  ce  semble,  quelque  intérêt  à  montrer 
que  Ton  est  conduit  au  môme  résultat  par  une  voie  toute  différente, 
bien  que  d'ailleurs  la  démonstration  qui  sera  donnée  ci-après  soit 
plus  longue  que  celle  de  M.  Klein,  et  non  entièrement  à  Tabri 
d'objections  du  même  genre. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

THÉORÈMES  REL.VTIFS  AUX  CONTOURS  FERMÉS. 

Indice  d'un  contour.  —  Soit  un  contour  fermé  de  forme  quel- 
conque, assujetti  à  cette  seule  condition  de  n'avoir  aucun  point  à 
l'infini.  Appelons  sens  positif  l'un  des  deux  sens  opposés  dans  les- 
cjuels  ce  contour  peut  être  parcouru  en  partant  de  l'un  quelconque 
de  ses  points^  ce  sera  d'ailleurs  celui  des  deux. que  l'on  voudra,  et, 
dans  les  figures  qui  suivront,  il  sera  désigné  par  des  flèches.  Ceci 
posé,  nous  pouvons  décomposer  le  contour  donné  eu  un  certain 
nombre  de  contours  élémentaires,  en  procédant  de  la  manière  sui- 
vante :  à  partir  d'un  point  arbitraire  A,  nous  marchons  dans  le 
sens  positif  jusqu'au  premier  point  double  B  qui  se  présente  : 
en  B,  nous  quittons  la  branche  sur  laquelle  nous  avions  cheminé 
pour  marcher,  toujours  dans  le  sens  positif,  sur  l'autre  branche  qui 
passe  en  B,  et  cela  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  à  un  second  point 
double  C  \  nous  faisons  de  même  en  C,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
que  nous  soyons  revenu  au  point  A  de  départ.  Prenant  un  second 
point  de  départ  A'  dans  une  des  parties  du  contour  qui  n'ont  pas 
été  déjà  parcourues,  nous  obtenons  de  la  môme  manière  un 
deuxième  contour  élémentaire,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  visible  que 
ces  divers  contours  élémentaires  ne  peuvent  se  recouper  l'un 
l'autre,  et  qu'aucun  d'eux,  pris  isolément,  ne  peut  posséder  de 
point  double.  Chacun  d'eux  sépare  donc  sur  le  plan  deux  régions, 
dont  l'une  lui  est  intérieure  et  l'autre  extérieure.  J'appelh.Tai  élé- 
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ments  positifs  ceux  de  ces  contours  cléDientaircs  qui  sont  tels, 
qu'en  les  parcourant  dans  le  sens  positif  on  ait  à  sa  gauche  la 
région  qui  leur  est  intérieure,  et  à  sa  droite  la  région  extérieure; 
éléments  négatifs  ceux  pour  lesquels  l'inverse  a  lieu.  Si  la  décom* 
position  d*un  contour  C  a  fourni  p  éléments  positifs  et  p'  élé- 
ments négatifs,  le  nombre  p  —  p'  sera  V indice  du  contour  C. 

Au  lieu  d'un  contour  unique  C,  on  peut  considérer  un  groupe 
formé  de  tel  nombre  qu'on  voudra  de  contours  fermés  se  croisant 
entre  eux  d'une  manière  quelconque;  pourvu  que  chacun  d'eux 
satisfasse  à  la  condition  de  ne  point  passer  par  l'infini,  rien  n'em- 
pêchera de  lui  attribuer  un  sens  positif  déterminé,  et,  en  appli- 
quant le  mode  de  décomposition  indiqué  ci-dessus,  on  obtiendra 
une  certaine  valeur  entière,  positive,  négative  ou  nulle,  pour  l'in- 
dice du  groupe  donné. 

Si  Ton  change  le  sens  positif  sur  la  totalité  des  contours  qui 
forment  un  groupe,  il  est  évident  que  l'indice  de  ce  groupe  chan- 
gera simplement  de  signe.  Si  l'on  n'effectue  ce  changement  de  sens 
que  sur  quelques-uns  des  contours  composants,  il  n'en  sera  plus 
de  même  \  le  théorème  que  nous  allons  établir  permet  de  trouver 
ce  que  devient  l'indice  dans  cette  hypothèse. 

Théorème  I.  —  L'indice  d'un  groupe  formé  de  plusieurs  con- 
tours est  égal  à  la  somme  algébrique  des  indices  de  ces  contours, 
considérés  chacun  isolément  avec  le  même  sens  positif  qui  leur  est 
attribué  dans  le  groupe. 

Pour  le  démontrer,  soient  G,  G' deux  groupes  formés  chacun  d'un 
nombre  quelconque  de  contours,  et  dont  les  indices  respectifs  sont  i 
et  i'.  Supposons-les  décomposés  en  leurs  contours  élémentaires  : 
soient  Cj  c,  • . .  c^  ceux  du  groupe  G,  c[c\  ...  c„  ceux  du  groupe  G'. 
Au  lieu  de  superposer  le  groupe  G'  au  groupe  G  pour  faire  la  décom- 
position en  tenant  compte  à  la  fois  de  tous  les  points  de  croisement 
de  G  avec  G'  et  de  tous  les  points  doubles  de  G',  nous  pouvons  ne 
superposer  d'abord  au  groupe  G  que  le  contour  élémentaire  c\ ,  pour 
étudier  la  nature  des  modifications  qui  en  résultent  dans  le  produit  de 
la  décomposition  en  éléments,  de  manière  à  tenir  compte  seulement 
des  points  doubles  de  G  et  de  ceux  des  points  de  croisement  de  G 
et  de  G'  qui  appartiennent  à  ce  contour  c\  ;  nous  pourrons  ensuite 
superposer  au  nouveau   système  de   contours  élémentaires   ainsi 
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obtenu  le  contour  c\^  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier  c'^\  et  il  est 
clair  que  le  mode  iinal  de  décomposition  auquel  nous  serons  arrivé 
donnera  précisément  les  mêmes  contours  élémentaires  que  donne- 
rait la  décomposition  directe  de  l'ensemble  des  groupes  G  et  G^, 
puisqu'il  aura  été  tenu  compte  successivement  de  tous  les  points  de 
croisement  de  G  et  de  G^  et  que  par  le  fait  même  de  l'introduc- 
tion successive  des  contours  c\  c,  •  •  •  c„  tous  les  points  doubles  spé- 
ciaux à  G'  sont  traités  comme  ils  doivent  l'être  d'après  les  conven- 
tions faites.  Commençons  donc  par  superposer  au  groupe  G  le 
contour  élémentaire  c\  \  par  le  même  raisonnement  que  ci-dessus^ 
nous  arriverons  au  résultat  cherché  en  combinant  d'abord  avec  c\ 
l'un  des  contours  élémentaires  de  G,  par  exemple  Cj,  puis  avec 
l'ensemble  des  contours  élémentaires  provenant  de  cette  combinai- 
son le  deuxième  contour  C|,  et  ainsi  de  suite.  Et  comme,  toutes  les 
i'ois  qu'il  y  a  lieu  de  combiner  un  contour  élémentaire  avec  un 
groupe  d'autres  contoui^,  il  est  permis,  sans  changer  le  résiiltat, 
d'introduire  successivement  ces  divers  contours,  en  se  bornant  à- 
ceux  qui  coupent  le  premier  (puisque  les  autres  ne  peuvent  modiGer 
en  rien  la  décomposition),  il  est  clair  qu'il  suffira,  pour  obtenir  le 
résultat  de  la  superposition  des  deux  groupes  G  et  G',  de  répéter 
un  nombre  fini  de  fois  (  au  plus  égal  au  nombre  des  points  de  croi- 
sement de  G  et  de  G')  l'opération  qui  consiste  à  décomposer  en 
contours  élémentaires  le  groupe  simple  formé  par  la  superposition 
de  deux  contours  élémentaires.  Il  suffit  alors  de  prouver  que  dans 
cette  dernière  opération  la  somme  algébrique  des  indices  n'est  pas 
changée,  pour  que  le  théorème  I  se  trouve  démontré. 

Soient  donc  o),  tù'  deux  contours  élémentaires,  leur  ensemble 
divise  le  plan  en  quatre  sortes  de  régions,  savoir  : 

a  régions  intérieures  à  u  et  à  &>', 

P        »       extérieures  à  &>  et  à  &)', 

y        »       intérieures  à  &>  et  extérieures  à  6)', 

0        ))        extérieures  à  &>  et  intérieures  à  &)'. 

Soient  M  [fig*  i)  un  des  points  de  croisement  des  contours  &>,  a>', 
AMB,  A'MBMes  deux  branches  appartenant  respectivement  à  ces 
contours.  Les  quatre  régions  que  limitent  ces  branches  appar- 
tiennent évidemment  aux  quatre  genres  a,  (3,  y,  d^  a  et  |3  étant 


-  88  - 

opposes  par  le  sommet,  ainsi  que  y  et },  comme  l'indique  la  Jig.  i . 
Si  Cl)  et  (ù'  sont  tous  deux  des  éléments  positifs,  il  faudra,  par  dé- 
finition, puisque  a  et  y  sont  à  Tintérieur  de  o),  a  et  (^  à  Tinté- 
rieur  de  tù'j  que  le  sens  positif  sur  le  contour  ci)  soit  AMB,  et  sur 
&)',  A'MB^,  comme  l'indiquent  les  flèches.  Dès  lors  la  décomposition 
donnera  d'une  part  la  portion  de  contour  AMB',  de  l'autre  la  por- 


tion A'MB^  la  même  chose  ayant  lieu  à  tous  les  autres  points  de 
croisement,  où  la  même  figure  s'appliquerait  identiquement,  on 
voit  que  les  divers  contours  élémentaires  qui  résulteront  de  la 
décomposition  de  l'ensemble  de  ot>  et  de  tù'  seront  ceux  qui  limitent 
les  régions  a  et  les  régions  j3.  Si  o)  et  tù'  sont  tous  deux  négatifs,  il 
suffit  de  supposer  les  flèches  retournées  et  le  résultat  est  le  même. 
Mais,  si  co  et  (jù!  sont  de  signe  contraire,  par  exemple  si  co  est  positif 
et  tù'  négatif,  on  devra  supposer  retournée]  seulement  la  flèche 
A' MB',  en  sorte  que  les  portions  de  contour  fournies  par  la  décom- 
position seront  AMA',  B'MB  \  et  par  suite  les  divers  contours  élé- 
mentaires seront  ceux  qui  limitent  les  régions  y  et  les  régions  J^  et 
de  même  si  ci)  était  négatif  et  co'  positif. 

Revenons  au  cas  où  ot>  et  tJ  sont  tous  deux  positifs  et  donnent 
par  conséquent  a  pour  somme  de  leurs  indices.  Toutes  les  régions  a 
fourniront  des  contours  élémentaires  positifs  :  car  chacune  d'elles 
étant  intérieure  à  o),  et  s'appuyant  par  un  ou  plusieurs  arcs  sur  le 
contour  de  w,  peut  être  considérée  comme  obtenue  en  retranchant 
de  l'aire  intérieure  à  co  un  certain  nombre  de  segments  -,  c'est  en 
quelque  sorte  une  réduction  de  l'aire  intérieure  à  w  obtenue  par  cou- 
traction  partielle  de  son  contour,  sans  que  le  sens  général  de  ce 
contour  soit  altéré.  Quant  aux  régions  j3,  il  y  en  a  une  qui  com- 
prend toute  la  partie  du  plan  extérieure  à  l'ensemble  de  la  figure 
formée  par  w  et  o/;  il  est  clair  que  le  contour  élémentaire  que 
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fournît  la  limite  de  cette  région  comprend  dans  son  intérieur  les 
aires  intérieures  a  w  et  w'^  il  est  donc  de  même  signe,  c'est-à-dire 
positif.  Mais  toutes  les  autres  régions  (3  fourniront  des  éléments 
négatifs  5  car,  si  Ton  imagine  par  exemple  que  toutes  les  régions  a, 
y  et  d  soient  couvertes  d'une  teinte  foncée,  les  régions  (3  dont  il 
s'agit  se  présenteront  comme  des  trous  isolés,  de  teinte  claire  à  leur 
intérieur,  en  sorte  que  leur  contour  devant  être  parcouru  dans  un 
sens  tel  que  l'intérieur  de  ot)  et  de  w',  c'est-à-dire  la  teinte  foncée, 
soit  à  gauche,  l'intérieur  de  ces  régions  sera  à  droite. 

L'indice  du  groupe  de  contours  fourni   par  la  décomposition 

sera  donc 

a-4-i  — (j3  — i)     ou     a  — (3-4-2. 

Si  Ot)  et  (ù'  étaient  tous  deux  négatifs,  ce  qui  donnerait  —  a  pour 
somme  de  leurs  indices,  on  verrait  de  la  même  manière  que  l'in- 
dice après  la  décomposition  est 

—  (a -hi) -4- (P  — 1)     ou     p— a  — 2. 

Si,  enfin,  w  et  w'  étaient  de  signe  contraire,  ce  qui  donnerait  zéro 
pour  somme  algébrique  de  leurs  indices,  on  verrait,  par  un  raison- 
nement analogue  à  celui  qui  a  été  fait  ci-dessus  pour  les  régions  a, 
que  toutes  les  régions  y  donnent  des  éléments  de  même  signe 
que  co,  toutes  les  régions  $  des  éléments  de  même  signe  que  <ù'\  en 
sorte  que  l'indice  du  groupe  après  la  décomposition  est  égal  à 

±{y-è). 

Pour  que  le  théorème  I  soit  établi  dans  tous  les  cas,  il  suffit  donc 
de  montrer  que  l'on  a  nécessairement. 

a  =  (3,     y=zd. 

Soient  rzi ,  a^ , . . . ,  a»  les  régions  de  genre  A,  et  de  même  Ji ,  J,, . . . ,  i^, 

c,,  C|,  ...,  Cy,  ^1,  r/,,  ...,  d^  celles  de  genres  jS,  7,  î.  Désignons  par 

(tipC^)  l'arc  qui  sépare   la  région  a^,  de  la  région  c^,  et  de  même 

pour  les  autres.  Si  A  est  le  nombre  des  points  de  croisement  des 

contours  co  et  w',  il  est  évident  que  le  contour  w  se  compose  de 

A  A 

—  arcs  (ad)  alternant  avec  —  arcs  (ic)^  et  de  même  le  contour  w' 
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A  A  ^ 

de  —arcs  {ne)  alternant  avec—  arcs  (irf).  Formons  une  table  à 

double  entrée  où  les  colonnes  verticales,  au  nombre  de  a,  'corres- 
pondraient aux  a  régions  a^  a^,  ...,  rangées  dans  un  certain  ordre 
que  nous  déterminerons  tout  à  l'heure,  et  les  lignes  horizontales^ 
en  nombre  y,  aux  y  régions  Cj,  c,,  . . . ,  et  plaçons,  dans  celles  des 
cases  de  ce  tableau  auxquelles  ils  correspondent  par  leurs  indices, 

les  —  arcs  (ac).  Je  dis  qu'il  est  possible  de  ranger  les  a  régions 

«1,  rt|,  ...  dans  un  ordre  tel,  qu'en  prenant  successivement  chacune 
des  colonnes  verticales  du  tableau  qui  leur  correspondent,  toutes 
les  cases  occupées,  dans  l'une  de  ces  colonnes,  se  trouvent,  à  l'ex- 
ception d'une  et  d'une  seule,  sur  des  lignes  dont  aucune  autre  case 
ne  soit  occupée  dans  les  colonnes  précédentes.  Tout  d'abord, 
puisque  les  régions  a  et  y  réunies  composent  la  totalité  de  l'aire  A 
intérieure  au  contour  o),  et  que  cette  aire  est  d'un  seul  tenant,  il 
est  toujours  possible  d'aller  de  l'une  quelconque  à  une  autre  quel- 
conque des  régions  a  sans  sortir  de  A,  c'est-à-dire  en  traversant 
une  série  de  régions  alternativement  des  genres  a  et  y,  et  que  Ton 
peut  supposer  toutes  distinctes  les  unes  des  autres  (car  si  une  même 
région  paraissait  à  deux  places  dilTérentes  dans  cette  série,  on 
pourrait  supprimer  le  passage  par  toutes  les  régions  intermédiaires, 
et  obtenir  ainsi  une  série  plus  simple  où  la  région  en  question  ne 
figurerait  plus  qu'une  fois).  De  plus  la  série,  ainsi  simplifiée,  et  ne 
contenant  plus  que  les  régions  qu'il  est  nécessaire  de  traverser,  est 
unique  et  déterminée^  car,  s'il  en  existait  une  seconde,  si  par 
exemple  on  pouvait  aller  de  a^  à  «,  en  passant  soit  par  Cj,  soit  par 
c'i,  un  circuit  fermé  traversant  la  série  des  régions  rij,  rj,  «,,  c,,  a^ 
serait  tout  entier  à  l'intérieur  de  A,  et  comprendrait  cependant,  à 
son  intérieur,  au  moins  une  région  de  genre  (3  ou  o,  c'est-à-dire 
non  comprise  dans  A  ^  le  contour  w  ne  serait  donc  pas  simple,  con- 
trairement à  l'hypothèse.  Dès  lors,  si  ayant  aflecté  la  première 
colonne  verticale  du  tableau  à  l'une  quelconque  des  régions  a  prise 
arbitrairement,  a^  par  exemple,  on  a  soin,  dans  l'affectation  des 
colonnes  suivantes  aux  autres  régions  a,  de  ne  jamais  prendre  une 
quelconque  a^,  de  ces  régions  avant  d'avoir  pris  toutes  celles  qu'il 
est  nécessaire  de  traverser  pour  aller  de  ai  en  ap  sans  sortir  de  A, 
il  est  clair  que,  parmi  les  cases  pleines  dé  la  colonne  affectée  à  a^^ 
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il  s'en  trouvera  une  où  figurera  l'arc  (a^,  c^),  c^  étant  la  dernière 
de  la  série  des  régions  a  et  y  qu'il  faut  traverser  pour  aller  de  a,  en 
/ip  ;  et  que,  sur  la  même  ligne  horizontale,  définie  par  cette  région 
c^,  il  y  aura  dans  les  colonnes  précédentes  au  moins  une  autre  case 
occupée,  savoir  par  l'arc  (/i^,  c^),  a^  étant  l'avant-dernièrc  région 
de  la  série  dont  il  vient  d'être  question.  De  plus,  la  même  circon* 
stance  ne  pourra  se  présenter  pour  deux  des  cases  pleines  de  la 
colonne  a^;  car  on  pourrait  alors  passer  de  a^,  par  l'intermédiaire 
de  deux  régions  distinctes  c^  et  r^,  à  deux  régions  a^  et  a„,  et  de 
celles-ci  rejoindre  par  des  circuits  convenables,  où  ne  figure  pas  a^, 
la  région  initiale  «i,  puisque,  dans  l'ordre  adopté,  n^  et  «„  viennent 
l'une  et  l'autre  après  a^  et  avant  a^.  Il  existerait  donc  deux  séries 
distinctes,  au  moins  partiellement,  de  régions  a  et  y  par  lesquelles 
on  pourrait  passer  de  a^  en  a^,  ce  qui  a  été  démontré  inadmissible. 
Le  tableau  étant  supposé  construit  de  cette  manière,  il  est  visible 
que,  parmi  les  cases  pleines  qu'introduit  la  /?'*""  colonne,  une  et 
une  seule  vient  se  placer  sur  une  des  lignes  qui  ont  déjà  une  ou 
plusieurs  des  p  —  i  colonnes  précédentes  ;  les  autres  viennent  se 
placer  sur  des  lignes  nouvelles.  Si  donc  n^n^  . .  •  /i«  sont  respectif 
vement  les  nombres  de  cases  pleines  de  la  première,  de  la  deuxième, 
. . . ,  de  la  dernière  colonne,  le  nombre  total  y  des  lignes  hori^Kon* 
taies  du  tableau  sera 

/ij-f-  (/i,—  i)  -h  (nj—  i)  -f-. .  .-f-  (n,—  i)     ou     2/1  —  (a  —  i). 
Mais  Yéîi  est  le  nombre  total  des  cases  pleines  du  tableau,  c'est-à- 
dire  —  ;  il  vient  donc 

2 

y  = [oL  —  i]     ou     A  =  2(a4-y  — i). 

On  peut  raisonner  d'une  manière  tout  à  fait  analogue  pour  les 
ares  («rf),  (ic),  (irf),  et  obtenir  de  même  les  relations 

A  =  2  (a  -f-  ô  —  i) 
—  2(î3-f-y-i) 
=:2(;3  4-o-i). 

La  comparaison  de  ces  diverses  relations  donne 

a  =  p,     y  z=:  ô, 

comme  il  avait  été  annoncé^  ce  qui  démontre  le  théorème  1. 
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Théorème  II.  —  Si  un  groupe  de  contours  fermés  possède  k 
points  de  rebroussement  [de  première  espèce)  y  mais  ne  possède  pas 
de  point  d' inflexion,  on  peut  sur  tous  les  contours  qui  composent 
le  groupe  choisir  le  sens  positif  de  manière  à  avoir  la  convexité 
tournée  toujours  vers  sa  droite  quand  on  marche  dans  ce  sens 
positif;  soit  p  l'indice  du  groupe  dans  cette  hypothèse.  Le  nombre 
n  de  tangentes  que  Von  peut  mener  au  groupe  d'un  point  compris 
à  la  fois  dans  V  intérieur  de  r  contours  élémentaires  positifs  et  de 
r  contours  élémentaires  négatifs  sera 

et  en  particulier  la  classe  N  du  groupe,  c'est^à-^ire  le  nombre  de 
ses  tangentes  parallèles  à  une  direction  quelconque,  sera 

N  =  Ar  -f-  2;;. 

Pour  le  démontrer,  je  m'appuierai  sur  le  lemme  suivant  : 

Si  un  contour  fermé  possède  A:  points  de  rebroussement  (de 
première  espèce),  sans  point  double  ni  point  d'inflexion,  le  nom- 
bre des  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  d'un  point  intérieur  est  Ar, 
et  d'un  point  extérieur  A  -H  2  ou  A:  —  a,  suivant  que  la  convexité 
du  contour  est  tournée  vers  l'extérieur  ou  vers  l'intérieur. 

Ce  lemme  peut  être  considéré  comme  évident^  car,  à  l'inspection 
d'un  contour  fermé  quelconque,  sans  point  double  ni  point  d'in- 
flexion, on  aperçoit  immédiatement  la  possibilité  d'amener  ce 
contour  par  déformation  continue,  en  y  conservant  le  même 
nombre  de  points  de  rebroussement,  sans  y  introduire  ni  point 
d'inflexion  ni  point  double,  et  sans  passer,  par  un  point  donné 
quelconque  M,  à  une  forme  régulière  et  symétrique,  par  rapport 
à  un  centre  de  figure  ^  et  il  est  clair  que,  dans  une  telle  déformation, 
le  nombre  des  tangentes  qu'on  peut  mener  du  point  M  au  contour 
ne  saurait  varier.  Et,  si  M  était  un  point  pris  à  l'intérieur  du 
contour  primitif,  on  peut  le  choisir  comme  centre  de  figure  du 
contour  régulier  obtenu  par  déformation,  auquel  cas  les  seules 
tangentes  issues  de  M  sont  les  k  tangentes  de  rebroussement  qui 
y  concourent^  d'ailleurs,  si  l'on  sort  du  contour,  le  nombre  des 
tangentes  augmente  ou  diminue  évidemment  de  deux,  selon  que 
la  convexité  est  tournée  vers  rextérieur  ou  vers  l'inléneur. 

Ce  lemme  étant  admis,  considérons  un  groupe  de  contours  sans 
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point  d'inflcfxion,  mais  possédant  k  points  de  rcbroussement  et 
d  points  doubles.  Soit  M  {^fig^  i)  Tun  quelconque  de  ces  points 
doubles.  Le  sens  positif  ayant  été  choisi,  comme  l'indiquent  les 
flèches,  de  manière  k  avoir  toujours  la  convexité  tournée  vers  sa 
droite,  la  décomposition  en  éléments  donnera  les  deux  portions 
de  contours  élémentaires  AMB',  A^B.  Introduisons  les  deux  très- 
petits  arcs  ab\  db^  de  manière  à  remplacer  les  deux  portions  an- 
guleuses de  contours  élémentaires  à^\b\  afMb  par  des  arcs  dont 
la  courbure  varie  d'une  manière  continue;  cela  étant  fait  pour  tous 
les  points  doubles  du  groupe  tels  que  M,  tous  les  contours  élémen- 
taires seront  devenus  des  contours  ordinaires  à  courbure  continue, 
sans  point  double  ni  point  d'inflexion,  et  à  chacun  desquels  nous 
pourrons  appliquer  le  lemmc  précédent.  Soit  d'  le  nombre  des 
points  doubles  pour  lesquels  les  deux  points  de  rcbroussement  af^  b 
se  trouvent  appartenir  à  uii  élément  positif,  d^  le  nombre  de  ceux 
pour  lesquels  ces  points  appartiennent  à  un  élément  négatif. 
Soient  jjf  eljjPXe  nombre  des  éléments  positifs  et  négatifs,  V  et  A^ 
les  nombres  de  points  de  rcbroussement  primitifs  du  groupe  qui 
se  trouvent  respectivement  placés,  après  la  décomposition,  sur  ces 
deux  catégories  d'éléments.  D'après  le  lemme,  si  un  point  est  inté- 
rieur à  r  éléments  positifs  et  à  r'  éléments  négatifs,  le  nombre  des 
tangentes  qu'on  pourra  mener  de  ce  point  à  l'ensemble  des  élé- 
ments du  groupe  sera 

puisque  les  éléments  positifs  ont  leur  convexité  tournée  vers  l'exté- 
rieur et  les  négatifs  vers  l'intérieur.  Mais,  en  vertu  des  relations 

ce  nombre  se  réduit  à 

/-  -f-  20  -f-  2/>—  a(r—  r'). 

Mais,  en  introduisant  à  chacun  des  $  points  doubles,  tels  que  M, 
les  deux  arcs  très-petits  ab\  db^  nous  avons  évidemment  aug« 
nicnlé  de  ad  le  nombre  des  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  l'en-* 
semble  du  groupe  d'un  point  quelconque  non  situé  dans  l'une  des 
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petiles  régions  Ma'bj  c*est-à-dire  en  réalité  don  point  qudconque 
du  plan  y  puisque  ces  régions  peuvent  être  supposées  aussi  petites 
qu'on  voudra.  Le  nombre  n  des  tangentes  issues  d*nn  point  quel- 
conque est  donc  bien 

ce  que  Ton  peut  encore  écrire 

X  et  y  étant  respectivement  les  nombres  d'éléments  positifs  ci 
n^aiifs  auxquels  le  point  considéré  est  extérieur. 

Si«  en  particulier*  le  point  considéré  est  à  Finfini  •  il  est  exté- 
rieur à  tous  les  éléments,  et  Ton  a  pour  la  classe  du  groupe 

TetoECMB  III.  —  •Soif  un  grou/te  de  coniours  fermés^  sans 
fKHnis  ii'inflrjrion^  m4us  a%*fc  k  points  de  rrbroussememt  (de 
/trmuère  esf^^^  et  5  f^nts  doutief.  Sup/^osons-te  décomposé  en 
êtèmentSy  le  sens  positif  at  ont  été  cAoisi  partout  de  manière  que 
ta  con%'r'jritê  soit  tournée  vers  ta  droite.  Soient  u.  te  nombre  de 
confies  que  t*on  peut  former  «•w  deujr  etémenîf  ejr teneurs  t'un 
à  t  autre  et  tte  même  si^ne.  ji  le  ni'mhre  de  cou^^tef  i^ue  ton  peut 
former  <i%yv  Jeiur  éléments  earterieuis  l'un  à  I  autre  eî  de  signe 
ctMttrdiire,  Soient  de  méme^  et  ^'  les  nombres  de  couples  i^ue  l'on 
jieut  former  en  tissocîant  r«^^'v\-;j\*7wr-73i  un  r  l^mer,:  posilîf  ou 
un  élément  nêztLÙi  a%^ec  un  jsjîn:  dr  rehrcuissemerdî  iton  situé  à 
l'intérieur  de  cet  élément  un  j\'»int  Je  rehri^ussement  situé  sur  le 
%\intour  li'un  r  liment  «frsaiîi  et  je  rr^.i?"*:.'"  c:*mme  situe  à  .<*»« 
intérieur  ou  à  .<o»ï  ejrtfrieu^ .  yt^i^^mt  ^i^r  ^re:  (!<me^iJ  sfr^i  jKtsitif 
i»u  nf'^iJtif  .  —  Le  nomhrr-  .îVs  r^iï;^^'??:*^  A:'.*uhJe>  Ju  ^r\>uj-»e  de 
contCMurs  >ej43 

On  peut  Mmplitîcr  coiK^  expression  3o  r.  «i  li  rtiinisani  à  son 
prwîiifT  ex  k  5iOH  dcraîor  îramc.  à  la  Cv'iiîiîiùiMi  3e  Ci»niplcr  chaque 
pciinl  3c  rf»-hri>ussomcnl  Ji  la  foi>  ooramr  un  poiul  3:»ublc  cl  ccunino 
un  3omw-loi»oiil  positir. 


rtM^É^A^KMÉi 


-  95  - 

Je  me  borne  ici  à  donner  Ténoncé  de  ce  théorème,  que  je 
n'aurai  pas  occasion  d'appliquer  dans  la  suite  de  ce  Mémoire. 

Déformation  d'un  groupe  de  contours.  *—  Étant  donné  un 
groupe  de  contours  fermés,  on  peut  le  modifier  par  déformation 
continue  d'une  infinité  de  manières.  Dans  tout  ce  qui  va  suivre, 
je  supposerai  toujours  que  la  loi  de  déformation  adoptée  satisfait  à 
cette  condition,  qu'en  passant  de  l'un  quelconque  des  groupes  au 
groupe  infiniment  voisin,  chaque  élément  infiniment  petit  de  con- 
tour se  déplace  du  même  côté  par  rapport  au  sens  positif  adopté  ; 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  les  divers  contours  successifs, 
obtenus  par  déformation  continue,  n'aient  pas  de  courbe  enve- 
loppe. Si,  en  partant  d'un  contour  ou  d'un  groupe  de  contours 
donné,  on  passe  à  un  nouveau  contour  ou  groupe  de  contours,  en 
transportant  tous  les  éléments  du  premier  vers  la  droite,  par 
rapport  à  un  observateur  qui  le  parcourrait  dans  le  sens  positif, 
je  dirai  que  le  nouveau  groupe  a  été  obtenu  par  déformation  posi^ 
tive;  la  déformation  sera  dite  négative  dans  le  cas  contraire. 

Il  peut  arriver,  en  déformant  un  contour  donné,  qu'on  soit 
amené  forcément  à  un  contour  qui  possède  un  point  de  rebrousse** 
ment  :  c'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  le  contour  primitif 
possède  une  boucle  simple,  et  que  là  déformation  tende  à  resserrer 
cette  boucle  indéfiniment.  Dès  lors,  en  vertu  de  la  convention 
admise  pour  la  loi  de  déformation,  si  l'on  continue  la  déformation 
dans  le  même  sens  après  avoir  rencontré  le  contour  qui  possède 
un  point  de  rebroussement,  on  arrivera  à  des  contours  qui,  dans 
la  région  correspondante,  ne  posséderont  plus  ni  point  double  ni 
point  de  rebroussement.  De  même  on  peut,  en  déformant  conve- 
nablement un  contour  donné,  faire  apparaître  à  volonté,  sur  une 
portion  de  contour  qui  ne  présentait  rien  de  particulier,  un  point 
de  rebroussement,  suivi,  dans  les  déformées  suivantes,  d'une  boucle 
qui  l'enveloppera  en  se  dilatant  de  plus  en  plus.  J'appellerai  points 
critiques  de  la  déformation  les  points  de  rebroussement,  introduits 
volontairement  ou  non,  qui  satisfont  à  cette  condition,  d'être  en- 
veloppés par  une  boucle  lorsqu'on  passe  aux  déformées  du  contour 
particulier  sur  lequel  ils  existent,  dans  l'un  des  deux  sens  possibles 
de  déformation. 

Soient  S,  S',  S'''  {fis-  ^)  ^^^^^  contours  consécutifs  obtenus  par 
déformation  continue,  celui  S'  intermédiaire  présentant»  en  Nun 
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point  crhiquo.  Si  le  sens  positif  est  tel  que  l'indique  la  flèche,  it 
résulte  de  la  convention  adoptée  que  S' et  S"  se  déduisent  de  S  par 
déformation  positive.  Mais,  endécomposantlcs  contours  S,  S^,  S^en 
contours  élémentaires,  il  est  visible  que  l'on  obtiendra,  toutes 
choses  égales  d'ailleurs  pour  les  autres  parties  des  contours,  un 


élément  négatif  de  plus  pour  le  contour  S  que  pour  les  deux  autres, 
à  cause  de  la  présence  de  la  boucle  MP  ;  donc,  en  passant  de  S  à  S", 
l'indice  du  contour  augmente  d'une  unité.  Si  la  Aèche  était  re- 
tournée, S  aurait  un  élément /^ojûi/' de  plus  que  S'  et  S";  l'indice 
diminuerait  donc  d'une  unité  en  passant  de  S  à  S";  mais,  comme 
alors  ce  passage  proviendrait  d'une  déformation  négative,  on  peut 
énoncer,  comme  général,  le  résultat  suivant  : 

Théorème  IV, —  Lorsque,  en  dtjforniant  d'une  mnmère continua 
un  groupe  de  contours,  on  passe  volontairement  ou  non  par  un 
fioint  criliifue  de  déformation,  l'indice  du  groupe  augmente  ou 
diminue  d'ttne  unité,  suivant  t/ue  l'on  a  opéré  par  voie  de  défor- 
mation positive  ou  négative. 

Je  vais  maintenant  établir  la  proposition  suivante  : 

Théorèue  V-  —  Toute  déformation  continue,  au  cours  de  la- 
quelle on  ne  passe  par  aucun  point  critique,  n'altère  pas  l'indice. 

Tout  d'abord,  puisque  les  opérations  qui  servent  à  obtenir  l'iu- 
dice  ne  dépendent  que  du  nombre  et  de  la  position  relative  «les 
points  doubles  du  groupe,  il  est  clair  que  toute  déformation  qui 
ii'ahère  ni  le  nombre  ni  la  posi'liou  relative  de  ces  points  doubles 
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sur  les  divers  contours  composant  le  groupe  ne  peut  altérer  l'in- 
dice. Examinons  maintenant  ce  qui  se  passe,  s'il  survient  une  mo- 
dification :  i^  dans  le  nombre*,  i^  dans  la  position  relative. 

Premier  c\s.  —  Il  suflit  d'examiner  le  cas  où  un  point  double 
disparait;  le  cas  où  il  apparaît  s'y  ramènerait  en  considérant  la  dé- 
formation inverse.  Chaque  point  double  M,  étant  produit  par  le 
croisement  de  deux  branches  C  et  C,  ne  fait,  pendant  la  déforma- 
tion, que  se  déplacer  sur  chacune  des  deux  branches,  en  marchant 
toujours  du  même  côté,  par  rapport  à  la  position  variable  de 
Tautre.  Il  ne  peut  donc  disparaître  qu'en  venant  se  confondre  avec 
un  autre  point  double  M',  provenant  aussi  du  croisement  de  C 
avec  C,  ces  deux  branches  devenant  tangentes.  Si  -C  et  C!  sont 
une  seule  et  même  branche,  M  et  M'  sont  un  seul  et  même  point, 
et  Ton  trouve,  comme  cas  particulier,  le  passage  par  un  point 
critique.  Laissant  de  côté  ce  cas  particulier,,  qui  a  fait  l'objet  du 
théorème  IV,  nous  n'avons  à  examiner  que  le  cas  où  deux  branches 
distinctes  C,  C,  d'abord  croisées,  viennent  à  se  décroiser  par 
reflet  de  la  déformation.  Si  elles  sont  de  même  sens,  c'est-à-dire 
si  le  sens  positif  est  le  même  pour  les  deux  branches  sur  l'élément 
infinitésimal  qui  leur  est  commun  à  l'instant  du  contact,  on  voit 
immédiatement,  en  faisant  la  figure,  que  la  décomposition  en 
contours  élémentaires,  faite  ax^ant  et  après  le  contact,  fournit  dans 
l'un  et  l'autre  cas  deux  portions  de  contours  élémentaires  placées 
exactement  de  la  même  manière,  par  rapport  au  reste  du  groupe, 
en  sorte  que  l'indice  est  évidemment  le  même.  Si  les  deux  bran- 
ches qui  se  décroisent  sont  de  sens  contraire   [fig-  3),  soient 
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AMRM'B,  A'M'R'iMB'  ces  deux  branches  avant  le  contact,  et  ai, 
àU  ce  qu'elles  sont  devenues  par  déformation   (négative  d'après 

VI.  1 
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la  figure)  après  le  contact  qui  les  a  décroisées.  Avant  le  contact, 
la  décomposition  en  éléments  donne  : 

Un  élément  positif MRM'R'M 

Une  portion  d'élément. . . .     AMB' 
Une  portion  d'élément. . . .     A'M'B 

Après  le  contact,  la  décomposition  donnerait  les  deux  portions 
d'éléments  ab^  alb\  qui  sont  disposées  tout  autrement,  par  rapport 
au  reste  du  groupe,  en  sorte  que  la  comparaison  n*est  pas  possible. 
Mais,  si  nous  introduisons  Tovale  njJrip^  qui  équivaut  à  un  élé- 
ment positif,  nous  aurons,  d'après  le  théorème  I,  augmenté  Fin- 
dice  d'une  unité  \  en  tenant  compte  de  cet  ovale,  la  décomposition 

fournit  : 

Un  élément  positif PV^? 

Un  élément  positif P*^'^*p' 

Une  portion  d'élément anp'V 

Une  portion  d'élément a!n!pb 

Ces  deux  dernières  portions  étant  disposées,  par  rapport  au 
reste  du  groupe,  exactement  comme  les  portions  AMB',  A^M'B,  on 
voit  que  la  décomposition,  après  le  contact,  fournit  deux  éléments 
positifs,  soit  un  de  plus  qu'avant  le  contact;  mais  il  en  a  été  intro- 
duit précisément  un*,  l'indice  du  groupe  est  donc  bien  le  même 
avant  et  après  le  décroisement  des  deux  branches ,  c'est-à-dire  n'a 
pas  été  altéré  par  la  disparition  des  deux  points  doubles  considérés. 

Deuxième  cas.  —  Soient  M,  M'  deux  points  doubles  provenant 
du  croisement  d'une  branche  ÇJ'  par  deux  autres  branches  C,  C,  et 
soit  M  celui  des  deux  qui  se  présente  le  premier,  quand  on  marche 
sur  QI'  dans  le  sens  positif.  Si  par  déformation  continue  du  groupe 
on  amène  ces  deux  points  à  intervertir  leurs  positions  respectives 
sur  C'^  il  faudra  qu41  y  ait  eu  un  moment  où  ils  ont  coïncidé;  il 
a  donc  fallu  qu'un  troisième  point  double  M'',  provenant  du  croi- 
sement des  branches  C  et  C,  ait  traversé  la  branche  C  en  passant 
de  sa  droite  à  sa  gauche,  ou  inversement.  Dès  lors  on  voit  sans 
peine,  en  faisant  la  figure,  que  tout  est  symétrique  pour  les  trois 
branches  C,  C,  C,  et  que  sur  chacune  d'elles  il  y  a  eu  au  môme 
moment  interversion  de  deux  points  doubles  consécutifs,  le  passage 
se  faisant  par  un  point  triple.  Considérons  le  petit  triangle  ourvi- 
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ligne  que  forment  les  trois  branches  C,  C,  C\  avant  et  après  le  pas- 
sage par  le  point  triple.  Le  sens  positif  sur  ces  trois  brandies  peut 
être  tel,  que  les  trois  côtés  du  triangle  se  fassent  suite  (en  sorte 
que  le  triangle  fournisse  à  lui  seul,  par  la  décomposition,  un  élé- 
ment positif  ou  négatif),  ou  que  deux  seulement  se  fassent  suite, 
le  troisième  étant  de  sens  inverse.  Dans  ce  second  cas,  on  voit 
immédiatement,  en  faisant  une  figure,  que  la  décomposition  av^ant 
et  après  le  passage  par  le  point  triple  fournit  trois  portions  d'élé- 
ments disposées  exactement  de  la  même  manière,  par  rapport  au 
reste  du  groupe  de  contours,  en  sorte  que  T indice  reste  évidem- 
ment invariable.  Il  n'en  est  pas  de  même  dans  le  premier  cas,  où 
le  triangle  forme  un  élément  à  lui  seul;  mais,  par  un  artifice  ana- 
logue à  celui  que  j*ai  employé  plus  haut,  c'est-à-dire  en  introdui- 
sant un  ovale  de  sens  convenable,  qui  enveloppe  entièrement  le 
petit  triangle,  il  est  facile  de  faire  en  sorte  que  la  décomposition, 
avant  et  après  le  passage,  fournisse  des  portions  d'éléments  disposées 
de  la  même  manière,  par  rapport  au  reste  du  groupe,  en  sorte  qu'il 
suffise  de  comparer  le  nombre  et  le  sens  des  éléments  complets 
obtenus,  et  de  tenir  compte  de  Tovale  introduit,  pour  vérifier  que 
l'indice  reste  bien  invariable. 

Si  deux  des  branches  C,  C',C  appartiennent  à  un  même  contour 
sur  lequel  elles  se  font  suite,  l'interversion  des  points  doubles  sur 
la  troisième  peut  coïncider  avec  la  production  d'un  point  critique  : 
on  vérifierait  alors  aisément  que  la  variation  de  l'indice  est  unique- 
ment celle  qui  serait  due  à  la  production  du  point  critique,  en  sorte 
que  le  théorème  V  est  vrai  dans  tous  les  cas. 

Dislocation  d'un  groupe  de  contours.  —  Imaginons  qu'en  opé- 
rant par  déformation  continue  sur  un  groupe  donné  de  contours 
on  soit  arrivé  à  un  groupe  tel,  qu'en  une  même  région  extrême- 
ment petite  Cl)  passent  deux  branches  distinctes  A  et  A'.  D'après  le 
sens  de  ces  branches,  soient  a  et  et!  les  arcs  qui,  sur  ces  deux 
branches  respectivement,  se  dirigent  vers  co,  (3  et  j3'  les  arcs  qui 
s'en  éloignent^  en  sorte  qu'en  décrivant  le  groupe  dans  le  sens 
positif,  [3  fait  suite  à  a  sur  une  même  branche  A,  (S'  à  a'  sur  une 
autre  branche  A'.  En  continuant  la  déformation,  rien  n'empêche 
de  disposer  des  éléments  d'arcs  infiniment  petits  dans  la  région  w, 
de  manière  que  l'arc  j3', ,  provenant  de  la  déformation  de  |3', 
fasse  suite  non  plus  à  l'arc  ci\  provenant  de  la  déformation  de  a', 
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mais  à  Tare  a^  provenant  de  la  déformation  de  a;  et  que  de  même 
(3|  fasse  suite  à  a\  ;  en  sorte  que  les  deux  branches  primitives,  con-> 
stituées  par  la  soudure  deux  à  deux  de  quatre  demi-branches,  aient 
fait  place  à  deux  nouvelles  branches  constituées  par  la  soudure 
de  ces  mômes  quatre  demi-branches,  prises  deux  à  deux  de  la  seule 
seconde  manière  possible,  et  cela  en  respectant  la  condition  que 
j'ai  admise  pour  toute  loi  de  déformation.  JVéanmoins,  comme  il  j 
a  dans  cette  opération  quelque  chose  de  plus  que  dans  la  déforma- 
tion, telle  que  je  l'avais  considérée  jusqu'ici,  je  la  désignerai  sous  le 
nom  de  dislocation;  j'appellerai  point  de  dislocation  le  point  de 
soudure,  à  partir  duquel  la  déformation,  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre,  donne  les  quatre  demi-branches  soudées  deux  à  deux 
suivant  les  deux  modes  opposés. 

Comme  exemple  simple  de  point  de  dislocation,  on  peut  citer 
le  centre  d'un  système  d'hyperboles  homothétiques  et  concentri- 
ques :  quand  on  passe  d'une  des  deux  séries  d'hyperboles  à  la  série 
conjuguée,  le  passage  se  fait  par  l'ensemble  des  deux  asymptotes, 
et  il  y  a  ce  que  j'ai  appelé  dislocation  du  sjstcme,  le  point  de  dislo- 
cation étant  le  centre. 

Toute  dislocation  a  pour  résultat  d'augmenter  ou  de  diminuer 
d'une  unité  le  nombre  des  contours  distincts  dont  se  compose  le 
groupe.  Supposons,  en  effet,  que  les  deux  branches  a/3,  cfl'fi'  fassent 
partie  d'un  même  contour;  en  le  parcourant  dans  le  sens  positif, 
on  décrira  successivement  les  arcs  «jBa'jS'a.  Après  la  dislocation, 
^'  fait  suite  à  a  et  {3  à  ce'  au  voisinage  du  point  de  dislocation;  dans 
le  reste  du  plan,  les  liaisons  entre  les  branches  n'ont  pas  été  mo- 
difiées :  a'  fait  donc  suite  à  /3,  et  a  à  /3'.  Nous  obtenons  donc,  en 
marchant  toujours  dans  le  sens  positif,  les  deux  contours  distincts 
a(3'a,  a'(3a',  c'est-à-dire  un  contour  distinct  de  plus;  et  si  l'on  avait 
considéré  le  sens  de  déformation  inverse,  on  aurait  eu  deux  con- 
tours distincts  avant  la  dislocation,  et  un  seul  après. 

Pour  étudier  l'influence  qu'exerce  une  dislocation  sur  l'indice 
du  groupe,  il  convient  de  distinguer  divers  cas,  suivant  la  position 
relative  des  deux  branches  qui  existent  dans  une  même  région 
très-petite  avant  la  dislocation. 

Premier  cas.  —  Les  deux  branches  passent  tangentiellement 
l'une  à  côté  de  l'autre,  sans  se  couper,  et  sont  de  sens  inverse 


[fi g*  4)-  Soient  AB,  Â'B'  les  deux  branches;  si  les  flèches  sont 
disposées  comme  sur  \^fig.  4)  ^^  dislocation  ne  peut  être  obtenue 
que  par  voie  de  déformation  positive,  et  elle  fournit  les  deux  nou- 
velles branches  ab'^  alb^  le  passage  se  faisant  nécessairement  par 
un  contour  avec  point  double  M,  qui  est  le  point  de  dislocation. 
La  décomposition  du  contour,  avant  la  dislocation,  fournit  les 
deux  portions  d'éléments  ÂB,  A'B'.  Ajoutons  au  contour,  après  la 
dislocation,  Tovalc  npiiff^  qui  équivaut  à  un  élément  négatif,  et 
diminue  par  suite  Tindice  d'une  unité;  la  décomposition  donnera 
les  deux  portions  d'éléments  anp/b'^  aln'pb^  respectivement  situées 
par  rapport  au  reste  du  groupe  comme  les  portions  d'éléments  AB, 
A'B';  puis{]es  deux  éléments  négatifs  nqjjfriy  vltfpii.  En  tenant 

Fiff.  4. 


compte  de  l'ovale  ajouté,  on  voit  que  l'indice  du  groupe  a  été 
diminué  d'une  unité  par  cette  dislocation,  que  j'appellerai  du 
premier  genre. 

Si  les  ilcclies  avaient  été  tournées  dans  le  sens  inverse  sur  les 
brandies  AB,  A'B',  la  dislocation  n'aurait  pu  être  obtenue  que  par 
voie  de  déformation  négative,  mais  l'indice  du  groupe  aurait  évi- 
demment augmenté  d'une  unité.  C'est  ce  que  l'on  voit  encore  en 
partant  des  branches  «i',  alb^  comme  groupe  primitif. 

Il  est  à  remarquer  que,  dans  ce  premier  genre  de  dislocation,  il 
ne  passe,  eu  chaque  point  du  plan  infiniment  voisin  du  point  de 
dislocation,  qu'//7i6'  seule  branche  appartenant  à  l'un  quelconque 
des  groupes  obtenus  par  déformation  (  abstraction  faite,  bien  en- 
tendu, des  branches  autres  que  celles  sur  lesquelles  agit  la  dislo- 
cation). 

Deuxième  cas.  —  Les  deux  branches  passent  tangentiellement 
Tune  à  coté  de  l'autre  sans  se  couper,  et  sont  de  même  sens  [fig^  5). 
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Ici  la  dislocation  peut  être  obtenue  à  volonté  par  déformation  posi- 
tive ou  négative,  et  elle  fournit  deux  branches  dtf^  cih^  qui  se 
coupent  sous  un  certain  angle  ;  le  point  M  de  dislocation  est  le 
premier  point  double  qui  se  présente,  c'est-à-dire  l'origine  de  la 


Fig.  5. 


série  des  points  doubles,  tels  que  m,  appartenant  aux  divers  groupes 
déformés  consécutifs.  Dans  cette  dislocation,  que  j'appellerai  du 
deuxième  genre,  il  est  clair  que  la  décomposition  en  éléments,  avant 
et  après  la  dislocation,  fournit  deux  portions  d'éléments  sembla- 
blement  placées  par  rapport  au  reste  du  groupe,  en  sorte  qu'il  n'y 
a  aucune  variation  dans  l'indice. 

La  {ftg'  S  )  convient  évidemment  aussi  au  troisième  cas,  celui 
où  les  deux  branches  du  groupe  primitif  se  coupent  sous  un  certain 
angle.  Elle  convient  encore,  avec  une  légère  modîGcation,  au  qua- 
trième cas,  celui  où  les  deux  branches  se  croisent  doublement, 
et  sont  de  même  sens  :  il  suffit  de  supposer  que  AB  soit  légèrement 
déplacé  en  a/3,  de  manière  à  croiser  A'B'  eu  deux  points /?,  /i';  le 
point  M  de  dislocation  est  alors  le  point  où  les  deux  points  doubles 
/i,  /l' viennent  se  confondre  en  un  seul  point  double,  qui  reste  unique 
dans  les  groupes  déformés  suivants;  et  la  décomposition  en  élé- 
ments montre  toujours  que  l'indice  n'est  pas  altéré  par  la  dislo- 
cation. 

D'ailleurs,  dans  les  divers  cas  que  nous  venons  d'examiner  et 
auxquels  s'applique  la  y?^.  5 ,  il  passe,  en  chaque  point  du  plan 
infiniment  voisin  du  point  de  dislocation,  deux  et  seulement  deux 
branches  appartenant  à  l'un  quelconque  des  groupes  déformés; 
cette  circonstance  peut  donc  être  regardée  comme  caractérisant  la 
dislocation  du  deuxième  genre,  qui  n'amène  aucune  variation  dans 
l'indice. 

Troisième  cas.  —  Il  ne  nous  reste  évidemment  plus  à  examiner 


qu'un  dernier  cas,  celui  où  les  deux  branches  AB,  A^B^  (fiS'  ^) 
se  croisent  doublement  et  sont  de  sens  inverse.  Si  les  flèches 
sont  disposées  comme  sur  \^Jig*  6,  la  dislocation  ne  peut  être 
obtenue  qu'en  procédant  par  voie  de  déformation  positive;  et  Ton 
se  trouve  conduit  aux  deux  branches  amlmtf^  citnmlb^  qui  se 

Fîg.  6. 


croisent  doublement  et  sont  de  sens  inverse,  et  sont  par  conséquent 
disposées  Tune  par  rapport  à  l'autre  comme  l'étaient  les  branches 
primitives  AB,  A'B'.  Le  point  IN  de  dislocation  résulte  de  la  réu- 
nion en  un  seul  des  deux  points  doubles,  M,  M',  qui  se  séparent 
ensuite  de  nouveau  en  m,  ni.  Effectuons  maintenant  la  décompo- 
sition en  éléments.  Avant  la  dislocation,  nous  obtenons  : 

• 

Une  portion  d'élément AM'B' 

»  »  A'MB 

Un  élément  négatif MM'M 

Après  la  dislocation  et  en  ayant  soin  d'ajouter  l'ovale  npn'p'  qui 
équivaut  à  un  élément  négatif  et  diminue  par  suite  l'indice  d'une 
unité,  nous  obtenons  : 

Une  portion  d'élément anpb' 

ii  JD         a'n'p'b 

Un  élément  négatif mpn'm 

»  j»       m'p'nm' 

»        positif mm' m. 

Les  portions  d'éléments,  avant  et  après  la  dislocation,  sont  sem- 
blablement  disposées  par  rapport  au  reste  du  groupe;  il  n'y  a  donc 
à  tenir  compte  que  des  éléments  complets  et  de  l'ovale  ajouté;  on 
en  conclut  immédiatement  que  cette  dislocation,  que  j'appellerai 
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du  troisième  genre,  a  augmenté  l'indice  d*une  unité.  On  verrait 
sans  peine  que  Tindice  aurait  été  au  contraire  diminué  d'une  unité, 
si  la  dislocation  du  troisième  genre  avait  été  obtenue  par  voie  de 
déformation  négative. 

D'ailleurs,  à  l'inspection  de  la  Jig.  6,  il  est  visible  qu'en 
chaque  point  inGniment  voisin  du  point  de  dislocation  passent 
trois  branches  appartenant  à  Tun  quelconque  des  groupes  déformés 
consécutifs. 

En  résumant  les  considérations  qui  précèdent,  nous  sommes 
autorisés  à  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VI.  —  Une  dislocation  obtenue  par  voie  de  déforma- 
tion positi\fe  fait  varier  V indice  du  groupe  de —  i,  zéro  ou  -f-  i , 
suiy^ant  quelle  est  du  premier,  du  deuxième  ou  du  troisième 
genre,  c'est-à-dire  suivant  que  le  nombre  des  branches  apparte- 
nant aux  divers  groupes  déformés  consécutifs  et  passant  par  un 
même  point  quelconque  infiniment  voisin  du  point  de  dislocation 
est  I,  2  ou  3.  L'inverse  a  lieu  si  la  dislocation  est  obtenue  par 
voie  de  déformation  négative, 

SECONDE  PARTIE. 

APPLICATION  AU   SYSTÈME  DES   IS0M0RP1IIQUES   d'uNE  COURRE 

ALGÉBRIQUE   PLANE. 

Définition  de  l'isomorphique.  —  J'appellerai  isomorphique 
d'une  courbe  plane  U  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  la  courbe  U 
sous  un  même  angle  imaginaire  donné,  cet  angle  étant  défini 
comme  celui  que  font  entre  elles  deux  droites  imaginaires  conju- 
guées données. 

Pour  éclaircir  cette  définition  et  faciliter  rintelligencc  des  déve- 
loppements qui  vont  suivre,  il  est  indispensable  de  rappeler  ici 
brièvement  quelques  principes  relatifs  aux  éléments  imaginaires 
que  l'on  a  à  considérer  en  Géométrie. 

On  sait  qu'il  existe  deux  genres  de  droites  imaginaires  :  i°  celles 
qui  possèdent  un  point  réel  unique  à  distance  finie;  2°  celles  dont 
le  point  réel  unique  est  à  l'infini.  Chaque  droite  du  premier  genre 
peut  être  caractérisée  géométriquement  par  V excentricité,  par 
V orientation  et  par  le  srns  (de  parcours)  de  l'une  quelconque  des 
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ellipses  liomolhétiques  cl  concentriques  dont  elle  serait  Tune  des 
asymptotes,  Tautrc  asymptote  ayant  pour  indicatrice  la  môme 
ellipse,  mais  parcourue  en  sens  inverse.  J'appellerai  cette  ellipse 
(dont  les  dimensions  absolues  sont  d'ailleurs  indéterminées)  Y  indi- 
catrice du  couple  de  droites  imaginaires;  son  centre,  qui  est  le 
point  réel  unique  de  ces  deux  droites,  sera  dit  leur  ombilic.  On 
vérifie  aisément  : 

1^  Que  les  équations  de  deux  droites  conjuguées  du  premier 
genre,  en  coordonnées  cartésiennes,  rapportées  à  deux  diamètres 
conjugués  de  leur  indicatrice,  se  réduisent  à  la  forme 

y"=±mxsl — I 

m  étant  le  rapport  des  deux  diamètres  dirigés  suivant  les  axes  de 
coordonnées  \ 

2®  Que,  pour  que  deux  droites  imaginaires  du  premier  genre 
fassent  entre  elles  un  angle  réel,  il  faut  et  il  sui&t  que  leurs  indica- 
trices soient  semblables  et  de  môme  sens  (c'est-à-dire  que  m  ait  la 
même  valeur  et  le  môme  signe  quand  on  rapporte  respectivement 
les  équations  des  deux  droites  aux  axes  de  leurs  indicatrices); 
l'angle  des  deux  droites  est  alors  la  diiTérence  d'orientation  de  leurs 
indicatrices  :  d'où  il  résulte  que,  pour  que  l'angle  des  deux  droites 
soit  nul,  c'est-à-dire  pour  qu'elles  soient  parallèles,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  deux  indicatrices  soient  semblables,  de  même  sens  et  sem- 
blablement  placées  ; 

3"  Que,  pour  que  deux  droites  aient  leurs  bissectrices  ree//e»v  (ou 
du  moins  à  coefficient  angulaire  réel),  il  faut  et  il  suffit  que  leurs 
indicatrices  soient  semblables  et  de  sens  contraire;  les  directions 
des  bissectrices  coïncident  alors  avec  celles  des  bissectrices  des  axes 
homologues  des  deux  indicatrices. 

En  raison  de  ces  relations  remarquables,  on  peut  désigner  les 
droites  imaginaires  du  premier  genre  par  le  nom  de  héniiellipses 
ou  droites  hémielliptiques.  Si  rdlipse  indicatrice  devient  un  cercle, 
les  hémiellipses  correspondantes  deviennent  des  hémicercles,  c'est- 
à-dire  ce  que  l'on  appelle  souvent  des  droites  isotropes  du  premier 
et  du  second  système;  et  l'on  aperçoit  immédiatement  que  l'angle 
compris  entre  deux  droites  isotropes  du  même  système  doit  être 
absolument  indéterminé. 

Les  droites  imaginaires  du  second  genre,  dont  le  point  réel  est 
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à  l'infini,  ont  toujours  leur  coefficient  angulaire  réel,  et  leur  équa- 
tion, rapportée  à  des  axes  convenables,  peut  toujours  être  ramenée 
à  la  forme  

où  71  est  une  constante. 

Ici  les  deux  droites  conjuguées  sont  parallèles  entre  elles.  Je  dési- 
gnerai, pour  abréger,  les  droites  imaginaires  du  deuxième  genre 
sous  le  nom  de  droites  hémitropes. 

Cela  posé,  soit  donnée  une  courbe  algébrique  U  de  classe  m  et 
de  degré  /i,  et  que  je  supposerai  tout  d'abord,  pouj:  simplifier  les 
raisonnements,  n'être  pas  tangente  à  la  droite  de  Tinfini,  n'avoir 
aucune  droite  bémitrope  pour  asymptote,  et  enfin  n'avoir  aucun 
foyer  multiple.  Si  d'un  point  réel  quelconque  M  à  distance  finie 
on  mène  les  n  tangentes  à  la  courbe  U,  les  unes  seront  réelles,  les 
autres  formeront  des  couples  de  droites  bémielliptiques.  Si  le  point 
réel  M  est  pris  à  l'infini,  les  n  tangentes  seront  les  unes  réelles,  les 
autres  bémitropcs,  conjuguées  par  couples,  mais  toutes  auront  le 
même  coefficient  angulaire  réel.  Il  en  résulte  que,  si  Ton  considère 
tous  les  points  réels  d'où  Ton  peut  mener  à  U  deux  tangentes  bémiel- 
liptiques conjuguées  ayant  pour  indicatrice  une  certaine  ellipse  c 
définie  comme  excentricité,  mais  d'orientation  variable^  le  lieu  de 
ces  points  sera  une  courbe  I  ne  possédant  aucun  point  réel  à  l'infini. 
D'ailleurs,  de  tous  les  points  de  I,  on  verra  U  sous  un  même  angle 
imaginaire,  celui  que  forment  entre  elles  les  deux  asymptotes  de  e  ; 
I  sera  donc  par  définition  une  îsomorphique  de  U.  Si  mainte- 
nant on  fait  varier  l'excentricité  de  l'ellipse  e  depuis  zéro  jusqu'à  i, 
c'est-à-dire  l'ellipse  elle-même  depuis  la  forme  circulaire  jusqu'à 
la  forme  infiniment  aplatie,  on  obtiendra  toutes  les  isomorphiques 
possibles  de  U  comme  formant  un  système  continu,  depuis  celle 
qui  correspond  à  une  indicatrice  circulaire  et  qui  se  réduit  évidem- 
ment aux  n  foyers  de  U,  jusqu'à  celle  qui  comprend  tous  les  points 
réels  d'où  Ton  peut  voir  la  courbe  U  sous  un  angle  nul,  et  qui  se 
compose  par  conséquent  de  la  courbe  U  elle-même,  de  ses  tan- 
gentes d'inflexion,  de  ses  tangentes  doubles  et  de  la  droite  de 
l'infini,  comptées  chacune  un  certain  nombre  de  fois. 

Ainsi  que  nous  venons  de  le  voir,  aucune  des  isomorphiques  du 
système,  si  ce  n'est  la  dernière  qui  comprend  U,  ne  possède  de 
point  réel  à  l'infini.  Et,  en  effet,  il  est  facile  de  s'assurer,  par  divers 
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procédés  sur  lesquels  il  est  inutile  d'insister,  que  le  degré  d'une 
isomorpliiquc  est  a/i  (/i  — 1)9  et  que  ses  seuls  points  à  l'infini  sont 
les  points  circulaires,  comptés  chacun  n{n  —  i)  fois.  [Si  la  droite 
de  l'infini  était  g  fois  tangente  à  U,  le  degré  des  isomorpliiques 
serait  2  (n  —  i)  {n  — ^).]  Chaque  isomorphique  se  compose  donc, 
quant  à  ses  régions  réelles,  d'un  nombre  fini  de  contours  dont 
aucun  ne  passe  par  l'infini  ;  nous  pouvons  donc  lui  appliquer  la 
notion  de  l'indice,  tel  qu'il  a  été  défini  dans  la  première  partie  de 
ce  Mémoire.  Et  puisque  l'isomorphique  correspondant  à  une  indica- 
trice circulaire  se  réduit  kn  points  distincts,  les  foyers  de  U,  l'iso- 
morphique immédiatement  consécutive,  correspondant  à  une  indi- 
catrice d'excentricité  infiniment  petite,  se  composera  de  n  contours 
fermés  infiniment  petits  et  distincts,  enveloppant  chacun  un  des  n 
foyers  ;  son  indice  sera  donc  /i,  pourvu  que  l'on  choisisse  le  sens 
positif  sur  chacun  de  ces  contours,  de  manière  qu'il  forme  un  élé- 
ment positif. 

Je  dis  maintenant  que  les  isomorphiques  successives  peuvent  être 
considérées  comme  se  déduisant  les  unes  des  autres  par  déforma- 
tion ou  dislocation,  dans  le  sens  que  j'ai  attaché  précédemment  à 
ces  deux  mots,  c'est-à-dire  qu'elles  ne  peuvent  avoir  d'enveloppe 
réelle;  car,  s'il  existait  une  telle  enveloppe,  de  l'un  quelconque  de 
ses  points  on  pourrait  mener  à  la  courbe  U  deux  tangentes  hémiel- 
liptiques infiniment  peu  diil'ércntcs  (correspondant  aux  deux 
isomorphiques  infiniment  voisines  qui  passeraient  en  ce  point)  ;  il 
appartiendrait  donc  soit  à  la  courbe  réelle  U,  soit  à  l'une  de  ses 
tangentes  hémielliptiques  à' inflexion  ou  doubles,  et,  puisqu'il  est 
réel  par  hypothèse,  il  serait  soit  un  point  isolé  de  U,  soit  l'ombilic 
de  Tune  des  tangentes  imaginaires  d'inflexion  ou  doubles  de  U. 
Mais  les  points  isolés  et  les  ombilics  de  tangentes  d'inflexion  et 
doubles  sont  en  nombre  fini  et  ne  peuvent  former  une  courbe 
continue;  il  ne  saurait  donc  exister  d'enveloppe  réelle  pour  le  sys- 
tème des  isomorphiques. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  pour  obtenir  l'indice  de  la  der- 
nière isomorphique  (en  appelant  ainsi  l'isomorphique  qui  corres- 
pondrait à  une  indicatrice  infiniment  aplatie,  et  qui  difiererait  par 
suite  infiniment  peu  de  la  courbe  réelle  U  augmentée  de  ses  tan- 
gentes d'inflexion  et  doubles  et  de  la  droite  de  l'infini),  il  suflira 
de  tenir  compte  des  points  critiques  et  des  points  de  dislocation  de 
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premier  et  de  troisième  genre  qui  peuvent  exister  dans  le  système 
des  isomorphiques.  Mais  nous  allons  voir  que  ces  points  critiques 
et  de  dislocation  ont  une  signiGcation  géométrique  très-simple  rela- 
tivement à  U. 

Théorème  VII.  —  Tout  point  critique  du  système  des  isomor- 
phiques  de  U  est  un  point  isolé  de  U,  ainsi  que  tout  point  de  dis- 
location du  troisième  genre;  et  réciproquement  tout  point  isolé 
de  U  est  un  point  critique  ou  un  point  de  dislocation  du  troisième 
genre  du  système  des  isomorphiques  de  U,  suivant  que  ses  deux 
tangentes  ne  sont  pas  ou  sont  en  même  temps  des  tangentes  d'in-^ 
flexion.  D'autre  part,  tout  point  de  dislocation  du  premier  genre 
est  l'ombilic  d'un  couple  d' asymptotes  hémielliptiques  de  U,  et 
réciproquement. 

En  effet,  soit  d*abord  M  un  point  double  ordinaire  sur  Tune  des 
isomorphiques  de  U  :  de  ce  point,  on  peut  mener  à  U  deux  couples 
de  tangentes  liémielliptiques  dont  les  indicatrices  sont  semblables, 
mais  non  en  général  semblablement  placées.  O  pourra  toutefois 
arriver,  comme  cas  particulier  (se  présentant  un  nombre  limité  de 
fois  dans  une  série  continue  de  points  doubles  des  isomorphiques 
successives),  qu'elles  soient  semblablement  placées*,  mais  il  n'y  a 
aucune  raison  pour  que  les  points  de  contact  de  ces  deux  couples 
de  tangentes  coïncidentes  soient  également  coïncidents  :  dans  les 
cas  particuliers  dont  il  s'agit,  M  sera  par  conséquent  l'ombilic  d'un 
couple  de  tangentes  doubles  hémielliptiques  de  U.  Mais,  si  M  est 
en  môme  temps  un  point  de  rebroussement  de  l'isomorphique,  ou 
un  point  de  dislocation  dans  le  système  des  isomorphiques  succes- 
sives, il  est  aisé  de  voir  que  la  coïncidence  a  lieu  nécessairement, 
tant  pour  l'orientation  des  indicatrices  que  pour  les  points  de 
contact  des  deux  couples  de  tangentes  :  dans  le  premier  cas,  parce 
que,  les  deux  points  composants  du  point  double  étant  consécutifs, 
sont  liés  directement  par  la  loi  de  continuité,  ainsi  que  les  couples 
de  tangentes  qui  en  sont  issues;  dans  le  second,  parce  que  la  même 
liaison  existe  indirectement  entre  ces  deux  points  composants,  par 
l'intermédiaire  des  branches  de  l'isomorphique  infiniment  voisine, 
comme  on  peut  le  voir  sur  l'une  quelconque  des  jig.  4?  5  et  6  : 
par  exemple,  sur  la  jig.  4 ,  M,  considéré  comme  appartenant  à  la 
branche  S^,  est  lié  par  la  loi  de  continuité  au  point  S,  celui-ci  au 
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point  p'  (comme  points  correspondants  sur  deux  isomorphiques 
consécutives),  le  point  p'  au  point  n  (comme  inGniment  voisins 
sur  une  même  isomorphique),  ce  dernier  au  point  S',  et  entin  S' au 
point  M  considéré  comme  appartenant  à  la  branche  SY.  Et  il  est 
clair  que  cette  liaison  indirecte  ne  peut  être  établie  entre  les  deux 
points  composants  du  point  double  d'une  isomorphique  donnée, 
que  dans  le  seul  cas  où  ce  point  joue  le  rôle  de  point  de  dislocation 
du  système. 

D  est  donc  prouvé  que  les  points  de  dislocation  et  les  points  de 
rebroussement  sont  les  seuls  points  qui  puissent  être  les  ombilics 
de  couples  de  tangentes  hémielliptiques  coïncidentes  deux  à  deux 
et  ayant  aussi  leurs  points  de  contact  coïncidents,  et  qu'ils  sont 
effectivement  des  ombilics  de  couples  de  ce  genre.  La  seule  excep- 
tion à  la  première  partie  de  cette  règle  serait  fournie  par  le  cas 
doublement  particulier  où  les  deux  couples  de  tangentes  doubles 
hémielliptiques  auraient  leurs  points  de  contact  coïncidents,  comme 
cela  peut  arriver  aussi  accidentellement  pour  des  tangentes  doubles 
réelles. 

Considérons  maintenant  en  particulier  un  point  critique  du  sys- 
tème des  isomorphiques,  c'est-à-dire  un  point  de  rebroussement  de 
l'une  d'elles,  enveloppé  par  une  boucle  dans  les  suivantes.  De  ce 
point  M  on  peut  mener  à  U  deux  couples  de  tangentes  hémi ellip- 
tiques coïncidentes,  et  de  tout  point  infîniment  voisin  deux  couples 
de  tangentes  hémielliptiques,  infiniment  peu  différents,  comme 
nature  de  Tindicatrice  et  comme  position  des  points  de  contact. 
Mais,  d'autre  part,  ces  deux  couples  coïncidents  ne  comptent  que 
pour  un  parmi  les  couples  parallèles  5  car,  d'une  manière  générale, 
il  est  clair  que  les  ombilics  des  n  couples  parallèles  dcfînis  par  une 
même  indicatrice  donnée  de  forme  et  d'orientation  sont  placés  en  n 
points  distincts  d'une  même  isomorphique,  en  sorte  que,  si  deux  de 
ces  ombilics  iN]\' viennent  à  coïncider,  il  n'en  sera  pas  de  môme  en 
général  des  ombilics  des  deux  couples  parallèles  infiniment  voi- 
sins; c'est-à-dire  que  la  coïncidence  des  deux  ombilics  NN'  n'em- 
pêchera pas  que  les  deux  branches  de  l 'isomorphique  sur  laquelle 
ils  sont  situés  ne  restent  distinctes  dans  quatre  directions  à  partir 
du  point  NjN';  cette  isomorphique  devra  donc  avoir  un  point  double 
ordinaire  en  NN'  et  non  un  rebroussement.  Dès  lors,  renseml>le 
des  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  couples  de  tangentes 
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coïncidentes  issues  de  M  exige  que  M  soit  le  point  même  de  con- 
tact, et  par  conséquent  un  point  isolé  du  lieu. 

Considérons  ensuite  un  point  de  dislocation  M.  Si  la  dislocation 
est  du  premier  genre,  nous  avons  vu  qu'en  tout  point  infiniment 
voisin  de  M  il  passe  une  seule  branche  d'isoinorpliiqun  :  donc  les 
deux  couples  de  tangentes  coïncidentes  issues  de  M,  lesquels  comp- 
tent pour  deux,  comme  nous  venons  de  le  voir,  parmi  les  couples 
parallèles,  ne  comptent  que  pour  u/t  parmi  les»  couples  de  tangentes 
que  l'on  peut  mener  de  M  à  U  :  ce  qui  exige  que  ces  tangentes 
soient  des  asymptotes.  Si  la  dislocation  est  du  second  genre,  les 
couples  coïncidents  comptent  pour  deux  aussi  bien  parmi  les  cou- 
ples parallèles  que  parmi  ceux  qu'on  peut  mener  de  M,  ce  qiû 
exige  (  à  cause  de  la  coïncidence  des  points  de  contact)  que  ce  soient 
des  couples  de  tangentes  d'inllcxion.  Enlin,  si  la  dislocation  est  du 
troisième  genre,  les  couples  coïncidents  comptent  pour  deux  parmi 
les  couples  parallèles,  et  pour  trois  parmi  ceux  (ju'un  peut  mener 
(le  M  ;  ce  qui  exige  que  M  suit  un  point  isole  de  V  et  que  les  deux 
tangentes  hcmi elliptiques  de  U  en  ce  point  soient  en  mèuic  temps 
des  tangentes  d'inflexion. 

Réciproquement,  l'ombilic  d'un  couple  d'asjmptolcs  ou  de  tan- 
gentes d'înilexion  liémiellip tiques  de  U  est  nécc s sai renient,  d'après 
ce  qui  précède,  point  double  sur  une  certaine  isoinorpliiquc,  et  en 
même  temps  point  de  dislocation  du  système  des  isomorpliiqucs; 
et,  puisqu'une  asymptote  ne  compte  que  pour  une  paruii  les  tan- 
gentes qu'on  peut  mener  à  U  de  l'un  quelconque  de  ses  points  à 
distance  tinie,  il  faut  bien  qu'en  tout  point  inliniment  voisin  du 
point  de  dislocation  il  ne  passe  qu'une  branche  d'îsomorphîque, 
c'est-à-dire  que  la  dislo<;aiion  soit  du  premier  genre.  De  même  le» 
tangentes  en  un  point  isolé  de  U  devant  compter  chacune  pour  une 
parmi  les  tangentes  parallèles,  et  pour  deux  parmi  les  tang^nUi 
qu'on  peut  mener  de  ce  point  à  U,  il  faut  que  ce  point  ïsol^j 
sur  l'isomorphique  h  laquelle  il  appartient,  un  point  de  b 
qu'il  y  passe  une  branche  d'isomorpbique  de  i 
point  inliniment  voisin,  c'est-à-dire  que  ce  9 
ou  un  point  dcdislocaiioti  du  troisièmes 

Le  théorème  VII  est  donc  entière 
de  plus  que  tout  poiut  de  dislot 
bilic  d'un  couple  de  tangei 
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à  moins  que  le  point  d'inflexion  ne  soit  en  même  temps  point 
isolé. 

Il  est  d'ailleurs  sans  intérêt  de  discuter  ici  les  cas  particuliers 
qui  peuvent  résulter,  par  exemple,  de  la  coïncidence  d'une  tangente 
d'inflexion  avec  une  asymptote,  ou  de  l'existence  de  tangentes 
d'ondulation  bémiclliptiques  ;  on  vérifierait  facilement  que  ces  cas 
particuliers  donnent  lieu  à  des  dislocations  plus  complexes,  mais 
équivalant  toujours,  comme  influence  sur  l'indice,  à  la  super- 
position de  deux  des  genres  simples  de  dislocation  dont  nous  venons 
de  trouver  la  signiGcation  géométrique. 

En  tenant  compte  des  définitions  données  ci-dessus  et  des  divers 
théorèmes  précédemment  établis,  nous  obtenons  immédiatement  le 
théorème  suivant  : 

Théorème  VIII.  —  Le  sens  positif  étant  choisi  partout  de  ma- 
nière que  les  isomorphiques  successiv^es ,  à  partir  de  l'ensemble  des 
n  foyers,  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  déformation  posi- 
tive, l'indice  de  la  dernière  isomorphique  sera 

n-f-  d',  —  m, 

en  désignant  par  3',  le  nombre  des  points  isolés  de  U  et  par  aw, 
le  nombre  de  ses  asymptotes  imaginaires  [hémielliptiques,  puisque 
nous  avons  supposé  qu'il  n'en  existait  pas  d'hémitropes). 

Etudions  la  forme  de  la  dernière  isomorphique.  Puisqu'elle  se 
compose  de  tous  les  points  réels  d'où  l'on  peut  mener  àU  deux  tan- 
gentes hémielliptiques  à  indicatrice  infiniment  aplatie,  elle  suit  à 
distance  infiniment  petite  la  courbe  U,  mais  toujours  du  côté  de  sa 
concavité 5  elle  la  quitte  donc  en  chaque  point  réel  d'inflexion, 
pour  suivre  la  tangente  d'inflexion  jusqu'à  une  distance  infiniment 
grande  (Jig.  7)  et  rejoindre  par  un  arc  situé  tout  entier  à  distance 
infiniment  grande  et  tournant  sa  convexité  vers  la  droite  de  l'infini 
(puisqu'elle  ne  peut  traverser  cette  droite)  une  autre  tangente 
d'inflexion,  ou  une  branche  infinie  de  U,  ou  enfin  une  tangente 
double  isolée  de  U.  Elle  n'a  évidemment  aucune  branche  en 
rapport  avec  les  tangentes  doubles  réelles  de  U  dont  les  deux  points 
de  contact  sont  réels  \  mais  elle  possède,  de  chaque  côté  de  toute 
tangente  doul)le  isolée,  deux  branches  distinctes  qui  suivent  cette 
tangente  de  part  et  d'autre  jusque  vers  l'inGni,  en  lui  présentant 
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leur  convexité,  puisqu'au  voisinage  d'une  telle  tangente,  d'un 
point  réel  pris  soit  d'un  coté,  soit  de  l'autre,  on  doit  pouvoir, 
d'après  la  loi  de  continuité,  mener  à  U  deux  tangentes  dont  les 
points  de  contact  soient  imaginaires  conjugués,  et  qui  diflèrent 
infiniment  peu  d'une  droite  réelle*  D'après  ces  considérations,  la 
dernière  isomorphique  ne  peut  avoir  elle-même  d'inflexions  réelles 
qu'au  voisinage  de  chaque  point  réel  M  de  rebroussement  de  U; 

Fig.  7 


et  nous  pouvons,  sans  changer  son  indice,  remplacer  Tare  compris 
entre  les  deux  points  d'inflexion  qu'elle  y  possède  par  un  arc  de 
même  sens  de  courbure  que  le  reste  de  Tisomorphique,  en  intro- 
duisant [fig-  7)  deux  rebroussements  N,  N'.  La  classe  de  l 'isomor- 
phique ainsi  modifiée,  c'est-à-dire  le  nombre  de  ses  tangentes 
parallèles  à  une  direction  quelconque,  sera,  d'après  le  théorème'II, 
égale  au  double  de  son  indice,  augmenté  du  nombre  de  ses  rebrous- 
sements, pourvu  que  le  sens  positif  ait  été  choisi  de  manière  à 
avoir  la  convexité  tournée  vers  la  droite.  Or  cette  dernière  condi- 
tion est  remplie  dans  l'hypothèse  où  nous  nous  sommes  placés 
précédemment  pour  calculer  l'indice  de  la  dernière  isomorphique, 
puisque  nous  savons  que  la  courbe  U  (augmentée  de  ses  tangentes 
d'inflexion  et  isolées)  s'en  déduit  par  déformation  positive,  c'est- 
à-dire  en  marchant  vers  la  droite.  Nous  trouvons  donc,  pour  le 
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nombre  des    taugetiles    parallèles    de   la    dernière  isomorphique 
modifiée  comme  il  a  été  dit, 

2  (/i  -+-  ô'i  —  ma)  -+-  a/fi, 

kl  étant  le  nombre  des  points  de  rebroussemcnt  réels  de  U. 

Examinons  maintenant  ce  que  deviennent  ces  tangentes  paral- 
lèles, toutes  réelles,  lorsque  l'on  passe  de  la  dernière  isomorphique 
à  la  courbe  U.  Il  suilit  évidemment  d'examiner  l'iniluence  :  i®  des 
points  de  rebroussemcnt  réels  de  U  ^  2°  des  tangentes  réelles  d'in- 
flexion de  U^  3°  des  asymptotes  réelles  de  U-,  4**  <lcs  tangentes 
doubles  isolées  de  U;  5^  des  portions  de  branches  réelles  de  la  der- 
nière isomorphique  qui  vont  se  confondre  avec  la  droite  de  l'infini  ; 
car  partout  ailleurs  le  passage  de  la  dernière  isomorphique  à  la 
courbe  réelle  U  se  fait  immédiatement,  sans  que  le  nombre  des 
tangentes  réelles,  parallèles  à  une  direction  donnée,  puisse  être 
ahéré. 

1°  A  chaque  point  de  rebroussemcnt  M  {Jig'  7),  il  est  visible, 
à  l'inspection  de  la  figure,  que  le  passage  de  la  dernière  isomor- 
phique (modifiée)  à  la  courbe  U  fait  disparaître  une  tangente 
réelle,  quelle  que  soit  la  direction  considérée  5  le  nombre  de  ces 
tangentes  diminue  donc  de  Â*,. 

a°  Pour  apprécier  l'influence  d'une  tangente  réelle  d'inflexion 
Tl^  {Jig.  7),  considérons  d'abord  le  point  même  d'inflexion  R: 
de  ce  point  on  peut  mener  aux  branches  de  la  dernière  isomor- 
phique (ir,  FI"'),  qui  sont  voisines  de  TT',  quatre  tangentes  réelles 
distinctes,  lesquelles  viennent  se  confondre  avec  la  tangente  d'in- 
flexion l^f,  quand  on  passe  à  la  courbe  U  ;  mais  la  tangente  d'in- 
Ik'xion  compte  pour  trois  seulement  parmi  les  tangentes  que  l'on 
peut  mener  de  R  à  U  :  il  v  a  donc  réduction  d'une  unité  dans  le 
nombre  total  de  ces  tangentes,  par  le  fait  du  passage  considéré.  La 
même  relation  a  lieu  évidemment  pour  tous  les  points  situés  dans 
l'une  des  régions  TRU,  T'RL',  car  le  nombre  total  de  tangentes 
réelles  que  l'on  peut  mener  par  l'un  quelconque  S  de  ces  points 
h  la  dernière  isomorphique  ne  dillère  du  nombre  correspondant 
pour  le  point  R  qu'en  raison  des  branches  d'isomorphique  qu'on 
a  pu  être  forcé  de  traverser  pour  aller  de  R  en  S,  chaque  traversée 
d'une  telle  branche  introduisant  ou  supprimant  deux  tangentes 
réelles,  siii\ant  qu'<*lle  se  présente  par  le  côté  concave  ou  le  côté 
VI.  8 
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convexe.  Il  en  est  exactement  de  même  si ,  au  lieu  de  Tisomor- 
phique,  on  considère  cette  courbe  dans  laquelle  on  a  introduit  la 
seule  inflexion  R  et  déplacé  infiniment  peu  les  diverses  branches 
transversales  dont  il  a  été  question  ci-dessus,  de  manière  à  la  faire 
coïncider  partiellement  avec  la  courbe  U  :  la  difFérence  entre  le 
nombre  total  des  tangentes  que  Ton  peut  mener  de  R  et  de  S, 
n'étant  du  qu'à  ces  branches  transversales,  reste  évidemment  la 
même;  le  seul  cas  où  ce  ne  soit  pas  évident  est  celui  où,  le  point 
S  étant  pris  à  l'infini,  quelques-unes  des  branches  de  la  dernière 
îsomorphique  qu'il  est  nécessaire  de  traverser  pour  aller  de  R  à  S 
seraient  elles-mêmes  à  distance  infiniment  grande,  parce  qu'alors, 
en  passant  à  la  courbe  L ,  ces  branches  \  iendraient  se  confondre 
avec  la  droite  de  l'infini,  laquelle  ne  fait  plus  partie,  k  proprement 
parler,  de  la  courbe  U.  Mais  nous  verrons  tout  à  Theure-que,  dans 
ce  cas,  les  deux  tangentes  réelles  que  l'on  gagne  en  traversant  une 
telle  branche  d*isomorphique  pour  aller  de  R  à  un  point  S  situé 
à  l'infini  (puisqu'une  telle  branche  tourne  nécessairement  sa  con- 
vexité vers  la  droite  de  l'infini  )  sont  représentées,  quand  on  passe 
de  la  dernière  îsomorphique  à  la  courbe  L,  par  deux  tangentes 
hémitropes  conjuguées  de  cette  dernière  ;  en  sorte  que.  à  la  condi- 
lion  de  compter  parmi  les  tangentes  de  U  parallèles  à  une  direction 
donnée,  non-seulement  les  tangentes  réelles,  mais  les  tangentes 
hémitropes,  il  nous  est  permis  de  dire  que,  lorsque  Ton  passe  de  la 
dernière  isomorphique  à  la  courbe  L ,  il  disparait  i,  tangentes  pa- 
rallèles à  une  direction  quelconque,  1*1  étant  le  nombre  des  points 
réels  d'inflexion  de  L  . 

3®  Pour  chaque  asymptote  réelle,  nous  pouvons,  par  un  raison- 
nement analogue  à  celui  qui  vient  d'être  fait  |>our  les  tangentes 
d'inflexion,  considérer,  au  lieu  d'un  point  à  l'infini,  un  point 
pris  à  distance  finie  sur  l'asymptote  :  d'un  tel  point  on  peut  mener 
à  la  dernière  isomorphique  dettx  tangentes  réelli\s,  qui  viennent, 
lors  du  passage  à  la  courbe  U,  se  confondre  avec  l'asvmptote 
elle-même,  laquelle  ne  compte  que  pour  une  parmi  les  tangentes 
qu'on  peut  mener  à  L  du  point  considéré.  Le  nombre  total  des 
langentes  parallèles  diminue  donc  de  m,,  si  m^  e>l  le  nombre  total 
des  asvmptoles  réelles  de  l  . 

4"  Pour  chaque  tangente  double  isolée,  on  voit  de  même,  en 
prenant  sur  elle  un  point  quelconque  à  distance  finie,  qu'il  dispa- 


rait  deux  tangentes*,  le  nombre  total  des  tangentes  parallèles  di- 
minue donc  de  2t',,  si  z\  est  le  nombre  total  des  tangentes  doubles 
isolées  de  U. 

5**  Les  portions  de  branches  réelles  de  la  dernière  isomorpliique 
qui  vont  se  confondre  avec  la  droite  de  Tinfini  n*ont  d*autre  effet, 
comme  je  Tai  annoncé,  que  de  donner  naissance  à  des  couples  de 
tangentes  hémitropes  conjuguées.  En  effet,  d*un  point  pris  à  l'in- 
(lui  dans  une  direction  vers  laquelle  existe  une  de  ces  branches  de 
la  dernière  isomorphique ,  on  peut  évidemment  mener  à  cette 
branche  deux  tangentes  réelles  qui  viennent  se  confondre  avec  la 
droite  de  l'infini  lorsque  Ton  passe  de  la  dernière  isomorphique  à 
la  courbe  U.  Il  disparait  donc  deux  tangentes  réelles  parmi  celles 
qui  émanent  du  point  considéré,  c'est-à-dire  parmi  les  tangentes 
parallèles  à  la  direction  qui  définit  ce  point.  Mais  en  même  temps 
ce  point  peut  être  considéré  comme  la  position  limite  d'un  point 
variable  des  isomorphiques ,  point  variable  duquel  on  pouvait 
mener  à  la  courbe  U  deux  tangentes  hémielliptiques  conjuguées, 
dont  Tindicatrice  avait  une  excentricité  de  plus  en  [)lus  grande  ; 
à  la  limite,  l'indicatrice  est  infiniment  aplatie,  et  le  point  limite 
étant  à  l'infini  est  un  |M)int  d'où  Ton  peut  mener  à  U  deux  tan- 
gentes hémitropes  conjuguées.  L'existence  des  branches  dont  il 
s'agît  n'exerce  donc  aucune  influence  (indépendamment  des  tan- 
gentes d'inflexion  ou  isolées  et  des  asymptotes  auxquelles  elles  se 
rattachent)  sur  le  nombre  total  des  tangentes  parallèles  à  une  di- 
rection donnée,  pourvu  que  parmi  ces  tangentes  on  compte  les 
hémitropes  aussi  bien  que  les  réelles. 

En  résumé,  le  passage  de  la  dernière  isomorphique  (modifiée)  à 
la  courbe  U  fait  disparaître 

A,  -h  I,  4-  m,  4-  9.z\ 

tangentes  parallèles  à  une  direction  quelconque.  Le  nombre  des 
tangentes  de  U  parallèles  à  une  direction  quelconque,  tant  réelles 
qu'hémitropes,  est  donc 

i(n  -+-  ô',  —  nij    -+-  2/1,  —  (/r,  -4-  /,  H-  m,  4-  27',); 

mais  ce  nombre  n'est  autre  que  la  classe  /i  de  U,  puisque  nous 
avons  admis  que  la  droite  de  l'infini  n'est  pas  tangente  à  U^  nous 

8. 
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pouvons  donc  écrire  la  relation 

n  =  2  (/i  -4-  ô',  —  ma )  -f-  2 /» ,  —  (/r,  -h  i,  h-  m,  -h  2t,  ), 

laquelle  se  simplifie,  en  remarquant  que  Ton  a 

mi  H-  2/112  =  m, 

puisque  U  n*est  point  tangente  à  la  droite  de  Tinfini  et  n'a,  par 
hypothèse,  aucune  asymptote  hcmilrope,  en  sorte  que  son  degré  m 
est  égal  au  nombre  total  m, -F  2m,  de  ses  asymptotes  tant  réelles 
qu'hémielliptiques.  La  relation  écrite  ci-dessus  devient  dès  lors 

(  I  )  71  -h  Â',  -j-  2Ô',  ==  m  -+-  /,  +  27,  : 

c'est  précisément  celle  que  je  me  proposais  d'établir. 

11   est  d'ailleurs  facile  de  faire  disparaître  les  restrictions  que 
j'avais  admises,  pour  la  commodité  de  la  démonstration,  dans  la 
définition  de  la  courbe  U,  et  de  montrer  que  la  relation  ci-dessus 
s'applique  d'une  manière  absolument  générale  à  une  courbe  algé- 
brique quelconque  de  degré  m  et  de  classe  n.  Tout  d'abord,  d'après 
ce  que  nous  avons  vu  du  rôle  que  jouent,  par  rapport  à  U,  les 
points  de  dislocation  du  système  de  ses  isomorphiques,  il  est  clair 
que  rien  ne  sera  changé  à  la  démonstration  si  deux  des   foyers 
viennent  à  se  rapprocher  de  plus  en  plus,  jusqu'à  coïncider  en  un 
foyer  double,  soit  qu'un  point  de  dislocation  vienne  ou  non  en 
même  temps  coïncider  avec  ce  foyer  double  (c'est-à-dire  soit  que 
les  tangentes  isotropes,  issues  de  ce  foyer,  jouent  le  rôle  de  tan- 
gentes doubles,  ou  de  tangentes  d'inflexion,  ou  d'asymptotes).  La 
courbe  U  peut  donc  avoir  des  foyers  doubles  ou  multiples.  D'autre 
part,   étant  donnée  une  courbe  algébrique   plane,  tangente  à  la 
droite  de  l'infini  ou  ayant  des  asymptotes  hémilropes  (c'est-à-dire 
un  ou  plusieurs  points  isolés  à  l'infini),  il  est  évidemment  toujours 
possible  d'en  déduire,  par  projection  réelles,  une  courbe  algébrique 
U'  de  même  degré  et  de  même  classe,  ayant  le  même  nombre  de 
singularités  réelles  (rebroussements,  inflexions,  points  isolés,  tan- 
gentes isolées),  et  qui  satisfasse  à  la  condition  de  n'être  point  tangente 
à  la  droite  de  l'infini  et  de  n'avoir  à  l'infini  aucun  point  isolé. 
La  relation  (*)  ayant  lieu  pour  U'  sera  vraie  par  cela  même  pour  U. 
Si,  au  lieu  de  considérer  la  classe  de  la  dernière  isomorphique, 
nous  avions  considéré  son  degré,   nous  serions  arrivé  à  l'une  des 
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formules  de  Pliicker.  En  eilet,  le  degré  de  Loules  les  isoiiiorpliiques 

est,  comme  il  a  été  dit, 

in{n  —  i). 

Lorsque  l'on  passe  de  la  dernière  isomorphique  à  la  courbe  U,  on 
obtient,  outre  cette  courbe  dont  le  degré  est  m,  la  droite  de  Tinfini, 
comptant  évidemment  n(7i —  i)  fois  (puisque  de  chaque  point  de 
cette  droite  on  peut  mener  kV  n  tangentes  qui  forment,  combinées 
deux  à  deux  dans  tous  les  ordres  possibles,  n[n  —  i)  couples,  dont 
l'indicatrice  est  infiniment  aplatie)^  puis  les  tangentes  doubles 
de  U  et  ses  tangentes  d'inflexion.  Pour  voir  combien  de  fois  doit 
compter  chaque  tangente  double,  il  suffit  de  considérer  une  tan- 
gente isolée  :  deux  branches  de  la  dernière  isomorphique  viennent 
s'y  confondre  pour  devenir  ensuite  imaginaires^  cette  tangente 
compte  donc  pour  deux.  Pour  les  tangentes  d'inflexion,  il  semble, 
en  considérant  de  même  les  branches  réelles,  que  chaque  tangiînte 
ne  doive  compter  que  pour  une^  mais  il  convient  de  remarquer 
que,  lorsqu'il  s'agit  du  degré,  nous  ne  pouvons  plus  négh'ger  les 
éléments  imaginaires,  c'est-à-dire,  dans  l'espèce,  les  points  d'in- 
tersection imaginaires  que  peut  fournir  la  dernière  isomorphique 
au  voisinage  d'une  tangente  réelle  d'inflexion,  lorsqu'on  la  coupe 
par  une  transversale,  points  d'intersection  dont  l'aspect  des  bran- 
ches réelles  ne  suffit  pas  à  déceler  l'existence.  Or,  si  l'on  construit, 
au  voisinage  d'un  point  réel  d'inflexion  de  U,  une  des  isomorphi- 
ques  négatives  (h'eu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  L  deux  tan- 
gentes réelles  faisant  entre  elles  un  angle  constant)  correspondant 
à  un  angle  très-petit,  il  est  facile  de  vérifier  qu'on  peut  toujours- 
tracer  une  tangente  réelle  de  LI  qui  rencontre  cette  isomorphique 
négative  en  quatre  points  réels  très- voisins  (dont  deux  confondus 
au  point  de  contact),  ce  qui  conduit  à  prendre  3  pour  coefficient 
relatif  aux  tangentes  d'inflexion.  On  trouverait  d'ailleurs  immé- 
diatement cette  valeur  du  coeflicient,  en  le  déterminant  dans  un 
cas  particulier,  par  exemple  dans  le  cas  d'une  cubique  non  singu- 
lière^ et  l'on  ohticînl  ainsi  la  relation 

2 w ( /?  —  I ;   --  n[n  —  \\  -4-  m  -i-  ?. t  H-  3 1 
ou 

m  zmn \n  —  i )  —  9.t  —  M, 

c'esl-à-dire  l'une  des  relations  de  Pliielxer. 
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Sur  les  suites  de  Farei'  :  par  M.  Éoui  abo  Lica> 

Séance  du  ii  nwembre  iS — . 

Considérons  les  suites 

I,    3«     I. 

I,  3,  ^,  3.   I. 

I,  4,  3,  5,  3.  5.   3.  4*   '- 


telles  que  chacune  d'elles  s'obtient  en  intercalant  dans  la  préoé* 

dente  la  somme  de  deux  termes  consécutifs,  dans  leur  intenraUe. 

On  a  les  propriétés  suivantes  : 

I*  Le  nombre  des  termes  de  la  w**"'  suite  est  ésal  à  a*~*  -r-  1  : 
2*  La  somme  des  termes  de  la  n'***  suite  est  ésale  à  3*~*  -r-  1  : 
3*  La  somme  des  termes  pris  arec  les  signes  alternés  est  i —  3*^* 

pour  n  ^  a  ; 

4^  Les  deux  plus  grands  termes  de  la  /i**"*  suite  ont  pour  rang 


»—  I 


et  pour  Taleur 


5**  Le  terme  Je  la  «"■*  suite*  dont  le  rznz  est 


est  égal,  en  supposant  p^  {.  â 


I  —  ^  :  '^  —  I  —  ^ 


6r  Le  terme  de  la  fz'"*""  suite  dont  le  ran:^  e^jl 

est  é-^dU  en  supposant  pzZ.  ù. 

I—  \  5  ^  —    1  —  ^5'^ 
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7°  Enfin  nous  rappellerons  cette  intéressante  propriété  signalée 
par  M.  Halphen  :  la  w'**"*^  suite  et  chacune  des  suivantes  contien- 
nent le  nombre  n  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'entiers  inférieurs  et 
premiers  à  /z. 

On  généralise  les  résultats  précédents,  en  remplaçant  la  pre- 
mière suite  I,  I  par  deux  nombres  quelconques  a  et  £,  et  en  fai- 
sant l'intercalatiou  convenue. 


Sur  les  sommes  des  dwiseurs  des  nombres  entiers  et  les  décompo- 
sitions en  deux  carrés;  par  M.  Halphen. 

(Séance  du  9  janvier  1878.) 

Dans  le  tome  précédent  du  Bulletin,  j'ai  donné  une  formule  ré- 
currente concernant  les  sommes  des  diviseurs  des  nombres,  formule 
analogue  à  celle  d'Euler.  En  voici  une  nouvelle,  qui  ne  concerne 
que  les  sommes  de  certains  diviseurs. 

Soient  x  un  nombre  entier  positif  et  S  [x)  la  somme  des  dii^i- 
seurs  positifs  de  x,  dont  les  quotients  par  x  sont  impairs  ;  la  fonc- 
tion numérique  S  [x)  vérifie  la  relation  récurrente 

(i  )    S[x]  =:  2[S(x  —  i)  —  S  (^  —  4)  -f-  S[^  —  9) . .  .d=  S(j:  —  /i») . . .]. 

Le  second  membre  doit  être  prolongé  jusqu'au  dernier  nombre 
positif  [x  —  «■-),  et,  six  est  un  carré,  S(o)  doit  être  remplacé 
par  \x. 

La  démonstration,  calquée  sur  celle  qu'Eulcr  a  donnée  de  sa  cé- 
lèbre formule,  se  déduit  de  l'identité  suivante  : 

Ù  —  (7  i  (  I  —  <7'      î  —  Q^... 

La  formule  (1)  présente  cette  circonstance  curieuse  qu'on  en  peut 
aisément  déduire  la  théorie  de  la  décomposition  des  nombres  en- 
tiers en  sommes  de  deux  carrés.  C'est  ce  que  je  vais  montrer. 

Dès  que  x  n'est  pas  un  carré  impair,  S(x)  est  pair,  comme  on  le 
voit  soit  directement,  soit  par  la  formule  (i). 
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Si  X  n'est  pas  uu  carré  et  qu'aucun  nombre  [x  —  n^  )  ne  soit  luî- 
nièiuc  un  carriN  la  formule  [  i  )  fait  voir  que  S(x)  est  divisible  par  4- 
Ainsi  S^.r^  est  divisible  par  4  toutes  les  t'ois  que  jc  n'est  pas  la 
somme  de  deux  carrés. 

Je  supiKise  x  premier.  Alors  S  .r'  est  éîjal  à  x-f-  i  ■.  Si  jc  n'est 
pas  la  somme  de  deux  carrés,  j*en  conclus  que  x  est  de  la  forme 
4">  —  U  puisque  (x+i)  doit  être  divisible  par  4-  Donc,  tout 
nombre  premier  #/ia  n'est  fHis  la  somme  île  deux  carrés  est  de 
la  forme  4  "i  —  i  • 

En  consikjuence,  tout  nombre  premier  4  w  -t-  i  est  la  somme  de 
il  eux  carrés. 


yote  sur  les  dé%*eloppements  des  puissances  de  certaines  Jonctions  : 

par  M.  Dés  1  Et  A^dré. 

Séance  <1«  iQ  «ieopmbre  i^ — . 

•  .  •  * 

Cousîdértins  une  fonction  ç  x    satisfaisant  à  Téquation   dide- 
rentielle 

^^i       dx 

dont  le  premier  membre  est  celui  d  une  c^quitiou  linéaire  d  onir»^  n 
à  coefficients  ci^nstJints,  et  du  second  membre  di  laquelle  ♦  repré- 
sente un  pi.Jvnôme  quelconque,  enlitr  jvir  rapport  a  li  fonction  z. 
A  II  \ariible  a\  à  rindétenuincv  k.  et  à  ôc<^  exponentielles  de  la 
forme  e"^. 

Nous  i\v»nsde:nontrérvcemment    "    ouc  si  Ton  >>sc,  vi  une  i^irt- 

«  i  ». 


z   X 


=.V.  ; 


et  de  l'autre 


^ iuT  J' /mjtrf.  ''^aiàê£-  àf  y .érijùmi'*  à."    Su'--ri'rr      '•;    .•»;^..;i'^     >*' 
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Vt  est  un  polynôme  entier  par  rapport  à  la  variable  x  et  a  des 
exponentielles  de  la  forme  e*"',  et  queC^^^,  regardé  comme  fonction 
de  r  seulement,  l'indice  t  étant  supposé  constant,  constitue  le 
terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite. 

L'objet  de  la  présente  Note  est  de  faire  remarquer  un  fait  presque 
évident,  à  savoir  que  ces  deux  résultats  s'étendent  aux  développe- 
ments d'une  puissance  quelconque,  d'exposant  entier  et  positif,  de 
la  fonction  cp  (x),  c'est-à-dire  de  faire  remarquer,  si  Ton  pose,  d'une 
part, 

a» 
o 

et,  de  l'autre, 

que  vf'^  est,  comme  v„  un  polynôme  entier  par  rapport  à  la  va- 
riable j:  et  a  des  exponentielles  de  la  forme  e*^,  et  que  Q^JF)^  regardé 
comme  fonction  de  r  seulement,  constitue,  de  même  que  6,., <,  le 
terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite. 


Sur  l'intégration  de  l* équation  y  -7-^  —  "^  ("7"  )  ^^  ^fK'^\f^^^^^^ 
un  polynôme  du  second  degré;  par  M.  Làguerre. 

(Séance  du  19  décembre  1877.) 

1 .  Etant  donnée  l'équation  du  second  ordre 

où  y  désigne  un  polynôme  du  second  degré  en  x,  on  sait  que  cette 
équation  admet  comme  solutions  une  infinité  de  polynômes  entiers 
du  troisième  degré,  à  savoir  tous  les  polynômes  du  troisième  degré 
dont  le  hessicn  est  égal  àf{x).  Je  me  propose  dans  la  Note  sui- 
vante de  trouver  son  intégrale  générale. 

dy* 
A  cet  elî'et,  je  remarque  qu'en  posant  -p  =  y't  Téquation  (1) 


peut  èlre  remplacée  par  le  système  d'équations  simultanées  du  pre- 
mier ordre 
,  ,  dx  dy  dr' 

W  "iï  =  ^rr-  =  — zr-^ H' 

dont  le  dernier  multiplicateur  est  égal  à  T unité,  puisque  l'on  a 

i(r--)-^(r-V)-|.(Vr-*-|rV*)=«. 

Des  principes  établis  par  Jacobi,  il  résulte  qu'il  suffit,  pour  inté- 
grer complètement  Téquation  (i),  d'en  trouver  une  intégrale  du 
premier  ordre  renfermant  une  constante  arbitraire. 

Pour  l'obtenir,  je  prends  successivement  les  trois  premières  dé- 
rivées de  l'équation 

(3)  rr'-lr''^^/' 

à  savoir 

(4)  ^-5/7" -6/', 

5 

La  dernière  équation  s'intègre  immédiatement,  et  donne,  en  dési- 
gnant par  a  une  constante  arbitraire, 

(6)  ;^^=36ax^, 

Eliminantj*'',  j"'  etj^''  entre  les  équations  (3),  (4)-  (-5)  ^*t  {^)f 
on  obtient  l'intégrale  du  premier  ordre 

(7)  fr"  -  ^f'rr'-^  f /V+ 9/'  =  9«r'; 

d'où  l'on  déduit,  en  posant 

i«.  r  -  ^  . 


^ 
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d'où 

2.  Je  remarque  maintenant  que,  d'après  la  théorie  due  à  Jacobi, 
le  facteur  qui  rend  une  différentielle  exacte  le  premier  membre  de 
Téquatiou 

(9)  r  ^r'd^—r  'dx=o 

est  -j-  >  ou,  à  un  facteur  numérique  près, 

£  4 

3  r*  r* 


En  multipliant  Téquation  (9)  par  ce  facteur  intégrant  et  en 
remplaçante^'  par  sa  valeur  tirée  de  Téquation  (8),  il  viendra 

3  dx  3/'  rdx  —  ^fdy        

2  T  "^         7  ^4  —  °- 

Posons  j^  =  z   '  5  d*où  dy  =1 z   *  rfz  -,  en  substituant  ces  va- 
leurs dans  l'expression  précédente,  il  viendra,  après  avoir  supprimé 

3 

le  facteur  -» 
2 


dx  f  z  dx  -^fdz  

T'^  fz  s/à^  l^oLfz-^i'V  "" 


o. 


ou  encore,  en  posant /i  =  a  et,  par  suite,  y  z=,y-\    , 
,     .  dx  du 

110)  -^  H p^zzz — =  O. 

L'équation  (i)  s'intègre  donc  complètement  au  moyen  des  fonc- 
tions elliptiques  et  cette  intégrale  est,  en  désignant  par  a  et  ]3  deux 
constantes  arbitraires. 


où  II  doit  être  remplacé  par  sa  valeur yy  \ 
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3.  Comme  je  Tai  fait  observer  au  débiil  de  celle  iNote,  Téqua- 
tion  (i)  admet  comme  solutions  une  inGnité  de  polynômes  entiers-, 
en  considérant  rintégrale  intermédiaire  (9),  on  voit  immédiate- 
ment que,  pour  ces  solutions,  a  doit  être  nul,  et  il  est  facile  de  voir, 
en  effet,  que,  dans  ce  cas,  Téquation  (10)  s'intègre  algébriquement. 

Pour  Tune  quelconque  de  ces  solutions,  on  a  ainsi 

fr"-  ^f'rr'  +  ?  fY+\)f'  =  <>. 

OU  encore,  en  multipliant  le  premier  membre  par  4f^^  en  décom- 
posant ses  premiers  termes  en  la  somme  de  deux  carrés, 

(2/y  -  3/7  )'  +  9  (2jry"  -  4/"  )  r»  -t-  36/'  =  o. 

Pour  employer  les  notations  habituelles,  si  nous  posonsy=  Hy 
^  =  U  et  a/y — S/'j  =  3  J,  il  viendra 

j._AU'-f-4H*=o. 

C'est  la  relation  bien  connue  qui  existe  entre  les  covariants  d'une 
forme  cubique. 


Sur  la  recherche  du  facteur  d'intégrabilité  des  équations 
différentielles  du  premier  ordre;  par  M.  Lagueure. 

(Séance  du  9  janvier  1878.) 

1.  Soit  à  intégrer  l'équation  du  premier  ordre  dj  —  7  ^dx  =  o,, 
où^'  est  déterminé  par  l'équation 

a  désignant  une  constante  arbitraire. 

M  étant  le  multiplicateur  propre  à  rendre  dj — y'dx  une  dilîe- 
rentielie  exacte,  on  peut  supposer  que,  dans  son  expression,  on  ait 
remplacé  a  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (i);  M  sera  donc  une 
fonction  de  a:,  r,  j',  telle  que 

M(dx-ydx), 
soil  une  dinércnliellc  exacte. 


% 
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D'où  Ton  déduit  réquatîon  de  condition 

^M       dMdy'       dM     ,       /  ,dM\dr' 

djc        ay'  ax        ay  -^  \^  -^     ^jy j  ^/y 

]/é([ualIon  (i)  donne  d'ailleurs  les  relations 

d\       d\  dr'  d\      dV  dr' 

=  0        cl         -; h  -7— .    -^7-    =  O. 


dx'       d)'  dx  df       dy*  dy 

//y*  '       dy*  ' 
Tirons  de  ces  relations  les  valeurs  de  -i—  et  -r-*  et  portons-les 

dx        dy  ^ 

dans  Téquation  précédente,  il  viendra 

^^''         dx  dy'       dj  '  dx~^^  [dy  dy        d'y  dy)  '^  ^^  dy  "^  ^' 

C(îttc  équation  doit  être  identiquement  satisfaite  quand  on  y  rem- 
placej'par  sa  valeur  tirée  de  (i),  et,  comme  a  est  arbitraire,  elle 
doit  être  satisfaite  quel  que  soit^'. 

Le  facteur  d'intégrabilité  M  est  donc  déterminé  par  Téquation 
aux  différences  partielles  (a),  où  j?,  y  ci  y  doivent  être  considé- 
rées comme  trois  variables  indépendantes. 

Il  suffit  de  trouver  une  solution  particulière  quelconque  de  cette 
équation  et  de  remplacer,  dans  cette  solution,  j'  par  sa  valeur 
tirée  de  Téqualion  (i). 

Quant  à  la  solution  générale  de  Téquation  (2),  il  est  évident 
qu'elle  se  ramène  à  la  solution  de  l'équation  (i)  elle-même. 

2.  Proposons-nous  maintenant  le  problème  suivant  : 
Trouver  toutes  les  fonctions  V(.r,j^-,  r')  telles  que,  y  étant  dé- 
terminée parla  relation  (i},  V]x,  j,  j')  =  a,  l'équation 

dy  —  y^'  dx  =2  o 

admette  comme  facteur  d'inlégrabilité  une  fonction  donnée  M  de 
x.  y  et  j)  '. 

Si,  dans  l'équation  (2),  on  regarde  V  comme  la  fonction  inconnue, 
on  voit  immédiatement  que  l'intégration  de  cette  équation  dépend 
de  l'intégration  du  système  suivant  d'équations  aux  différentielles 
ordinaires  du  premier  ordre  : 

dr  dy  dy' 


(3; 


M  -t-  )  '    j  ,        —     -7--  H-  )•'  — - 
4iy'  '     d)'  \dx       '      <ly 
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on  a  identiquement 

dx  dy  "^  dr  \    ■^'^'  d/J     dy  \dx  "*"-^  c//  y  ""  °' 

Le  dernier  multiplicateur  du  système  d'équations   (3)   est   donc 
Tunité. 

Supposons  que  nous  ayons  trouvé  une  solution  V  {jc^j^j')  =  a 
du  problème  proposé,  d'après  les  principes  donnés  par  Jacobi,  on 
obtiendra  une  seconde  solution  du  système  (3),  en  posant 


(3)' 

djr 


J  dr' 


y  étant  remplacé  sous  le  signe  somme  par  sa  valeur  déduite  de  (i) 
et  |3  désignant  une  constante^  non-seulement  la  quantité  sous  le 
signe  somme  sera  une  différentielle  exacte,  comme  on  le  sait  par 
les  propositions  dues  à  Jacobi,  mais  encore  l'intégration  pourra 
toujours  s'effectuer  effectivement. 

La  solution  la  plus  générale  du  problème  est  ainsi  donnée  par  la 
relation  suivante,  où  F  désigne  une  fonction  arbitraire, 

(4)  F(a,  (3)  =  const., 

où  a  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  déduite  de  (i)  ^  et  l'équation 
dy  — y'dx  =  o,  où  la  valeur  de  y'  est  fournie  par  l'équation  (4), 
admet  comme  facteur  d'intégrabilrté  l'expression  M(x,  /,  j'),  où  r' 
doit  être  remplacé  par  sa  valeur  déduite  de  (4). 

3.  Soity(x,  j',  a)  une  fonction  quelconque  de  x^  y  et  d'une  con- 
stante arbitraire  a;  en  posant 

tf,,  df  ,  df 

5  -f-  -{-y'  —  =:o, 

'    '  dx      -^     dy 

l'équation  dy  — y' dx  =  o  admet  évidemment  comme  facteur  d'in- 
tégi'abilité  l'expression 

.    M  =  $(«)F(/)^' 

quelles  que  soient  les  fonctions  4>  et  F. 

Je  suppose  que,  dans  cette  expression,  on  ait  remplacé  a  par  sa 
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valeur  tirée  de  l'équation  (5),  et  je  me  propose  de  trouver  toutes 
les  équations  qui  admettent  M  comme  facteur  d*intégrabilité. 

Pour  cela,  on  a  à  intégrer  le  système  d'équation  (3)  dont  une 
première  intégrale  est  donnée  pai*  l'équation  (5),  où  a  désigne  une 
constante  arbitraire;  d'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  une  seconde 
intégrale  sera  donnée  par  l'équation  (3)',  qui  devient  alors 

r^r-T/if         ,dM   da\,         dM  (fa    .  1       ^ 


ou  encore 


On  a  d'ailleurs,  en  vertu  de  l'équation  (4), 

df  d'f    df  d'f 


dy* lix  doidy       dy  dxdx 

1û  -  Idfy 


W) 


dr' 
En  substituant  celte  valeur  de  -y-  dans  l'expression  précédente 

et  intégrant,  il  vient 

*(«)F'(/)^+4.'(«)F(,r.  =  P; 

d'où  cette  conclusion  : 

Quelles  que  soient  les  fonctions  4>,  0  et  F,  le  facteur  d' intégra- 

hilité  de  V équation 

dy  —  y*  dx  =  o, 

o/V  >  '  est  déterminé  par  la  relation 

[G]  $(a)F'(/)  f-  +  <!>'(«) F (/;  +©(«)  =  o. 

relation  dans  laquelle  a  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  déduite 
de  l'équation  (5),  est 

a  étant,  dans  cette  expression,  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  (6). 
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4.  La  proposilion  précédcnle  peut  encore  s'énoncer  ainsi  ; 

En  désignant  par  4>,  H^  e^  0  des  fonctions  arbitraires,  on  peut 
toujours  ramener  aux  quadratures  l'intégration  de  l'équation 

(7)  «I»(«)F'(/)^  +  H'(«)F(/!+0(«  =o, 

a  étant  déterminé  par  V équation 

~dx      ^   dy 

En  effet,  sî  4>  n'est  pas  identiquement  nul,  on  pourra  facilement 
ramener  Téquation  précédente  à  la  forme  de  l'équation  (6). 

Si  4>  =  o,  l'équation  peut  se  ramener  à  la  forme  /=  C5(«),  a  étant 

remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  (6)  et  son  intégrale  est,  comme  l'a 

remarqué  Lagrange, 

f[x,x,  a;:=(p(a), 

a  désignant  une  constante  arbitraire. 

5.  Je  ferai  remarquer  encore  que,  l'équation  (6)  ne  détermi- 
nant /qu'à  une  constante  arbitraire  près,  on  peut,  dans  cette  équa- 
tion, remplacer  y  par  y-h  fji (a),  fx  désignant  une  fonction  arbi- 
traire de  a. 

On  sait  donc,  quelles  que  soient  les  fonctions  4>,  M:^,  0,  p.  c  /  /", 
intégrer  l'équation 

«l>(«)F'[/+u(«)][g-t-f.'(«)] 

+  'F(a)F[/+a(a)]-t-0(«)=o. 
oii  a  doit  être  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  l  équation 

dx      '^   dy 

6.  Soit,  pour  prendre  l'exemple  le  plus  simple, y*=rj  —  a.r  ;  on 
en  déduit  j)  '  =  a. 

D'où  il  suit  que  l'équation 

dy  —  r'dx^izOj 
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où  j'  est  délerminëc  par  réquation 

a  pour  facteur  d'intégrabilité,  quelles  que  soient  les  fonctions  4>,  F, 
0  et  cp,  Tcxpression 

où  y'  doit  ùlre  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  la  relation  (8). 
Faisons,  par  exemple, 

9(/)=0,      4>(/)=:l,       F(/)=—  /»      et      ©(/)=:/', 

on  aura 

j''  —  7,x^y'  -f-  9.  j:^  =  o  ; 

d'où  l'équation  différentielle 

djr  —  (^' -i-  ^JT*  —  ixjr )dx^o, 
dont  un  facteur  d'intégrabilité  sera 


^'  —  X*  —  X  ^x*  —  axjr. 
Effectivement,  on  a 

[y  —  x^  —  X  ^x*  —  ixjr)  [dy  —  (^' H-  ^x*  —  2xjr)\dx 
r—.  {y*—x*  —  X  \/x*  —  2xy) dy 

—  \Zyx^ —  x^-v-  {y —  ix^)  sjx^  —  ^xy\  rfx, 

expression  qui,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  est  une  différen- 
tielle exacte. 


Sur  certains  reseaux  singuliers  formés  par  des  courbes  planes; 

par  M.  Lag L'ERRE. 

(Séance  du  iG  avril  1873.) 

1.  Dans  tout  ce  qui  suit,  je  considérerai  r,  ^  et  les  quantités  ana 
logucs  comme  des  quantités  égales  h  l'unité  et  introduites  seule 
ment  pour  rendre  les  forniiilc^s  homogènes. 

VI.  i) 
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Cela  posé,  A,  B  et  C  désignant  trois  polynômes  du  /i'*"*  degré 
par  rapport  à  x  et  j>^  et  liés  par  la  relation 

(i)  A:c -+-Bj-f- C2  =  0, 

on  voit  qu'en  faisant  varier  ^  et  r/,  l'équation 
(9.)  A;-i-By; -+-CÇ  =  o 

représente  une  infinité  de  courbes  du  /z**'"®  degré.  Ces  courbes  for- 
ment un  réseau,  et  Ton  pourra  généralement,  par  deux  points,  pris 
arbitrairement  dans  le  plan,  faire  passer  une  courbe  appartenant  «1 
ce  réseau. 

Une  telle  courbe  est  déterminée  par  les  valeurs  particulières  que 
Ton  donne  h  Ç,  r,,  Ç;  il  est  clair  d'ailleurs,  en  vertu  de  l'équation  (1), 
que  le  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  Ç,  r^,  Ç,  appartient  à  cette 
courbe 5  je  dirai  que  le  point  M  est  son  point  principal. 

Une  courbe  du  réseau  singulier  (2)  est  évidemment  déterminée 
par  son  point  principal. 

2.  Toutes  les  courbes  du  réseau  ont  en  commun  tous  les  points 
communs  aux  courbes  A  =  o,  B=octC  =  o. 

Pour  déterminer  le  nombre  de  ces  points,  je  remarque  que,  si  l'on 
désigne  respectivement  par  P  et  par  Q  l'ensemble  des  termes  du 
degré /i,  par  rapport  à  x  et  ) ,  dans  A  et  R,  on  a  ideiitiquemenl,  en 
vertu  de  la  relation  (i), 

Par  -+-  Q/=^  o. 

On  a  donc,  U  désignant  un  polynôme  homogène  et  du  degré  (n  —  1  ) 
par  rapport  à  x  et  > 

(3)  P=^Ur    et    Q  =  -U^. 

Cela  posé,  les  courbes  A  =  o  et  B  =  ose  coupent  en  n-  points 
qui,  en  vertu  de  (i),  se  trouvent  sur  la  courbe  Cz  =  o^  des  rela- 
tions (3)  il  résulte,  d'ailleurs,  que  {n  —  1)  de  ces  points  d'inter- 
section se  trouvent  sur  la  droite  de  l'infini  ^  =  o  ;  les  (//' —  n  -h  i) 
autres  points  d'intersection  se  trouvent  donc  à  la  fois  sur  les  trois 
courbes  A  =:  o,  B  =  o  et  C  =  o. 

D'où  la  conclusion  suivante  : 

Toutes  1rs  courbes  du  réseau  passent  par  (;i*  —  n-h  i)  points  fixes. 


\ 


iv  dirai  que  ces  points  sont  les  pivots  du  réseau. 

3.  En  vertu  des  équations  (i)  et  (2),  on  voit  que  Téquation  d'une 
quelconque  des  courbes  du  réseau  peut  se  mettre  sous  la  forme 

$  et  Y,  étant  les  coordonnées  de  son  point  principal. 
Soit 

une  autre  courbe  du  réseau  ayant  pour  point  principal  (^',  y?')^ 
si  A  et  B  ne  sont  pas  nuls  en  même  temps,  pour  tout  point  com- 
mun aux  deux  courbes,  on  aura 

r  —  fi      r  —  Ti' 


x  —  l~  X  —  i' 

rVoii  la  proposition  suivante  : 

Indépendamment  des  (w*  —  /i-Hi)  points  qui  leur  sont  corn- 
muns,  deux  courbes  quelconques  du  réseau  se  coupent  en  [n  —  i ) 
autres  points  qui  sont  situés  sur  une  même  droite.  Le  /i**"*  point 
oii  cette  droite  rencontre  Vune  quelconque  des  courbes  est  le  point 
principal  de  cette  courbe, 

4.  De  là  se  déduisent  immédiatement  quelques  corollain^s  dont 
la  démonstration  est  immédiate  et  qu*il  suffit  d*énoncer  : 

1®  *SÏ  deux  courbes  du  réseau  se  coupent  en  [n  —  1)  points  dis- 
tincts des  picots,  on  peut  par  ces  [n  —  i)  points  J'aire  passer  une 
infinité  de  courbes  du  réseau  ;  les  points  principaux  de  ces  courbes 
sont  situés  sur  la  droite  contenant  les  (n  —  i  )  points  d'intersection, 

9^  l'jtant  donnée  une  courbe  quelconque  du  réseau  ajant  pour 
point  principal  le  point  M  et  étant  pris  arbitrairement  dans  le 
plan  le  point  P,  si  l'on  mène  PM,  cette  droite  rencontre  la  courbe 
en  (n  —  I  )  points  distincts  du  point  M  ;  ces  {n  —  1  )  points  et  le 
point  P  sont  situés  sur  une  courbe  du  réseau  ayant  pour  point 
principal  le  point  P. 

5.  Les  résultats  (jui  précèdent  peuvent  encore  s'énoncer  ainsi  : 
Krant  donnée  une  droite  dans  le  plan,  les  courbes  du  réseau,  qui 
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ont  pour  pcKDls  pnDcipaaxles  «iitlérentf  {'>înt5  Jr  la  drcKie.oal  en 
commiui  n  —  i  points  sitoés  sor  o*tie  «1r>]iitt*;  je  le»  appellerai, 
poor  abroger.  Ic^  points  centrant  de  la  droite. 

Gda  posé,  on  peut  énoncer  la  proposîdon  soi  vante  : 

jii  Mine  droite  tourne  autour  d  an  point  fixe,  le  lieu  de  sey 
points  centraujT  erft  la  cyurhe  du  rrirJi*  a>  ant  le  point  fijre  pL^ur 
f*oint  principal. 

6.  Étant  pris  nn  point  quelconque  M  dans  ir  plan,  imapoons  la 
ixwrbe  dn  faisceau  ayant  ponr  pjint  principal  le  point  M  et  menoBs 
l^àr  ce  pmnt  les  tan£en:e:s>  â  la  ccmrbe  dont  le  pmnt  de  contact  rsl 
•Sistinct  de  M. 

Je  dis  que  ces  droites  sont  lan^ntes  à  une  nsême  coorbe  K. 
Eln  effet.  MA  étant  l'une  de  ces  tangentes  et  A  le  p[*int  où  elle 
toQche  la  courbe,  si  l'on  désii:ne  par  M.  un  point  quclcoiiquc 
de  la  droite  MA  :  la  courbe  du  réseau  ayant  M,  pour  p.*int  prin- 
cipal passe  par  les  «  —  i  pesants  distincts  de  M  <:<i  la  prenxîère 
courbe  coupe  MA  :  elle  renojntre  donc  MA  en  drux  p:«Û2l>  oû<i£cmi- 
dus  en  A.  et  lui  est  tangente  en  ce  point.  Les  deuiL  l'aîiœ-aux  de 
droite  émanant  du  point  M  et  du  pi>int  M,  ont  dv«nc  la  «irohe  MA 
i-n  commun  et  la  prop^ksition  est  démontrer. 

On  peu!,  d'ailleurs,  du  poin:  M.  mener  Ji  \k  cvurbc  eu  rr^ej^ï;  qui 
«  M  pC'Ur  pc^int  principal  »t' —  •:  —  3  lanîcnîes  aract  un  p>:nï  di- 
•    nue:  distinct  ce  M. 

D  ou  le  îLé^j-rêiue  sui*  Jta:  ; 

^".  de  K^i42^*ie pcîj^'  M  «r*.  ."•^•x':.     "  "".r^r  .-■  4^  j.-^rr»^  .:^  "^ is^*2^ 

»7^^2nS  C:*  J^K'^t  fK-idT  pi^îfZS  ^r^.UJiV^z/  IrS  :*2r:^f^:fJ   il.-.r  .V  r*:<^:  ffr- 

.  .^.iT*-*:  eyt  liiftin^: de  M,  t:'<u:e.f  ^t.*  r'r.itfF  f^.^fl::  :-»fz:  ^.zf  -î*t7*«= 
^'.*urhe  K^  çiù  est  d^  Ai  ^IjLsfe    r^* —  ^«  —  :- 

T.  Suppc«-ons  le  p?:n:  M  iihoîsi  ce  uilc  s-ï^^:  -::-■:  -i  cjuri^*  du 
réseau,  qui  a  M  f«C'ur  f<-inî  jvîncij*iî.  jvi5?*vu  m:  roir.:  i.'--:dJe  ; 
d5.-a\  des  tin^-nti*  îssut-sô»!  \*'\j\\  W  <-  .n-'-^ir  :.:.  -  ...:  i.  ?■■:;::  qux 
il  p>m:  M  es*  sîîuc  sur  K. 


~  :fe\7u  j  i  i"  r»:  f-^  :  ^-  f»'  '-^  r-'-'^'  "    ••  ' 
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Si  la  courbe  du  réseau  ayant  (^,  v)  pour  poiut'priucipal  a  un 
point  double,  on  a  simultanément  les  trois  équations 


dK 


dft 


rfC 


(4) 


^  dx  dx  dx         ' 

îr^  rfB  dC  _ 

^  dy        '  dy  dy         ' 


^dA 

^  dz 


rfB 

dz 


dC 
dz 


=zO\ 


et  réquatioii  de  la  courbe  K  s'obtiendra  en  éliminant  x^  y  et  ;; 
entre  ces  trois  relations. 
U'où  il  suit  que  : 

La  courbe  K  est  du  degré  3  (/i  —  i). 

8.  Des  considérations  qui  précèdent  résulte  encore  la  proposition 
suivante  : 

Si,  de  chaque  point  M  du  plan,  on  mène  à  la  courbe  du  réseau 
dont  ce  point  est  le  point  principal  les  tangentes  dont  le  point  de 
contact  est  distinct  de  M,  les  points  de  contact  de  toutes  ces  tan- 
gentes  sont  situées  sur  une  même  courbe  H,  qui  est  aussi  le  lieu 
des  points  doubles  des  courbes  du  réseau. 

Il  est  facile  de  démontrer  analytiquement  Tidentilé  de  ces  deux 
lieux. 

Il  est  clair,  en  efiet,  que  Téquation  du  lieu  des  points  doubles  du 
réseau  s'obtii^nl  en  éliminant  Ç,  rj,  Ç  entre  les  équations  (4)?  cette 
équation  est  donc 


ou  encore 


d!i 

dn 

rfC 

dx 

dx 

dx 

d\ 

du 

dC 

dy 

dy^ 

rfj 

d\ 

r/B 

rfC 

dz 

dz 

dz 

rfA 

dB 

rfC 

dx 

dx 

dx 

dk 

du 

dC 

dy 

dy 

dy 

A 

R 

C 

—  o, 


.-  o. 


ua  coconr,  pui^^iie  l'on  a  îiienûqaeiBent  C=:  —  Aj-  —  B«. 

'  ilr     dix 

-r-     -r-     —  B  rfr  <ix       <^r  dix 

rfr     Jr 

A       B         o 

D'antrv  port,  ioîl 
5  Ax  —  £    —  B»-  —  r^ro 

l'cquadoo  de  la  coorbe  da  Kseaa  avant  poor  potnt  priiipiil   le 
pMDC     £•  *  •  rêqaatioa  d^  la  tazizence  aa  point    x.  «     dr 
traorbe  «^:»( 


rsprwant  ^fmt  €t!9%t  tancçcBtc  paue  par  le  pocnt    •.?.«»■  ««ra 


•rfB       ^\  /B 


—  I    X  —  -        V  —  "     —  *•  —  ■*  -  :z^  *_ 


t:     I  —  r    et    T  —  î     ensnf  c«i:e   r<Ii:£.:«i   <t   La 
tÀ>n     S  .  lI  «îifn: 

^    jfB       ,^    iB       rfA         ^  i% 

A= ABr -—     —  B^  —  -    *^. 

rfv  -ix       i«- 


Lear*  r  pocal*  d  :ai:<r^t:c£».^a  foôfi*:   s~:3W*  *a:r   xî»;  TD,'aDf    luri»: 
â'eîirf  £  -iviiiL  3e«- 
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En  elliîl,  la  propriété  dont  je  parle  étant  projcctivc,  on  peut  sup- 
poser cjue  la  droite  qui  renferme  (/i  —  i)  des  points  d'intersection 
est  la  droite  de  Tinfini  et,  en  choisissant  convenablement  les  axes, 
on  voit  que  les  équations  des  deux  courbes  peuvent  se  mettre  res- 
pectivement sous  la  forme 

Pj4-.Q  =  o     et    P:r  — Q'ii=:o 

Q  et  Q'  désignant  des  polynômes  du  (/i  —  i)  degré  en  x  et^,  et  P  un 
polynôme  homogène  et  du  même  degré  par  rapport  à  ces  variables. 
De  là  résulte  immédiatement  que  Téquation 

KO  4-  Pr)  4-  -/îlQ'  --  Px)  -  Ç(Qx  ^  Q' -^)  =  o 

est  celle  d'un  réseau  singulier  ayant  pour  pivots  les  (/i*  —  /i-f-  i) 
points  d'intersection  des  deux  courbes  données  qui  ne  sont  pas 
situés  à  Tinfini. 

10.  De  là  résulte  encore  que  les  courbes  du  troisième  degré  : 
passant  par  sept  points  fixes  forment  un  réseau  singulier  du  troi- 
sième ordre. 

La  courbe  K  est  alors  de  la  quatrième  classe  et  du  sixième  degré  : 
c'est  donc  la  courbe  la  plus  générale  de  la  quatrième  classe.  Je  ne 
m'étendrai  pas  à  ce  sujet  ;  c'est,  en  ellet,  des  propriétés  de  ce  ré- 
seau particulier  que  M.  Aronhold  a  déduit  la  solution  du  problème 
suivant  :  Construire  In  courbe  de  (juatrième  classe  ayant  sept 
points  doubles  donnés  (ou,  pour  parler  plus  exactement,  du  pro- 
blème corrélatif,  construire  la  courbe  du  i/uatrième  degré  ajant 
pour  tangentes  doubles  sept  droites  données).  Je  renverrai  à  cet 
égard  au  Mémoire  de  l'illustre  géomètre  (  *  ). 

H.  On  sait  que,  généralement,  les  courbes  du  quatrième  ordre, 
qui  passent  par  treize  points  fixes,  ont  également  en  commun  trois 
autres  points  parfaitement  déterminés  et  forment  un  faisceau  (*). 

On  voit,  néanmoins,  par  ce  qui  précède,  que  si  deux  courbes  du 


'  )  Aroniiolo  ,   Ueber  den   s^cgemvitigen    Xnxummenhang   dcr    ?8   DoppcltangeitteH 
''inrr  allf^emcinen  Curvc  \tcn  Crades.    {Monatxhericht  der  K.  P.  A.  zii  licriin^    iSr»'|, 

"   S\LMo>.  Hii>lirr  planr  mn'rs,  '.»'  ('ditioii,  |>.  ifi. 
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ijuaLricQic  ordre,  passant  par  tnàze  poiiits  (tonnés,  se  coupcul  t-ii 
trois  autres  points  situés  en  ligne  droite,  les  courbes  qui  passent 
par  ces  Imi/Ji  points  forment  un  faisceau;  en  d'autres  termes,  on 
peut  toujours  faire  passer  une  de  ces  courbes  par  ces  points  et  deux 
points  pris  arbitrairement  dans  le  plan. 

On  peut,  en  outre,  énoncer  la  proposition  suivante  : 
Si,  des  seize  points  d'intersection  de  deux  courbes  du  <fua- 
trikme  ordre,  trois  sont  situés  en  ligne  droite,  deux  courbes  tfuet- 
contfues  du  même  ordre  passant  pai'  les  treize  autres  points  d'in- 
tersection se  rencontrent  en  trois  autres  points  *jui  sont  également 
en  ligne  droite. 


EXTRAITS   DES   PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  30  JANVIEU   1S7B. 

PDÉSIDBNCG  DE  H.  DARBOtlX. 

Communications  : 

M.  Gardon  :  Sur  l'ombre  propre  du  tore. 

M.  Pîcquet  :  Sur  le  déterminant  dont  tes  éléments  sont  les 
mineurs  d'ordre  donné  d'un  déterminant  donne. 

M.  Edouard  Lucas  :  Sur  une  transformation  des  formules  de 
Gauss  et  de  Cauchy. 

M.  Halphen  :  Sur  les  formules  récurrentes  concernant  les  di- 
viseurs des  nombres. 

M.  Darboux  :  Sur  les  lignes  de  courbure  dans  le  voisinage 
d'un  ombilic,  et  sur  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  des 
ondes. 

M.  le  comte  L.  Hugo  adresse  une  Note  Sur  la  nécessite  d'aban- 
donner l'ancienne  théorie  de  la  sphère. 
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SÉANCE  DU  13  FÉVRIER  1878, 

PRÉSIDENCE  DE  M.   DARBOUX. 

Commuulcatlons  : 

M.  Lcmonnîer  :  Sur  des  fonctions  analogues  à  celles  de  Stuvm . 
M.  Laisant  :  Sur  la  Géométrie  des  quinconces, 
M.  le  comte  L.  Hugo  adresse  une  Note  Sur  les  solutions  singu- 
lières dans  la  Mécanique  des  systèmes  naturels. 


SÉANCE  DU  27  FÉVRIER  1878, 

PRÉSIDEiNCE    DE    M.    LE    PRINCE    C.    DE    POLIGNAC. 

Couimunica lions  : 

M.  de  Polîgnac  :  Sur  la  représentation  graphique  de  la  réso^ 
lution  en  nombres  entiers  de  l'équation  indéterminée  du  premier 
degré, 

M.  Perrin  :  Sur  la  connexion  des  surfaces, 

M.  Halphen  :  Sur  la  Géométrie  des  quinconces  appliquée  aux 
suites  de  Farej\ 

SÉANCE  DU  13  MARS  1878, 

PRÉSIDENCE   DE  M.   DARBOUX. 

Communications  : 

M.  Picquet  :  Sur  l'application  de  l'analyse  combinatoire  à  la 
théorie  des  déterminants, 

M.  x\ndr(3  (Désiré)  adresse  une  Note  Sur  les  séries  récurrentes, 

M.  le  comte  L.  Hugo  adresse  une  Note  Sur  le  nombre  des  élé- 
ments de  la  surface  du  Soleil, 

M.  Fouret  :  Sur  les  points  Jondamentaux  des  surfaces  définies 
par  une  équation  aux  déri\'ées  partielles  du  premier  ordre,  algé- 
brique. 
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.  SÉANCE  DU  27  MARS  1878, 

PRÉSIDENCE  DB  M.   DAnBOUX. 

Communications  : 

M.  Rodet  :  Sur  un  Traité  de  calcul  égyptien, 

M.  le  comte  L.  Hugo  adresse  une  Kote  Sur  V utilité  de  la  créa- 
tion d'une  bibliothèque  scientifique, 

Edouard  Lucas  :  Tliéorèmes  d'Arithmétique, 

M.  Haton  de  la  Goupîllière  :  Théorème  nouv^eau  de  Cinénui- 
tique  générale. 


SÉANCE  DU  10  AVUIL  1878, 

PRÉSIDENCE  DE  M.  DARBOUX. 

M.  André  (Désiré)  adresse  une  Note  Sur  le  développement  des 
fonctions  elliptiques  suivant  les  puissances  croissantes  du  module. 

M.  Lindemann  adresse  un  deuxième  Mémoire  Sur  une  repré- 
sentation géométrique  des  formes  binaires, 

M.  Léauté  adresse  une  Note  Sur  un  théorème  relatij  au  dépla- 
cement d'une  figure  de  grandeur  invariable. 

M.  Laporte  adresse  i5  exemplaires  d'une  Note  autographiée  Sur 
les  Jonctions  connues. 

Communications  : 

M.  C.  Jordan  :  Sur  les  cov^ariants  des  formes  binaires. 

M.  Laguerrc  :  Sur  les  normales  aux  surfaces  du  second  ordre, 

M.  C.  de  Polignac  ;  Sur  quelques  formules  relatives  à  la  théorie 
du  plus  grand  commun  dii^iseur. 

M.  Halphen  :  Sur  les  formules  récurrentes  concernant  les  di- 
viseurs des  nombres. 
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Sur  un  Manuel  du  calculateur  découvert  dans  un  papyrus 

égyptien;  par  M.  L.  Rodet. 

(Séance  du  27  mars  1878.) 

M.  Eiseulolir,  professeur  de  lauguc  et  d*arcliéologie  égyptiennes 
à  l'Université  de  Heidelberg,  vient  de  publier  en  fac-similé,  tra- 
duction et  commentaire,  un  très-aneien  papyrus  égyptien,  qui  ii*est 
autre  chose  qu'un  Manuel  à  Tusage  d'un  calculateur.  Ce  qui  rend 
cet  ouvrage  très-précieux  pour  l'histoire  des  Mathématiques,  c'est 
que  les  calculs  qui  y  sont  faits  sont  exécutés  tout  au  long,  ce  qui 
])ermet  de  se  rendre  compte  de  la  façon  dont  les  Egyptiens  s'y 
prenaient  pour  eilcctuer  les  diverses  opérations  de  l'Arithmétique, 
ou  plutôt,  comme  disaient  les  Grecs,  de  la  Logistique.  Il  est  regret- 
table qu'on  ne  puisse  2>as,  du  moins  pour  le  moment,  lui  assigner 
une  date  précise.  Tout  ce  qu'on  peut  dire  à  ce  sujet,  c'est  qu'il  est 
certainemcmt  antérieur  à  la  conquête  grecque  (332  ans  avant  notre 
ère),  probablement  même  à  celle  de  Cambyse  (537).  D'après  ses 
caractères  paléographiques,  M.  Eisenlohr  pense  qu'on  pourrait  le 
faire  remonter  jusqu'au  xv*"  et  même  au  xvi*  siècle;  mais  cette  con- 
clusion n'est  pas  absolument  certaine. 

L'auteur  sait  elï'ectucr  sur  les  nombres  entiers  V addition,  si  com- 
pliquée qu'elle  soit;  la  soustraction,  au  moins  lorsque  le  nombre  i\ 
soustraire  a  tous  ses  chiffres,  comme  nous  dirions  aujourd'hui,  plus 
petits  que  l(;s  chiiîVes  de  même  ordre  du  nombre  dont  on  soustrait  ; 
en  fait  de  multiplication,  il  ne  sait  que  doubler  un  nombre;  pour 
elfectuer  un  produit  par  i3,  il  prend,  par  exemple  : 

Le  nombre  simple \a 

Son  double xcz 

Son  quadruple ^a 

Son  ociuple 8^ 

et,  ajoutant  le  simple,  le  quadruple  vX  l'octuple,  il  obtient  le  pro- 
duit lia.  Il  ignore  absolument  ce  que  peut  être  la  dis^ision,  quoi 
qu'on  eu  puisse  croire  en  se  fiant  à  la  traduction  de  M.  Eisenlohr. 
L'expression  que  le  savant  égyptologue  a  traduite  par  :  divise  a 
par  h'  doit  être  rendue  d'iiue  loul  autre  façon,  que  j'expliquerai 
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tout  à  riicure  en  partant  des  fractions.  Pour  obtenir  le  quotient  de 
a  par  £,  il  multiplie  b  jusqu'à  ce  qu'il  obtienne  a,  ou,  plus  mot  à 
mot,  il  Jhit  croître  b  pour  trouver  a. 

Comme  tous  les  anciens,  notre  calculateur  fait  un  très-grand 
usage  des  fractions  \  seulement,  pour  lui,  il  ne  peut  exister  d'autres 
fractions  que  celles  qui  ont  pour  numérateur  l'unité,  et  quand  un 
calcul  le  conduit  à  une  autre  expression  fractionnaire,  il  la  réduit 
en  une  somme  de  ce  que  les  anciens  appelaient  des  fractions 
simples.  On  sait,  en  effet,  que  cette  manière  de  voir  s'était  per- 
pétuée dans  l'école  grecque  et  chez  les  Arabes,  chez  ces  derniers 
même  avec  une  restriction  tenant  aux  habitudes  de  la  langue,  et 
sur  laquelle  je  vais  revenir. 

On  rencontre  dans  le  papyrus  dont  nous  parlons  des  signes  spé- 
ciaux pour  les  fractions  7,  7,  7  et  ~;  toutes  les  autres  se  représen- 
tent par  le  dénominateur  surmonté  d'un  point.  La  première  de 
toutes  les  fractions  est  pour  notre  auteur  \,  On  sait  que  Héron  le 
Jeune  admettait  aussi  cette  fraction  comme  une  fraction  simple,  et 
la  représentait  par  un  signe  que  M.  Hultsch,  dans  son  édition  du 
géomètre  alexandrin,  représente  par  tù". 

En  ce  qui  concerne  la  manière  dont  les  Egyptiens  pratiquaient 
le  calcul  des  fractions,  un  exemple  en  dira  plus,  et  plus  vit<*, 
que  toute  considération  que  je  pourrais  présenter.  Je  choisis  pour 
cela  le  problème  n^  36  de  M.  Eisenlohr,  eu  avertissant  le  lecteur 
que  : 

1°  J'emprunte  l'explication  des  diflerentes  opérations  aux  autres 
problèmes  analogues,  l'auteur  ou  le  copiste  les  ayant  omises  dans 
celui-ci  \ 

2**  Pour  tout  ce  qui  est  traduisible,  énoncé  ou  explication  des 
opérations,  je  refais  la  traduction,  non  d'après  la  version  allemande, 
mais  d'après  le  texte  égyptien  lui-même. 

3**  Je  marque,  comme  dans  l'original,  d'un  trait  oblique  les  ré- 
sultats partiels  qui  doivent  être  additionnés  pour  obtenir  le  total, 
les  autres  nombres  n'étant  que  des  intermédiaires  dont  notre  Égyp- 
tien ne  savait  se  passer. 

N®  36.  Je  verse  trois  fois  [mon  vase)  dans  un  boisseau  ;  f  ajoute 
\  et  Y  de  mon  vase;  je  remplis.  Quelle  est  la  quantité  en  ques- 
tion ? 


Si  Toii  te  dit  cela,  fais  comme  ceci  : 

(3o) 


I 

2 


Tolal.  3i  i 
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Exprime  3o  entre  106, 
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La  quantité  est  donc  7  71  777  rrr- 
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Ici  Tauteur  réduit  les  petites  fractions,  mais  les  petites  seule- 
ment, au  dénominateur  commun  10609  afin  d'en  faire  plus  facile- 
ment la  somme 
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et,  reprenant  les  grosses  fractions,  qu'il  a  laissées  de  côté,  avec  ces 
-*^Yft  =  \  qu'il  vient  de  trouver, 
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On  voit,  par  cet  exemple,  que  : 

i"  Notre  calculateur  savait  qu'en  multipliant  le  dénominateur 
d'une  fraction  par  un  nombre  on  divise  la  fraction  par  ce  nombre; 


y."  En  inulLîpliaiit  Krs  lieux  ternies  par  un  mùmc  notiihri',  on  i 
cliange  pas  la  valeur  ; 

3°  On  les  peut  réduire,  pour  en  faîru  la  somme,  à  un  denonii— 
nalRur  commun.  Sfiulement,  pour  lui,  il  n'élaîl  pas  ntei^ssairu  que 
Vf.  (Iiiiiominateur  commun  rendit  tous  les  numérateurs  entiers  ; 

4"  Quant  aux  fractions  j,  -,  y,  j,  voire  même  |,  ^,  il  les  ajoute 
fort  bien  sans  les  réduire  au  préalable  h  un  dénominateur  commun  j 

j"  11  lie  fait  usage  que  de  fractions  ayant  pour  numérateur 
l'unité;  aussi,  dans  la  deniicre  ligne  de  sa  preui'e.  rcmpUce-t-îl 
-^  par  —^  ~—,  r~i. 

On  peut  encore  déduire  d'aulj-es  exemples  les  règles  suivantes  : 

ti"  Pour  prendre  une  certaine  fraction  d'un  nombre  (entier  ou 
fractionnaire),  il  procède  autant  que  possible  par  ilimiiiiatiun, 
comme  il  procède  par  duplication  pour  prendre  les  multiples. 

■j"  Quand  3  doit  entrer  au  dénominateur  de  la  fraction  du  nombro 
qu'il  veut  avoir,  il  commence  par  prendre  les  ~  at-ait  l  ite  prendre 
le  j.  Pour  faciliter  cette  opération,  lorsque  le  nombre  donné  est 
fractionnaire,  une  table  spéciale  (u"  61  )  indique  la  faron  dont  ou 
peut  prendre  les  f  d'une  fraction. 

Je  terminerai  celte  Notice  par  une  Table  des  matières  traitées 
dans  le  papyrus  en  question,  en  faisant,  à  mesure  que  l'occasion 
s'en  présentera,  les  observations  qui  me  paraîtront  utiles. 

Chapitre  I*'.  —  Béduction  dex  fractions  ayant  a  pour  numé- 
rateur, et  pour  dénominateur  un  nombre  impair,  en  nne  somme 
de  fractions  à  numérateur  i . 

Cette  opération  est  énoncée  en  ces  termes  (d'après  l'égyptien,  et 
non  d'après  l'allemand)  :  «  Exprime  a  entre  i3  »  par  exemple, 
ce  qui  rappelle  l'expression  analogue  des  Arabes  et  des  Juifs  : 
2  parties  de  i3  parties  dans  l'unité,  chose  que  les  Arabes  appel- 
lent une  expression  inarticulable,  et  l'auleur  juif  Abeii-F.zra  une 
fraction  que  l'homme  ne  saurait  prononcer.  Voilà  pourquoi  l'au- 
teur égyptien  la  rend  prononçable  en  la  convertissant  en  une  somme 
de  fractions  très-simples.  Héron  le  Jeune  fait  souvent  des  conver- 
sions de  ce  genre;  il  dit  par  exemple  : 


1  :)Sy6^  dont  la  -—^  partie  est  79 1 77^.  L'auteur  arabe  AI-Kliariziin 
nous  en  offre  aussi  des  exemples  fréquents. 

Pour  arriver  à  celte  décomposition,  notre  auteur  nous  dira,  par 
exemple  :  Exprime  a  entre  i  y. 
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Chàpithe  II,  n°*  i  à  6.  —  Partage  rfe  i,  3,  (i,  7,  8  e^  9  rations 
entre  10  personnes. 

Chapitre  III,  n**'  7-23.  —  Compléter  une  expression  jF^action- 
naire  «  i ,  a  7,  a  -J-,  a  7,  «  77. 

Chapitre  IV,  n"*  2i-38.  —  Calcul  d'une  quantité  qui,  aug- 
mentée de  fractions  d'elle-même,  donne  un  nombre  donné 
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Les  quatre  derniers  problèmes  (35-38)  sont  de  la  forme 


li'X  H 1 .  .  .  irz  I . 

m       n 


[Voir  rcxcmplo  (^ilé  plus  haut.) 


-  \u  - 

Chapitre  V.  —  Partage  inégal. 

N°  39.  Partager  loo  rations  entre  lo  personnes,  5o  rations 
entre  6,  5o  entre  4  5  quelle  est  la  différence  moyenne  ? 

N®  40.  lOO  rations  entre  5  personnes  ;  |  rfe5  3  premières  parts 
vaut  les  2  dernières;  quelle  est  la  différence? 

D'après  la  solution  donnée,  les  parts  sont  en  progression  arith- 
métique. L'auteur  n'explique  pas  eomment  il  trouve  que,  de  la 
condition  posée  par  l'énoncé,  il  déduit  que  la  raison  (la  différence 
comme  il  dit)  doit  être  S-j.  M.  Eisenlohr  fait  très-bien  voir  que, 
si  les  parts  sont 

a,  «  H- r,  aH-ar,  a-h3r,  a-\-^ry 

les  trois  plus  élevées  font  3a  -f-  9/',  les  deux  dernières  2a  -h  r^  et 
la  condition  énoncée 

3a  -i-grz^  7(2^  -4-  r) 

donne  bien 

r=5~a    ou  si    a  =  i,     r=5\. 

Chapitre  VI,  n^*  41-48.  —  Calculs  de  volumes. 

Dans  cette  partie  de  son  Manuel,  notre  Egyptien  évalue  la  con- 
tenance en  grains  de  certains  volumes,  que  M.  Eisenlohr  n'a  pas  pu 
déterminer.  Il  calcule  d'abord  une  fois  et  demie  le  produit  de  la 
surface  de  la  base  par  la  hauteur,  et  obtient  ainsi  ce  qu'il  appelle 
la  valeur  du  corps,  c'est-à-dire  la  ^laleur  estimée  en  unités  de  vo- 
lume. Il  en  prend  ~,  qui  lui  donne  la  contenance  eu  mesures  do 
capacité  pour  les  grains. 

M.  Eisenlohr  a  cherché  vainement  à  se  rendre  compte  de  la  signi- 
fication géométrique  de  ces  calculs  •,  pourquoi  les  7  du  produit  de 
la  base  par  la  hauteur?  Pourquoi  -^  de  ce  produit  pour  la  conte- 
nance en  mesures  de  capacité  ?  Il  a  cru  trouver  la  réponse  à  la  pre- 
mière question  en  supposant  qu'il  s'agît  d'un  volume  pyramidal 
ou  conique  tronqué,  et  que  les  dimensions  horizontales  données 
par  l'auteur  égyptien  se  rapportent  à  la  base  supérieure,  à  la  petite 
base;  mais  le  rapport  qu'il  trouve  alors  entre  celte  base  supérieure, 
la  M^^i  de  Héron  et  la  vraie  base  {fidinç)  ne  répond  a  aucune  des 
'brmes  de  magasins  h  blé  ou  de  meules  dont  les  monuments  égyp- 
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tiens  nous  ont  conservé  la  représentation  figurée.  Quant  à  la  se- 
conde question,  il  lui  semble  que  la  conversion  pratiquée  par  le 
calculateur  indique  que  le  volume  évalué  serait  du  blé  en  gerbes, 
et  que  -j  de  ce  volume  se  rapporte  au  rendement  en  grains  après 
battage.  Mais  toutes  ces  hypothèses  sont  peu  satisfaisantes,  et  il 
faut  encore  attendre  que  de  nouveaux  documents  viennent  jeter 
plus  de  jour  sur  la  question. 

Quant  à  la  base  de  ces  solides,  elle  est  ou  carrée  ou  circulaire. 
Pour  la  base  carrée,  on  fait  le  produit  du  côté  par  lui-même;  pour 
la  base  circulaire,  notre  calculateur  prend  {  du  diamètre,  qu'il 
élève  au  carré.  Cette  fraction  7  est  la  quatrième  réduite  de  la  valeur 

de  j  y^  évaluée  en  fraction  continue,  ou,  si  Ton  aime  mieux,  elle 
substitue  0,888888. . .  à  la  vraie  valeur  0,88622682. . . . 

Chapitre  VII,  n^*  49-55.  —  E%faluation  de  surfaces. 

Nous  avons,  dans  les  problèmes  de  ce  Chapitre,  l'évaluation  des 
surfaces  suivantes  : 

N®  49.  Rectangle  de  10  perches  sur  2. 

L'auteur  fait  le  produit  des  deux  dimensions,  mais  d'une  façon 
particulière,  dans  le  but  d'exprimer  la  surface  en  unité  superil- 
cielle  usuelle.  Comme  cette  conversion  touche  à  la  métrologie, 
dont  je  n'ai  pas  l'intention  de  parler  ici,  je  la  laisse  de  côté. 

N**  50.  Cercle  de  9  perches  de  diamètre,  calculé  comme  plus 
haut. 

N**  51.  Triangle  isoscèle,  de  10  perches  sur  chaque  ri^e  et 
^perches  à  l'embouchure  (le  triangle  est  dessiné  sur  le  côté). 

N"  52.  Trapèze  ayant  20  perches  sur  chaque  riv^e,  6  perches  à 
l'embouchure,  4  perches  à  la  troncature. 

Pour  évaluer  ces  deux  surfaces,  notre  Egyptien  fait  le  produit  de 
la  moitié  de  la  base  dans  le  premier  cas,  de  la  demi-somme  des 
bases  dans  le  second  par  un  des  côtés,  ou  si  l'on  veut  par  la  demi- 
somme  des  côtés.  Je  donne  à  l'expression  de  la  surface  cette  forme, 
parce  que  nous  y  retrouvons  la  formule  employée  par  l'auteur 
indien  Brahmagupta,  lequel  prenait  comme  règle  générale,  pour 
VI.  10 
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trouver  la  surface  grossière  d'un  trilatère  ou  d'un  quadrilatère,  de 
faire  le  produit  des  demi-sommes  des  côtés  opposés  ;  mais  l'Égyptien 
n'ajoute  pas,  comme  llndien,  que  Taire  exacte  s'obtiendra  en  écri- 
vant  quatre  fois  la  demi-somme  des  côtés,  retranchant  à  chacun 
de  ces  nombres  un  des  côtés  successiv^ement,  faisant  le  produit  des 
quatre  restes,  et  extrayant  la  racine  carrée  du  produit. 

N"  S3.  Il  est  impossible,  pour  le  moment ,  de  rien  comprendre 
au  problème  de  ce  numéro.  La  figure  qui  l'accompagne  représente  un 
triangle  partagé  par  deux  parallèles  à  la  base,  portant,  la  première, 
comme  la  base,  le  chiffre  6,  la  seconde  le  chiffre  a-J-.  Les  segments 
sont  marqués  5,  3  7  et,  en  chiffres  spéciaux  à  l'évaluation  des  sur- 
faces, 7777.  Enfin,  auprès  du  sommet,  est  inscrit  le  chiffre  7. 

N**"  S4  et  55.  Partager  respectivement  y  et  i  unités  agraires 
en  10  et  5  parts. 

Chapitre  VIQ,  n**"  66-60.  —  Calcul  des  pentes  des  pyramides. 

Exemple,  n"  56.  —  Préceptes  pour  énoncer  une  pyramide  de 
36o  au  «  travers  de  la  plante  »  du  pied,  2S0  à  la  a  saillie  en 
tranchant  »  (c'est-à-dire  36o  de  diagonale  de  base,  aSo  d'arête;  le 
mot  qui  désigne  l'arête,  et  qui  signifie  littéralement  saillie  en  tran- 
chant, est  écrit  pir-em^us  :  c'est  vraisemblal)lement  de  là  qu'est 
emprunté  le  grec  iFÙom,fuç).  Donne-moi  son  rapport.  Faxs  la  moitié 
de  36o,  ce  qui  donne  180.  Fais  croître  le  nombre  a5o  pour  trouver 
180  (c'est-à-dire  divise  180  par  260,  la  demi -diagonale  par  Tarùtc, 
ce  qui  donne  par  conséquent  le  sinus  de  l'angle  d'inclinaison). 
Cela  fait  jj^ô  de  coudée.  Or  la  coudée  est  de  7  palmes.  Fais 
croître  le  nombre  7  : 

•     7 
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ïë 
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Son  rapport  (sinus)  en  palmes  est  5-—. 

Le  n*»  57  est  le  problème  inverse  :  Une  pyramide  a  iqo  en  dia- 
gonale, 5  7  palmes  de  rapport  ;  on  demande  son  arête. 

N®*  58  et  59.  Sont  des  problèmes  du  même  genre. 


-    147  - 

N^  60.  Est  ainsi  conçu  : 

Un  monument  dit  an  de  i5  coudées  à  la  base  (côté  de  la  base), 
3o  dans  sa  hauteur  vers  le  ciel  :  donne-moi  son  rapport.  Fais 
croître  i5^  sa  moitié  y  j]  Jais  croître  le  nombre  y  {  quatre  fois  pour 
tr ouvrer  3o  :  son  rapport  est  4- 

Donc  ici  T auteur  calcule  le  quotient  de  la  hauteur  par  la  moitié 
du  côté  de  la  base  :  il  obtient  donc  la  tangente  de  l'angle  dièdre, 
inclinaison  de  la  face  sur  la  base. 

Le  n"  61  intercale  une  Table  pour  faire  des  produits  de  fractions 
simples,  avec  ces  deux  lignes  d'explication  : 

Faire  les  \  d'une  fraction.  Si  l'on  te  dit  :  quels  sont  l€s\  de\? 
fais-le  [le  dénominateur  s'entend)  a  fois,  6  fois  :  ce  sont  ses\. 

Tu  feras  de  même  pour  a%foir  une  fraction  de  fraction. 

Chapitre  IX.  —  Problèmes  divers. 

Les  problèmes  62  à  65  se  rapportent  à  des  partages  proportion- 
nellement à  certains  nombres  donnés,  ou  les  parts  ayant  entre  elles 
un  certain  rapport. 

Le  n®  66  évalue  le  revenu  d'un  jour,  étant  donné  celui  d'une 
année  :  Tannée  y  est  comptée  de  365  jours. 

Les  n"*  67,  68  sont  des  évaluations  de  salaires. 

Enfin,  de  69  à  78,  divers  problèmes  relatifs  au  rendement  en 
pains  ou  en  brocs  de  bière  d'un  certain  volume  de  farine  ou  de 
grains.  Je  n'entrerai  dans  aucun  détail  sur  ce  sujet,  qui  m'entraî- 
nerait trop  loin. 

Le  n**  79  est  un  calcul  de  la  somme  des  termes  d'une  progression 
géométrique.  Dans  une  première  colonne,  l'auteur  a  rangé  les  cinq 
premières  puissances  de  7,  et  il  en  fait  la  somme,  ce  qui  lui  donne 
naturellement  19607.  Dans  une  seconde  colonne,  dont  le  titre  n'a 
pu  être  déchiffré,  il  multiplie  par  7  le  nombre  2801,  qui  est  la 
somme  des  cinq  premiers  termes  de  la  progression  de  raison  7  com- 
mençant à  I ,  et  trouve  pour  résultat  19607.  Chacune  des  puissances 
porte  un  nom  que  M.  Eisenlohr  n'a  certainement  pas  su  lire,  car  la 
traduction  qu'il  en  donne  n'a  aucun  sens  5  ces  noms  seraient,  sui- 

10. 
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vant  lui,  dans  Tordre  des  puissances  croissantes  : 

L'écrit^ 
Le  chat^ 
La  souris  ^ 
L'orge  ^ 
Le  boisseau. 

Il  faut  attendre  assurément  une  interprétation  plus  rationnelle 
de  ces  mots,  interprétation  qui  nous  permettra  peut-être  d'y  re- 
trouver l'origine  des  dénominations  de  nombre,  âcOtftiçy  puissance, 
iijutfuç^  cube  ou  solide,  xiCêç^  employés  par  les  Grecs,  de  chose, 
SHÀT,  fortune  ou  quantité,  mal,  et  cube  ou  solide,  ka8b,  en  usage 
chez  les  Arabes. 

Suit  une  Table  de  concordance  des  mesures  de  capacité  pour  les 
grains,  et  de  celles  servant  pour  les  liquides.  L'unité  de  cette  der- 
nière est  appelée  Ai/i/ii/^  comme  chez  les  Hébreux,  tandis  que  l'unité 
pour  les  grains,  de  lo  hinnus,  porte  deux  noms  que  M.  Eisenlohr 
croit  pouvoir  lire  besha  et  auit,  rappelant  assez  les  noms  hébreux 
de  bath  (liquides)  et  epha  (grains),  lesquels  contenaient  également 
lo  hin.  Cette  Table  est  intéressante  pour  la  métrologie.  Pour 
l'Arithmétique,  elle  permet  de  déterminer  la  valeur  des  signes  qui 
représentent  les  multiples  et  les  fractions  de  l'étalon  pour  les  grains. 

Enfin  trois  problèmes  assez  longs  dans  lesquels,  suivant  M.  Eisen- 
lohr, l'auteur  enseignerait  la  manière  de  calculer  la  nourriture  des 
oies  et  des  bœufs. 

Tel  est,  en  résumé,  le  contenu  de  ce  curieux  Ouvrage,  intéressant 
encore  une  fois  par  les  détails  qu'il  nous  fournit  svœ  la  manière 
dont  se  pratiquaient  les  calculs  arithmétiques  à  une  époque  bien 
antérieure  à  aucun  des  documents  de  ce  genre  qui  nous  soient  par- 
venus de  la  Grèce.  Les  historiens  des  Mathématiques  pourront  y 
puiser  des  renseignements  intéressants;  mais  ils  devront,  s'ils  re- 
courent seulement  à  la  traduction  résumée  par  laquelle  M.  Eisen- 
lohr termine  son  commentaire,  sans  consulter  ce  commentaire 
lui-même,  se  rappeler  que,  en  plus  d'un  point,  la  traduction  du 
texte  est  loin  d'être  encore  certaine.  Seule  l'interprétation  des 
calculs  est  faite  avec  une  exactitude  scrupuleuse,  et,  n'y  eùt-il  que 
cela,  le  traducteur  allemand  aurait  déjà  mérité  de  la  Science  ;  d'au- 
tant mieux,  et  il  faut  lui  rendre  ici  hautement  cette  justice,  qu'il 


\ 
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a  su,  avec  un  vrai  talent  divinatoire,  débrouiller  renchainement 
des  calculs,  entassés  sans  ordre  dans  le  papyrus  original,  et  souvent 
transposés  fort  loin  de  la  place  où  ils  devraient  raisonnablement  se 
trouver. 


Sur  des  /onctions  analogues  à  celles  de  Sturm; 

par  M.  LraoNniER. 

(Séance  du  i3  férrier  1878.} 

Soient  ¥[x)^f(x)  deux  fonctions  entières  de  x^  a  et  6  deux  in- 
déterminées ou  deux  nombres  pris  à  volonté,  qui  toutefois  n'an- 
nulent pas  y(x). 

Si  Ton  pose 

F(^)  =f[x)  [-kx  -H  ^)  -  (a:  -  a)  {a:  -  h)f,[x), 

la  fonction  fx  [x)  est  entière,  quand  X  et  /x  se'  déterminent  par  les 

deux  conditions 

F(«)=/(a)(Xa  +  ^), 

Par  l'élimination  de  X  et  de  /x,  en  faisant 

[x  —  a)  (a;  —  h)fx  [x]  =  u. 


il  s'ensuit 


d'où 


u-h¥(x)  xf(x)  f[x) 
F(«)  af[a)  f[a) 
F  (6)     bf(b)    f[b) 


=0, 


u{a-h)f[a)f[b) 


=  0, 


(«) 


V[x)  xf[x)  f(x) 
F(«)  af[a)  f[a) 
F(6)     bf[b)    f[b) 

u[a  -  b)f[a]f{b]  +  [a~  b]f[a)f{b)  V[x) 

-[x-b]  ¥(a)f(b)f(x)  +  {x-  a)¥(b)f(a)f(x)  =  o, 

u  =  {x  —  a)(x—  b)  /,  (x) 

—  nx)  -r-  f[x)\'^-^  ^Lzl^m  %ILl\ 


n  (*l  h  supposés  diilércnts. 
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Si  les  coefficients  sont  réels  dans  F{x)  eif\x)^  qu'on  prenne 

a  =  a-f-pi,     6=:  a— (3/, 


en  faisant 


F(a-f-j3i)  =  P-f-Qi,      f[oL^^i)  =  p^qi, 


on  obtient 


Qp) 


Y  (a)  x—b      V[b)  x—a  _  (3(P/>  +  Qç)  —  (x  — a)(Pj- 
f[a)a-b^  f[b)'b-a-  >(/>'+?') 

et  par  suite 

C'est,  en  particulier,  pour  a  4- 13 1  ^  i, 

,   (  {x*+i){p'  +  q')f,[x) 


{^) 


avec 


=  _(p.+  ,.)F(x)4-/(x)[P/,  +  Q7-x(P?-Q/»)]. 


P  =  F,(-i),     Q=F,(-i),    />=/(-!),     î=/,(-i). 


si  Ton  a 

F(x)  =  F.(a:')-+-a;F,(^'),    /(x)  =/.(x')  +  x/^i^'). 

En  prenant  a  =  6,  et  posant  ainsi 

Y[x)  =f{x)  (lx  +  fx)-(x-  aYf,  [X], 

la  fonction /i (x)  sera  également  entière,  quand  X  et  [i  seront 
donnés  par 

F(a)=/(«)(Xa  +  f.), 

F'(a)  =  X[/(a) +«/'(«)] +  (./'(«); 
(1*011  résulte,  en  faisant  a  =  (x  —  ^*)*yi  (•^)9 


u^F{x)  xf[x)  f[x] 

F  (a)  .£/(«)  f[a] 


-o, 
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par  suite 


«  +  F(^;     [x-a]f[x)     f[x] 
F  .fl)  o  /  [a] 

r'(«)  /(«)  /'(«) 


=  o. 


(3) 


«/(«,=- F (x)/(«) 

+/W I  F(a)/(a)  -  (X  -  a)  [F (a)/ (a)  -  F»/(a)]j 


^[x-aYf{a]  f,[x)=.... 


Delà 


(3)'  U'/{o)'y;(x)=-F(x)/(o)' 

(  +/W!F(o)/(o)-x[F(o)/'(o)  -  F'(o)/(o)]}, 

pourvu  qucy(o)  soit  diiFérent  de  zéro. 

D'après  les  formules  (2)  et  (3),  si  Ton  pose 

{p>+q^)V[x)=f[x)[lx  +  p.)-{{x-»Y-P']f,[x) 
et 


f^a]  Y[x)  ^f{x)  [-kx  +  fi.)  -  (X  -  aYf, [x). 


on  a 


(  [{X -«)'+ |3']/.(x)  =-{;,'+ ç»)  F(x)  4-/(x)  [P;,  +  Q9  - (X  -  a)  ^^^] , 
î"j  {x-aYf.{x)^-[f[a)YV[x) 

'  +/(x)  |F(a)/(ai  ~[x-a)  [F (a)/' (a)  -  F'(û)/(a)]| . 

Il  est  à  reinanjuer  que  la  formule  (3),  quaud  on  fait  tendre  le 
module  de  a  vits  riniiui,  donne  un  résultat  qui  revient  au  reste, 
changé  de  signe,  que  donne  la  division  de  V(,v)  par  /'(jc),  au  cas  de 

F[x)  —  Ax'"    -f-  A,  .r^-'  -h . . . , 
f[x]  ~-  Ux^  *-h  B,.r*- 


«— j 


En  lîrtet,  on  a  pour  lors 

\x^aVjx-^x\-    --V[x\-\-  f[X'\     -X       -----         ■  -— ^  ■■-  V- 

L  M 

Vyt]f[a\-\-aV[a]f(a]--nV'[a]f(a] 


-} 


J 


--  —  ¥.x   \-  f\'i') 


—  .r 


-I 


B^  «="'-' 

A.B—  AB,)rP"  -  4  . .  . 


Dans  celLi!  égaliti^,  lu  second  uic-aibre,  quanti 
vers  00  ,  a  pour  limite 

A,B-AB,\ 


lodulo  de  a  lend 


-Fl« 


^/(-)(ij- 


-;■ 


ce  qui  est  \k  resle, 

En  désignant  ce  résultat  par  V,,  un  a  ainsi 


gé  de  signe,  de  la  division  de  F{j:)  par 


fA')=T, 


■1 


par  où  l'on  voit  que  à'fi  {x)  a  pour  lituite  V, .  Le  procédé  de  la  di- 
vision répond  en  conséquence  à  l'Iiypotlicse  de  n  =  ±  oo  . 

A  la  place  des  tormules  qui  précédent,  on  peut  en  établir  d'autres 
qui  dépendent  d'un  plus  grand  nombre  d'iodé termî nées,  en  faisaul 
varier  le  nombre  de»  indéterminées  distinctes  et  leur  degré  de  mul- 
tiplicité. 

Par  exemple,  en  prenant 


ura 


F{x}  x'f(x]  xf[x)  Six] 

F(»)  »■/(«)  afia)  fia) 

F(t)  b-m  bf[b]  f{b] 

F|c]  «'/(c)  cf{c)  fie] 


,.[a-b][a-c){b-c)f{a]mf[c] 

V[x]     [x-aYf{x)     [x-a)flx)  f[x] 

_     FM              o                      o  /M 

F  (6)     (6 -«)•/(*]     [b-a]f[b)  f{b) 

F  M     {c.-aYf[c]     (c-a]/H  f[c] 

Pour  U!=  {x  —  (i)'yi [x],  on  aurait 

»  +  FW                      x'f[x]  xf[x)  f[x\ 

F  [a]                      «'/(o)  af[a]  f  [a] 

F  [a]            ^afia]-^a-fla)  na)  +  af{a\  /' ;») 

F»  ,/i»)  +  4n/'iV. -t<r«l  7/':n  +(./•,»  /-V, 


d'où 


2w/(«)  = 
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FW 

(^  -  aYf(x) 

(x-rt)/(x) 

/w 

F  (a) 

o 

o 

/(«) 

F' (a) 

o 

/(«) 

/'(«) 

r(a) 

-  .t 

2/(«) 

— 3 

^/'(«) 

/"(«) 

2 (x  -  a)»/. (x)/(a)  ^-2f[a)  [V{x)f{a)-f{x)¥[a)] 

-  (x-aYf[x)f{a)[F[a]f''[a)  -f[a)  V[a]\ 
H-  2(;r  -  a]f[x){E[a)f{a)  -  F'(fl)/(«)] 
X[(:r -«)/'(«) -/(a)]. 

Les  formules  que  nous  avons  ainsi  établies  peuvent  servir  à  la  re- 
cherche du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  entiers 
en  JT,  lorsque  les  coefficients  y  sont  numériques,  et,  en  s'appliquant 
à  deux  polynômes  dont  Tun  soit  la  dérivée  de  l'autre,  peuvent  con- 
duire à  des  séries  de  polynômes  susceptibles  de  remplacer  la  série 
des  fonctions  de  Sturni. 

Reprenons,  en  effet,  l'égalité 


ou 


Y[x)  =  [Ix  -f.  ^]f[x)  -  (^  -  aYMx). 


Si  ni  rt,  ni  i,  n'annule /"(x),  les  diviseurs  communs  de  F(j:)  et 
f\x)  sont  les  mêmes  que  ceux  dey(j:)  et  /J  (jr). 

Lorsque  F(x)  est  du  degré  m,  et  y (jr)  d'un  degré  inférieur,  le 
degré  àej\  (x)  est  m  —  a  au  plus.  Quand  f{x)  est  comme  F(x)  du 
degré  m,  le  degré  de/J  [x)  est  m  —  i ,  et  s\^f{x)  étant  du  degré  m, 
F(x)  est  d'un  degré  moindre,  c'est  encore  du  degré  m —  i  que  se 
trouveyi(a:). 

D'après  cela,  en  remplaçant  F(x)  paryi(a:),  puis  en  continuant 
de  la  même  manière  jusqu'à  un  résultat  constant  ou  nul,  soit  qu'on 
emploie  à  chaque  calcul  d'une  nouvelle  fonction  les  mômes  nom- 
bres a  et  A,  soit  qu'on  les  change,  on  arrivera  à  connaître  le  plus 
grand  commun  diviseur. 

Si  au  point  de  départ /"(x)  est  la  dérivée  de  F(x),  ces  polynômes 
¥{x)^  f  (x)  et  les  suivants /J  (x),yi(a:),  ...  constitueront  une  suite 
de  polynômes  jouissant  des  mômes  propriétés  que  les  fonctions  de 
Slurm  à  l'égard  de  valeurs  de  x  situées  d'un  môme  côté  des  nom- 
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bres  aet  t,  9  l'yard  de  valeurs  ridïU^  de  x  qnekooqiies.  si  a  et  ^ 
MDt  des  iMMnbro  im^niaires  conjagués  oo  des  nombres  réels  égaux, 
aacn  d'eax  d'aiDears  ne  devant  annolery  x  . 
GMiinie  exemple,  sons  ce  rapport,  prenons 

¥x=    x-—    jr*-    X*— X»  — jr*— X  — I, 
/x  =6x*-i-5x*— 4x»-h2x— I. 

En  osant  de  la  fbrmnle  '  3/,  on  a 

x*/  X  =— ;x--Kx*— X*— X'H-X»— X  — I 

-K  6x*-h5x*  —  ^x*—  Sje'-^^x  —  i    —  i  —  x 

^  —  7X' —  la  X*-*-  i8x*, 

d'oà 

ft{xi  =  —  7x*  —  lax*  H-  8x. 

Qn  m  pose,  en  second  lien, 

F;x;=     6x*-+-  5x*  — 4**— ^**-'*^-'^  — '» 
/'xj  =  —  7x* —  i2x'-*-8x, 

et  qn'on  diserYe  qn'on  a 

F(-i;=-3,    /,-,;=- 3. 

F:-i:=        6,     /'[-!=        O. 

on  trouvera 

(x-*-i)»/,(xj  =— {6x*-h5x*— 4^— ^^-»-  2X-— 1.9 

-H  (— 7x*H-i2x*-f-8x;[9— ^x  —  i  i8], 

i  X  ^  I ,»/,  x;  =—    6i»  -  5x*H-  4x^4-  3x^—  2X  H-  I 

-t-(7x*-f-iax*— 8x)(i  -hax 

=:  8x* -h  aÔX* H-  l6x*—  lOX'—  lOXH-  I. 

Ile  là 

fj(x}  =  8x»-f-  iOX*—  I2X  H-  i . 

Soit,  en  troisième  lien, 

F(x)  = —  7x* —  I2X*-*-  8x, 
/(x)  =      8x»-hiox»— l7.X-f-I, 

puis 

F(-i=-3,     /i-i   :^      i5, 
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il  s'ensuit 

3 

-f-  {8x>-f-  io:c»— i2j:-f- 1)[—  3.i5—  [x  -{-1)3.8], 

}(x  -m)'/,(jc)  =  (7^*+  i2j:*—  Sx)'jS 

—  (8j:^-4-ioj:»— i2j;-hi)(8j;  —  23) 

:=  46iar*-f-  636:c'-+-  i34^'--  332  j;  —  23, 

d'où 

/^(x)  =46ij:'—  286  jt  —  23. 


Faisant  là 


F(:c)  =8x*-f-  loor'—  120:4-1, 
y*(jr)  =:  46i:c'  —  2860;  —  23, 


on  a 


F(o)  =  i,  /(o)  =  -    33, 

F'(o)=-,2,     /'{o)=:^286, 

x^f^(x)  =—  (8x'H-  loj;*—  I2XH-  ijSag 

4-  (46i:r'-  286:f  —  23)  (~  23  -+-  562x) 
=  25485ojr*—  176625a?*, 

de  sorte  que 

fi(x)  =  25485ox  — 176625, 

ou  mieux 

ft  (x)  =  33980?  —  2355; 

puis  par 

F(x)  =z/{6ix^—  2860:—  23,  F  (i)  =  i52,  /(i)  =  1043, 
/(o:)  =  33980:  -  2355,     F'(i)=636,  /'(i)  =  3398, 

on  obtient 

[x  —  lYfi(x)  =  (—  4610:» 4-  2860:  4-  23)1087849 

4-  (33980:  —  2355)(i  1684  4- 1468520?) 
=  —  24959.930?*  4-  49905860?  —  2495293, 

d'où 

fjx)——  2495293. 

De  gros  coeflicients,  h  mesure  qu'on  avance,  paraissent  inévî- 
lal)lcs;  les  suppressions  de  facteurs  communs  sont  accidentelles, 
toujours  avantageuses.  Il  y  a  à  chaque  opération  un  contrôle  des 
calculs  qui  sVlcnd  à  tous  les  croefricienls,  pour  peu  qu'on  recoure  a 
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^ 


d'autres  nombres  auxiliaires  que  zéro,  ce  qui  est  chose  précieuse. 
Cependant  la  méthode  de  calcul  par  des  déterminants,  à  laquelle 
j'ai  été  conduit  par  d'autres  considérations,  me  parait  en  général 
préférable  ^  elle  se  distingue  surtout  par  son  heureuse  application 
à  la  résolution  de  deux  équations  entières  en  x  et  y. 


Note  sur  la  Géométrie  des  quinconces  ;  par  M.  Laisakt. 

(Séance  du  i3  février  1878.) 

Dans  une  Communication  faite  à  la  Société  mathématique  le 
7  novembre  1877  [Bulletin,  t.  VI,  p.  9),  M.  Éd.  Lucas  a  énoncé 
et  démontré  le  théorème  suivant  : 

Les  centres  de  trois  cases  quelconques  d'un  échiquier  de  gran- 
deur quelconque  ne  sont  jamais  situés  aux  sommets  d'un  triangle 
équilatéral  ou  d'un  hexagone  régulier, 

La  démonstration  très-ingénieuse  de  M.  Lucas  repose  sur  une 
remarque  géométrique  préliminaire  et  sur  un  théorème  relatif  aux 
sommes  de  deux  carrés.  Je  crois  qu'il  est  possible  de  la  rendre 
beaucoup  plus  élémentaire  et  de  généraliser  en  môme  temps  le  ré- 
sultat obtenu. 

n  est  visible,  en  effet,  en  prenant  un  sommet  A  du  triangle  pour 
origine,  et  traçant  deux  axes  AX,  AY  parallèles  aux  côtés  des  cases, 
que  les  coordonnées  des  deux  autres  sommets  B  et  C  seront  expri- 
mées par  des  nombres  entiers,  si  Ton  adopte  pour  unité  de  longueur 
le  côté  d'une  case.  Par  conséquent,  la  tangente  de  l'angle  BAX  sera 

de  la  forme  —  >  et  celle  de  l'ande  CAX  sera  de  la  forme  —  9  /,  m, 

m  ^  /?/, 

/i,  mi  étant  entiers. 

Or,  l'angle  A  du  triangle  ABC  étant  égal,  soit  à  la  somme,  soit  à 
la  diffërcDce  de  BAX,  CAX,  nous  aurons 


tangA 


m       m,  /m,  -f-  m/,        p 
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ou  bien 

.        m       m,        //ni  —  m/,        p' 
langA  = —  =  =  ^, 

l/i  /7l/71|  -4-  «Il  (7 

c'est-à-dire  que  la  tangente  de  l'angle  A  est  nécessairement  com* 
mcnsurable. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  plus  général  que 
celui  de  M.  Lucas,  qui  n'en  est  qu'un  corollaire  : 

Tout  triangle,  ayant  pour  sommets  les  centres  de  trois  cases 
quelconques  d'un  échiquier  de  grandeur  quelconque ,  présente 
trois  angles  dont  les  tangentes  sont  commensurables. 

Appelons  figure  inscriptible  dans  l'échiquier  une  figure  com- 
posée de  lignes  droites  passant  chacune  p^r  deux  centres  de  cases. 
Il  est  clair  que  la  propriété  s'applique  à  deux  droites  quelconques 
d'une  figure  inscriptible. 

La  hauteur  AH  d'un  triangle  inscriptible  divise  la  base  BC  en 

deux  segments  dont  le  rapport  est  commensurable  \  car,  j^  =  tang  C 
et  :^  ==  tangB  étant  commensurables,  il  en  sera  de  même  du  rap- 

port  rT|î  de  ces  deux  tangentes. 

Les  carrés  des  côtés  d'un  triangle  inscriptible  (et  par  suite  les 
carrés  des  côtés  et  des  diagonales  d'un  polygone  inscriptible)  sont 
commensurables  entre  eux.  En  effet,  si  nous  appelons  j^j,  j^i,  a:,,  j^,, 
Xs,  7s  les  coordonnées  des  trois  sommets,  les  carrés  des  côtés  sont 

c'est-à-dire  que  ces  carrés  sont  exprimés  par  des  nombres  entiers. 

On  pourrait  sans  doute  établir  encore  de  nombreuses  propriétés 
de  ces  figures  inscriptibles,  et  il  est  probable  que  quelques-unes 
d'entre  elles  seraient  de  nature  à  fournir  des  théorèmes  sur  les 
nombres. 

Il  y  a  lieu,  du  reste,  de  remarquer  le  lien  qui  rattache  l'étude 
de  cette  Géométrie  des  quinconces  avec  celle  des  nombres  com- 
plexes de  la  forme  x-hji'i  x  et  r  étant  des  nombres  entiers.  En 


choisissant  les  axus  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  tout  centre 
(le  case  se  trouve,  en  effet,  avoir  des  coordonuées  x  et  j-  représen- 
tées par  des  nombres  entiers. 

Par  exemple,  ce  tUéorème  bien  connu  que  rappelle  M.  Lucas  : 
Le  produit  d'une  somme  de  deux  carrés  par  une  somme  de  deux 
carrés  est  une  somme  de  deux  carrés,  résulte  iuimédiateaient  de 
la  coiisidératîoQ  suivanlo.  Soient  01  une  longueur  égale  à  l'unité 
portée  sur  l'axe  des  x  à  partir  de  l'origine,  A  et  B  deux  centres  de 
cases;  si  l'on  construit  le  triangle  OBC  directement  semblable  à 
OIA,  C  sera  encore  un  centre  de  case. 

Algébriquement  : 

z  cl  u  étant  entiers,  si  .r^j,  x',  y'  le  sont;  d'où 

relation  qui  correspond  à  OA*.OB'  ^  OC*. 
On  sait  que 

z  =  xx'~jj',    u  =  xy'  +  x'r. 

Comirie  cas  particulier,  si  j-x*^  >->-',  le  produit  (x*-+-  r'){-i"4-  l'*) 
est  un  carré  parfait. 

Les  considérations  relatives  à  cet  ordre  d'idées  seraient  peut-être 
d'uD  certain  secours  dans  ta  théorie  des  nombres,  et  pourraient 
fournir  la  matière  de  recherches  intéressantes. 


Représentation  graphique  de  la  résolution  en  nombres  entiers 

de  i'éijuation  indéterminée  ax  -Y-bj  =  c\ 

par  M.  C.  DB  PoLicHAC. 

(Séance  du  j  a<rril  1877.) 

La  considération  d'un  réseau  orthogonal  ou  échiquier  indéfini  a 
déjà  été  utilisée  dans  des  Communications  antérieures  (').  Je  me 
propose  d'en  faire  ici  une  nouvelle  application. 

(■)  EnOVJiKD  Locàî,  Théorimet  sur  la  Géométrie  dci  quinronccs,  séance  du  7  iii>- 
Tcmbr«  1877.  —  LtiitHT,  aar  la  mtmo  qiicsUon,  •éance  du  13  février  1S7S. 


-  i39  - 

Le  réseau  étant  supposé  tracé,  deux  de  ses  lignes  orthogonales 
sont  prises  pour  axes,  et  chaque  sommet  est  affecté  d'un  nombre 
égal  à  la  somme  de  ses  coordonnées  prises  avec  leurs  signes. 

Les  nombfes  égaux  sont  disposés  sur  les  diagonales  parallèles  «i 
la  bissectrice  j^  =  —  x,  que  nous  appellerons,  pour  abréger,  diago* 
nales  négatwes. 

Résoudre  graphiquement  l'équation  a  j:  -+-  hj  =  c  revient  à  par- 
tager l'échiquier  en  un  nombre  indéfini  de  rectangles  élémentaires 
ayant  pour  côté  horizontal  a  et  pour  côté  vertical  &,  et  à  chercher 
les  sommets  de  ces  rectangles  qui  se  trouvent  sur  la  diagonale  ne" 
gatwe  c. 

En  particulier,  les  solutions  positives  seront  comprises  dans 
l'angle  des  directions  positives  des  axes. 

Bornons-nous  à  la  recherche  de  ces  dernières,  et  supposons  a 
et  b  premiers  entre  eux  et  a<!^b. 

Il  suffira  de  déterminer  le  sommet-solution  le  plus  voisin  del'axe  des 
X,  Des  raisons  de  symétrie  évidentes  feront  de  suite  obtenir  les  autres. 

Soient  R,  R'  les  deux  sommets  de  rectangles  élémentaires  (i,  e 
les  deux  multiples  de  a)  entre  lesquels  passe  la  diagonale  e  sur  l'axe 
des  X,  Construisons  les  deux  triangles  égaux  ABR,  A'B'R',  dans 
lesquels  les  côtés  de  l'angle  droit  sont  égaux  à  ab.  Soit  I  le  sommet- 
solution  le  plus  voisin  de  l'axe  des  x.  On  a 

où  (3  est  un  nombre  entier.  D'ailleurs 

HI  =  Hc=:--f.HR=:Rc, 

a 

où  HR  égale  un  multiple  de  a  =  ^a.  Or,  en  estimant  les  longueurs 
à  partir  de  l'origine  O,  on  aura 

Oc  =  c    et    Rc  =  R^-]> 

en  désignant  ainsi  le  reste  de  la  dwision  de  c  par  a. 
Il  vient  donc 

(ï)  I  c 

^  '  '  6ô-aa  =  R~, 

^  a 


-  160  - 
où  la  solution  en  nombres  positifs  de  l'équation  indéterminée 

ax  -h  bjr=c 

est  ramenée  à  celle  de  Téquation  (i).  Tel  est  le  résultat  arithmé- 
tique auquel  nous  conduit  l'inspection  de  l'échiquier*  On  aura 
j^  =  j3,  solution  minima  pour  y. 

Nombre  de  solutions  positives.  —  On  obtiendra  la  seconde  so- 
lution positive  en  faisant  glisser  le  triangle  A'B^R'  le  long  de  son 
hypoténuse,  de  façon  à  amener  le  point  R''  en  B^  Le  point  I  viendra 
se  placer  sur  un  autre  sommet-solution,  dont  la  distance  à  l'axe 
-  des  X  sera  évidemment  donnée  par  la  formule 

6^,=  6p-4-afc,     d'où    j^,=  p -+-«  =  /, -4- ûf, 

et  ainsi  de  suite. 

Désignons  maintenant  par  Q  un  point  pris  sur  Taxe  des  x  tel  que 


OQ 


=  [^]a6,     ..., 


c'est-à-dire  le  produit  de  ab  par  le  quotient  entier  de  c  par  ah. 
On  vérifiera  aisément  par  le  même  procédé  de  glissement  que,  si  la 
première  solution  I  tombe  à  gauche  de  la  verticale  passant  par  Q, 
le  nombre  des  solutions  positives  sera 


m 


Si  I  tombe  à  droite  de  cette  verticale,  il  sera 


m- 


de  même  si  I  tombe  sur  la  verticale. 

Sur  la  figure,  cette  condition  s'exprime  par 

cQ>cH, 

c'est-à-dire 

cQ>HI    ou    cQ>6P; 


mais,  par  construction, 


^<^=«â 
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On  aura  donc  un  nombre  de  solutions  1  -  /  1  -^  <  lorsque 

Donc,  si  Ton  emploie  le  mode  de  résolution  suggéré  par  la  considé- 
ration de  l'échiquier,  à  savoir  : 

Diviser  par  a  les  multiples  successifs  de  b 

bf  aft,  3ft,   ...»  (a—  i)ft, 

jusqu'à  ce  qu'on  en  rencontre  un  qui  donne  pour  reste 

r(^V     d'où    6p=fla-t-R(^V 

On  aura  en  même  temps  la  solution  minimum  pour  ^  et  le  nombre 
des  solutions  positives  par  la  condition  (a). 
On  peut  montrer  que,  dans  le  cas  général  où 

D  étant  le  plus  grand  commun  diviseur,  le  nombre  des  solutions 
positives  est  toujours  donné  par  la  formule 


.JM... 


oiiy  désigne  la  solution  minimum  positive  pour  y. 

Voici  une  autre  application  de  Téchiquier  : 

Joignons  deux  sommets  M  et  A,  et  supposons  que  la  ligne  MA  ne 
rencontre  aucun  autre  sommet  dans  l'intervalle.  L'abscisse  et  Tor- 
donnéedu  point  M,  rapportées  au  point  A  comme  origine,  seront 
deux  nombres  x  =  a^j  =  c^  premiers  entre  eux.  Prenons-les  po- 
sitifs tous  les  deux,  et  menons  par  le  point  M  une  droite  per[>endi- 
culaire  à  MA.  Elle  rencontrera  un  sommet  B  tel, que  les  coordonnées 
de  M  par  rapport  à  B  seront 

Prolongeons  les  deux  droites  MA,  MB  indéOniment.  Les  .sommets 

VI.  II 


i;  rHtliKju: 
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]iitrés  par  MA,  savoir 
A,  A„  A..   .... 

seront  situes  sur  des  horizontales  JodI  les  distances  verticales  au 
pointM  sont  respectivement 

a*,  aa',  3a' aa' . 

De  Diijinc  les  sommets  rencontrés  par  MB  seront  à  des  distances 
verticales  di;  M,  rcspeclîvcment  égales  à 

H,  la,  3rt,   . . .,  a'a. 

Les  nombres  a  et  a'  étant  premiers  entre  eux,  les  dcnx  côtés  de 
l'angle  droit  MA,  MB  ne  &' appuieront  sur  la  même  liorizonUle  qu'jt 
la  distance  aa'  du  point  M.' 

Soient  L,  L'  les  soomicts  où  MA  et  MB  rencontrent  celte  hori- 
zontale commune,  H  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  (lu 
point  M.  Ou  voit  facilement,  d'après  la  remarque  préccdenW,  que 

HL  =  a'.     HL=fl'; 

donc 

LL'  =  fl'-*-(i". 

Donc,  si  l'on  prend  pour  diamètre  d'un  ccrctc  la  distance  de  deux 
sommets  situés  sur  une  mùme  ligne  horizontale,  si  le  cercle  passe 
par  un  autre  sommet  de  l'échiquier,  le  diamètre  sera  déeomposable 
en  la  somme  de  deux  carrés. 

Supposons  que  ce  diamètre  soit  un  nombre  pair  a/--,  l'équation 
du  cercle 

x^  +  y'=l'' 

sera  satisfaite  en  nombres  entiers  par  les  coordounées  du  point  M. 
D'ailleurs  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  MA  rencon- 
trera celte  droite  en  un  point  W  qui  sera  nécessairement  un  sommet 
de  l'échiquier.  Doue,  par  la  remarque  précédente,  /'  sera  déeompo- 
sable en  la  somme  de  deux  carrés.  On  voit  que  l'écbiquier  sert  à 
démontrer  celte  propriété,  à  savoir  que,  si  un  carré  est  é^al  à  la 
somme  de  deux  carrés,  sa  racine  est  égale  à  la  soiiune  de  daux 
carrés. 

Autrement  dit,  toutes  les  solutions  de 


sont  contenues  dans  Fidcntité 

Enfin  on  a  démontré  que  la  perpendiculaire  MH,  abaissée  sur  le 
diamètre,  est  égale  à  ad.  On  a  donc 

mh'=hlxhl'. 

Cette  propriété  élémentaire  du  cercle  ne  dépend  donc,  en  défini- 
tive, que  du  fait  que  le  plus  petit  multiple  de  deux  nombres  pre- 
miers entre  eux  est  égale  à  leur  produit. 


Sur  le  développement  de  la  fonction  elliptique  y^[x)  suiifant  les 
puissances  croissantes  du  module;  par  M.  Désiré  Audré. 

(Séance  du  lo  avril  1878.) 

I.  Dans  le  développement,  suivant  les  puissances  du  module  A, 
de  la  fonction  elliptique  fx(x),  les  coefficients  des  puissances  succes- 
sives de  k  sont  des  fonctions  de  x. 

Nous  nous  proposons,  dans  la  présente  Note,  de  dé  termineur  la 
forme  générale  de  ces  fonctions. 

II.  Pour  y  parvenir,  nous  partons  de  l'équation  connue 
que  nous  écrivons  sous  cette  forme 

et  nous  posons  simultanément 

(  2  )  ,'Jl  —  f ,  H-   i',  /i  "  -4-   f a  /f*  -h   fa  /i*  -h 

(3)  |UL>:z:zVo-hV./i»-hV,A*H-V3/i«-t- 

En  portant  ces  développements  dans  l'équation  (i),  puis  égalant 
aux  deux  membres  de  cette  écjuatîon  les  coefficients  de  A*',  nous  ob- 


tenons  l'é(]ualion  dillëri-uliellc 


-,-?.V,-,, 


qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  unlièi 
si  Ton  couvieut  de  regarder  coiuine  nulles 

ni.  Cette  équatio 


jt  non  négatives  de 
xpressioas  v_,  et  V_ 

(4)  nous  donne  immédiatement 

Cl  '-■  c.osx; 


de  plus,  elle  nous  permet  de  calculer,  de  proche  en  proebe,  les 
Ibnciions  i',,  v,,  ■  ■  ■  i  dont  nous  cheri'hons  à  déterminer  la  forme. 
Supposons,  en  cllct,  connues  toutes  les  quantités  v^,  c,  ^  t',,  .... 
i',_i,  c'esi-à-dirc  tous  les  f  dont  l'îiidicc  est  inférieur  à  (.  Nous 
pouvons  immédiatement  calculer  V,_,,  qui  ne  dépend  que  de  ces 
V,  et  qui  est  lié  à  eux  par  l'équatiou 


V,_, 


(' 


^.1. 


;3(-'3-4A)Vji.v-, 


laquelle  se  déduit  très- facile  me  ni  des  égalités  (a)  et  (3). 

Or,  V,_|  calculé,  f,  s'obtient  aussitôt;  car  ou  tire  sans  peine,  de 
l'équation  (4),  la  formule 


(6) 


~'V,_,)cosxdx 
-  V,_,)sinx</x. 


IV.  Pour  revenir  à  la  forme  des  coefficients  considérés,  appli- 
quons les  formules  (5)  et  (6)  au  calcul  des  quantités  i-,  et  c,,  puis 
écrivons  les  résultats  que  nous  obtenons  au-dessous  de  l'expi-ession 
déjà  trouvée  pour  c,  ;  nous  formons  le  tableau 

V,^  COSiT, 

v,=  --:[—  cosar-i 


.(4sin^ 


8cos3;>;  H 
sin3a:)    - 
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Lu  examen  attentif  de  ces  expressions  de  v^,  i^,,  r,  nous  conduit 
à  poser 

(7)        Vt  =  lpijx^' cos{2J  -h  i)x  -hlqi,fX'*-*'*  sin(ay  -f-  i)x, 

Piyi  ^t  qi^j  étant  des  constantes,  i  et  y  des  entiers  non  négatifs,  et  les 
S  s'étendant,  Je  premier  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  entiers  1 
et  y  qui  satisfont  à  la  condition  ai -f-y  5^,  et  le  second  a  tous  les 
systèmes  tels  que  l'on  ait 

21  -h  I  -^j<t. 

V.  Mais  cette  égalité  (7),  prise  dans  toute  sa  généralité,  n'est 
écrite  que  par  induction.  Vraie  évidemment  pour  v^^  i'i,  r,,  on  peut 
douter  qu'elle  le  soit  pour  les  coellicients  suivants.  Elle  Test  cepen- 
dant, et  non-seulement  pour  les  premiers  de  ces  coefficients,  mais 
pour  tous,  de  façon  qu'elle  exprime  la  forme  générale  des  fonc- 
tions r  et  résout  notre  problème.  On  le  démontre  en  établissant,  à 
Taîde  des  formules  (5)  et  (6),  que,  si  elle  est  exacte  pour  tous  les 
coefficients  i^  dont  l'indice  est  inférieur  à  t,  elle  Test  encore  pour 
Vt,  Les  raisonnements  assez  longs  qu'exige  cette  démonstration  nous 
paraissent  faciles^  ils  sont  tout  à  fait  analogues  à  ceux  que  nous 
avons  employés  dans  notre  Mémoire  Sur  le  développement  de  la 

Jonction  elliptique  X  [x)  suiv^ant  les  puissances  croissantes  du  mo^ 
dule, 

VI.  Evidemment,  en  remplaçant  les  sinus  et  cosinus  de  la  for- 
mule (7)  par  leurs  développements  respectifs  suivant  les  puissances 
de  .r,  on  peut  arriver  à  la  forme  des  coefficients  du  développement 
suivant  les  puissances  de  x  de  la  fonction  elliptique  fx(a:).  On  re- 
trouve par  cette  voie,  pour  le  cas  particulier  de  fx(x),  les  résultats 
que  nous  avons  présentés  h  T Académie  des  Sciences  dans  la  séance 
du  10  juillet  }^']6. 


ProMème  Stir  la  équations  génératrKe*  det  sèrus  rrcurrrmta; 
par  M.  Dtsni  Asdié. 


I.  On  sait  qn'on  appeDe  série  récurrente  (oulc  séné  dont  chat 
terme  est  la  somme  d'an  nombre  fiiie  des  termirs  pivcétlvnts  c 
plia  respectivement  par  des  coefficients  coniUnU. 

La  relation  qni  existe  entre  le  terme  général  > ',  et  les  termes  p 
cédents  V_,f  V__„  ...  est  la  loi  delà  série.  Lâgraugea  nommé  f 
éqaatioa  génératrice  de  cette  série  l'équation  en  x  qa'oa  obtient 
en  remplaçant,  danr  la  loi,  V.,  Vb_i,  V_,.  . . .  respcctivcincat  par 
x^^j^'f  :x'~*,  — ,  eten  snpjn-îmant  ensuite  ta  plus  haute  puis- 
sance de  X  qni  se  tronve  en  fkclear  commun  dans  tous  les  termes. 

Une  même  série  récnrrente,  comme  Moivre  l'a  démoatré  <,  *  )  et 
comme  on  peut  le  voir  aisément,  admet  une  inlinîté  du  lois,  cl  par 
suite  nne  infinité  d'équations  génératrices  dJHércntcs.  >'i-au moins, 
comme,  dans  la  présente  Note,  nous  ne  coust durerons  jauiais.  pour 
une  série  récurrente  donnée,  qn'nne  seule  équation  génératrice, 
nous  emploierons  constamment  cette  locution  :  ft-quation  généra- 
trice de  telle  série  récurrente. 

II.  Cela  étant,  voici  le  problème  que  nous  nous  proposons  de 
résoudre  : 

Etant  donnée  mie  relation  linéaire  et  homogène  entre  tes  termes 
V„  V„_,,  V„_,,  .  . .  d'une  série  récurrente  et  les  ternies  U»,  ï-'n—i, 
U„_,,  . . .  d'une  autre  série  récurrente,  en  lai/uelle  relation  tes 
ternies  V  sont  multipliés  par  des  constantes,  et  les  termes  U  pai- 
ries polynômes  entiers  en  a,  déduire  l'équation  génératrice  de  ta 
série  V  de  l'éijuation  génératrice  de  la  série  U. 

Pour  ré  poudre  à  cette  question,  faisons  passer  au  prcnÛLT  membre 
de  la  relation  donnée  tous  les  termes  V,  au  second  tous  les  termes  U, 
appelons  T„  le  premier  membre  de  1d  relation  ainsi  écrite,  cl  désî- 


-  167  - 

gnons  par  i  le  plus  fort  exposant  de  n  dans  les  polynômes  entiers 
en  n  qui  multiplient  les  termes  U.  Soient  d'ailleursy*(j:)  =  o  l'équa- 
tion génératrice  de  la  série  récurrente  U  et  ^{x)  =s  o  l'équation 
génératrice  de  la  série  récurrente  dont  la  loi  serait  T«  =  o,  série 
qu'il  faut  se  garder  de  confondre  avec  la  série  récurrente  V. 

Si  nous  désignons  par  a  l'une  des  racines  de  l'équation  généra- 
trice y*(x)  =  o  et  par  a  le  degré  de  multiplicité  de  cette  racine,  la 
relation  donnée  peut,  comme  on  le  sait,  s'écrire  de  la  manière  sui- 
vante : 

^a  (n)  étant  un  polynôme  entier  en  n  du  degré  a  4-  »  —  i ,  et  S,  re- 
présentant la  somme  des  termes  analogues  à  ^^{n)a*'  qui  corres- 
pondent aux  racines  autres  que  a. 

Remplaçons  n  par  n  —  i,  nous  trouvons  immédiatement 

Retranchons  membre  à  membre  cette  équation,  multipliée  préa- 
lablement par  A,  de  l'équation  qui  précède,  nous  arrivons  à  l'équa- 
tion 

T«- aT,^,  =  (8.- aS^.)  4- A5.(i» -  i)a% 

en  laquelle  S« —  rtS„_i  est  de  même  forme  que  S„  \  où  ^^«('î  —  i), 
diiTérence  première  de  ^«(/i  —  i),  est  encore  un  polynôme  entier 
en  n^  mais  du  degré  oc  -¥•  i  —  a  seulement,  et  où  la  série  récurrente 
déGnie  par  la  loi  T„ —  «T„_i  =  o  a  évidemment  pour  équation  gé- 
nératrice l'équation 

(f{x)(x  —  a)==o. 

Si  nous  répétons  l'opération  que  nous  venons  d'effectuer  a  -t-  »  —  i 
fois  encore,  nous  sommes  conduits  à  la  relation 


Il  H 


en  laquelle  S',  est  de  même  forme  que  S„,  mais  où  le  terme  en  «"  a 
complètement  disparu.  II  suit  d'ailleurs  évidemment  de  ce  qui  pré- 
ccdcî  que  l'équation  génératrice  de  la  série  ayant  pour  loi  T*,,  =  o 
n'est  autre  que  réquatioii 

9  (.r)  (.r  —  «)*"**'  =  o. 


^ 


I)i^  In  celtu  pi-vmiùi'i.*  ootiséqueiice  que,  i|u:)tid  on  iail  dispaj-akrv 
la  racini!  a,  le  preaiiL-r  membre  de  l'équalion  géuéralrice  f{x)  =  o 
vsl  tiuiltiplié  par  (x  —  «)•■•". 

Si  doti^  on  désigae  par  a,  b^c,  . . . ,  /  les  racines  dey{:i:)  ^  o, 
))ar  X,  ^,  y,  .  .  .,X  les  degrés  de  multiplicitc  respectifs  de  ces  ra- 
cines, el  qu'en  opérant  comme  précédemment  ou  les  fasse  dispa- 
l'aitre  louti.-s,  l'équation  fçéiiéralriee  ^(j'I^o  sera  remplacée  par 
l'iquation 

9  (x)  [X  -  «)-+'(.T  -  Aif^'  [X  -  c)'^' ...  (0-  -  /)■"'  =  o. 


ri(J-)  élanl  le  quotieiiL  de  f{x)  par  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  y"(ar)  et  sa  dérivée. 

Cette  équation  génératrice  finale  est  évidemment  l'équation  gé- 
nératrice rliet'cbée  de  la  séiic  récurrente  V.  Donc  on  peut  énoncer 
le  résultat  suivant  : 

Pour  liblenir  les  racines  de  l't-i/uation  génératrice  de  la  sérii- 
réciirrputi:  V,  îf  suffit  di^  jirencln-  :  i°  les  racines  de  t'ètjiiatîwi 
y(x)  ^  o  chacune  avec  son  degré  de  multiplicité  ;  a"  les  racines 
de  iéifuatioit  f{j-)  ^^  o,  en  augmentant  le  degré  de  multiplicité 
de  chacune  d'elles  du  nombre  entier  constant  i. 

III.  On  peut  se  poser  le  même  problème  d'une  manière  plus  gé- 
nérale, en  supposant  que  la  relation  linéaire  et  bomogène  donnée 
présente  dus  termes,  non  plus  de  deux  séries  récurrentes  V  et  U 
seulement,  mais  d'un  nombre  quelconque  de  séries  récurrentes  V, 
U,  T,  S,  R,  .  . . ,  les  termes  V  ayant  toujours  des  coefficients  con- 
stants et  tous  les  autres  étant  multipliés  par  des  polynàmcs  entiers 
en  n.  On  supposera  alors  connues  les  équations  génératrices  de 
toutes  les  séries  autres  que  la  série  V,  et  l'on  se  proposera  d'en  dé- 
duire celle  de  cette  dernière  série- 

Ku  raisonnant  comme  dans  le  pi-oblèuic  particulier  qui  précède, 
on  sL'rail  conduit  très-facilement  à  une  solution  nouvelle,  ne  dilli^ 
r:nit  de  la  précédente  qu'eu  un  seul  point,  à  savoir  :  que  le  poly- 
nijuie  /(a.')  y  serait  rcnijiiacé  parle  plus  petit  commun  multiple  de 
tous  les  polyiiùmes  constituant  les  premiers  membres  des  équations 
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génératrices  connues,  c'est-à-dire  des  équations  génératrices  corres- 
pondant aux  séries  récurrentes  autres  que  la  série  V . 

Par  conséquent,  si  Ton  conserve  à  f  (x)  et  à  i  leurs  significations 
du  problème  précédent,  qu'on  désigne  par  F[x)  le  plus  petit  com- 
mun multiple  dont  nous  venons  de  parler,  et  par  G  (a:)  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  F(x)  et  sa  dérivée,  Téquation  génératrice 
cliercliée  de  la  série  V  sera  l'équation 

II  est  bien  évident  d'ailleurs  que,  dans  beaucoup  de  cas  parti- 
culiers, cette  équation  génératrice  pourra  être  remplacée  par  une 
équation  plus  simple^  mais,  dans  chacun  de  ces  cas,  ces  simplifi- 
cations seront  si  faciles  a  effectuer  qu'il  est  inutile  d^en  présenter 
ici  une  étude  spéciale. 

rV .  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  constamment  supposé 
la  relation  donnée  homogène  par  rapport  aux  termes  des  séries  ré- 
currentes. On  pourrait  généraliser  encore  notre  problème  en  sup- 
posant que  cette  relation  contint  une  partie  indépendante  de  ces 
termes.  Si  Ton  suppose  que  cette  partie  indépendante  soit  simple- 
ment un  polynôme  entier  par  rapport  à  n  et  à  des  exponentielles 
de  la  forme  n",  le  problème  pourra  encore  se  résoudre  comme  le 
pré<*édent. 

Alors,  en  ciTet,  cette  partie  indépendante  est  justement  l'expres- 
sion développée  du  terme  général  d'une  série  récurrente,  et,  de 
cette  expression  développée,  se  déduit  immédiatement,  comme  on 
le  sait,  Téquation  génératrice  de  cette  série.  Le  cas  actuel  rentre 
donc  dans  le  précédent,  et,  par  suite,  il  ne  nécessite  point  une  étude 
nouvelle. 

y.  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  et  de  généraliser 
est  un  problème  d'une  réelle  importance.  Les  développements  d'un 
grand  nombre  de  fonctions  présentent,  en  effet,  comme  nous  l'avons 
établi  (  *  ),  des  coctticicnts  qui  sont  des  termes  de  séries  récurrentes. 
Trouver  les  formes  générales  de  ces  coefRcients,  c'est,  en  définitive, 


r) 


Comptes  rnuliis  tir  V Actulémir  drs  Sciences,  ivaiice  du  ag  octobre  1877. 
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trouTer  les  éqnations  génératrices  de  ces  séries,  et  il  est  cTÎdeDt 
4|ue  la  solatîon  du  problème  actuel  facilite  beaucoup  la  détermina- 
tion de  ces  équations. 


JVote  sur  lin  throrcme  relatif  au  dr placement  d 'une  figure  plane 

dans  son  plan;  par  M.  H.  Liiaité. 


■  Séance  du  lo  avril  iSr^' 


i 


Le  théorème  que  nous  voulons  démontrer  ici  est  le  suivant  : 

Lorsqu  une  figure  plane  se  déplace  dans  son  plan  suivront  une 
loi  quelconque,  si  l'on  considère  à  un  instant  donné  tous  les  points 
situés  sur  une  droite  quelconque  issue  du  centre  instantané  de  ro- 
tation, les  diamètres  des  trajectoires  que  décrispent  ces  points  à 
l'instant  considéré  ensfeloppent  une  conique  inscrite  dans  le  triangle 
rectangle  formé  par  le  diamètre  de  la  circonférence  des  inflejrions 
issu  du  centre  instantané  de  rotation,  par  la  droite  considérée  et 
par  la  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par  son  point  d'in^ 
tersection  a%^ec  la  circonférence  des  inflexions. 

Soient  C  le  centre  instantané  de  rotation,  O  le  centre  de  la  cir- 
conférence des  inilexions,  A  le  point  de  celle  circonférence  diamé- 
tralement opposé  à  C,  CM  la  droite  considérée,  M  un  [>onit  quel- 
conque de  cette  droite,  MP  le  diamèlre  de  la  trajectoire  de  M, 
y  Tangle  que  forme  ce  diamètre  avec  CM,  m  le  point  de  rencontre 
de  CM  avec  la  circonférence  des  indexions,  P  le  point  de  rencontnî 
du  diamètre  MP  avec  la  jierpendiculaire  //lA  h  CM,  .r  la  lon- 
gueur Mw,  r  la  longueur  /nP,  a  le  diamètre  de  la  circonférence 
des  inilexious,  o  le  rayon  de  courbure  en  M  de  la  Irajecloire  de  M, 
A  Tai-e  de  cette  trajectoire,  /*  la  longueur  CM. 

On  a 

•^-^lang-/, 
et  comme,  d'après  une  propriété  connue, 

ils 
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on  en  déduit 

X      Z  ds 

Mais  ou  sait  que  le  rayon  de  courbure  en  un  point  M  est  donné 
par 

^      r— «co»6' 
on  a  donc 

do  = — —  [(r—  acô99)</r  4-  ttOèOda  —  m sln9 ^91. 

Il  faut  calculer  les  quantités  dr^  da  et  dO. 

Or,  à  l'instant  qui  suit  l'instant  considéré,  le  point  O  est  venu 
en  (y,  le  point  C  en  C\  la  droite  (XC  coupe  la  droite  CA  en  un 
point  B,  et,  si  l'on  représente  par  a  l'angle  de  OCX  avec  CC,  par 
delà  longueur CC,  par  b  la  longueur  CB,  on  a 

dr  =  —  dcslnOf 

—  =  OCr sln«e  =i dc^  ■      ■  lûlïgct. 


de 


=  -  (CBC  4-CMC)  =-rfc  (j  4-  î^) 


En  portant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  dp^  on  trouve 

rdc 


dp= 


(r—acosOY 
X  (Sasinôcosô  -hr-^^  sinO  4- r — ^ —  cosOtangaj , 


Remarquons  maintenant  que  l'angle  dont  tourne  la  figure  pour 

passer  de  la  positiou  correspondant  à  C  à  la  position  correspondant 

de 
à  C  est  — »  et  que,  par  suite, 


,  de 

as=z  r  —  ; 
a 


on  a  alors 
dp  n 


ds        !/• — aco^O:^ 

X    ortsinv C0S7  -I-  /• — i —  siny  -h  r — î —  cos 


i^langaj 


-  sînB  -I -  — coseiangar, 

I-  ib  cos0sin(9  +  g) 


Los  quantités  A  et  B  sont  des  coastantes  à  l'instant  considéra,  car 
a,/>  ut  X  sont  les  mêmes  à  cet  instant  pour  Ions  les  points  de  la 
[îgure^  i^t  S  a  la  même  valeur  pour  tous  les  poiuts  de  la  droite  CM. 

Kn  portant  cette  valeur  de  ~  dans  —  i  on  a 


Les  points  M  et  P  décrivent,  par  conséquent,  deux  divisions  liorao- 
grapbiqucs,  et,  dès  lors,  !e  diamètre  MP  enveloppe  une  conique 
tangente  aux  deux  droites  CM  cl  /hP. 

Si  maintenant  nous  cberchons  Je  diamètre  de  la  trajectoire  du 
point  C  considéré  comme  un  point  marqué  de  la  6gure  mobile, 
c'est-à-dire  si  nous  cherchons  la  valeur  de  tangy  pour  x  égal  » 


-  acosO, 


nous  avons,  puisque  r  est  nul, 


=  Ung6; 


le  diamètre  du  point  C  est  donc  CA,  et  par  suite  la  conique  trouvée 
est  tangente  à  cette  droite  CA,  ce  qui  complète  le  théorème  é 
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Sur  diverses  formates  récurrentes  concernant  les  diviseurs 
des  nombres  entiers;  par  M.  Halphen. 

(Séances  du  lo  et  du  t24  ^^ril  1878.) 

1.  J'ai  communiqué  précédemment  à  la  Société  (^)  deux  for- 
mules analogues  à  celle  d'Euler  concernant  les  sommes  des  diviseurs 
des  nombres  entiers.  Comme  la  formule  d'Euler,  ces  nouvelles  for- 
mules, et  beaucoup  d'autres  encore,  se  déduisent  facilement  des 
deux  identités  suivantes,  dues  à  Jacobi  (')  : 

1  =  1  i=~» 

i  =  00  iz=:+  te 

TT(i  -h  ^i2'-o«-«)  (,  _f.  j(«-. )«-!-.)  (,  _  qii»]  —   \   qmi*-^i 

1  =  1  I  =  —  • 

Sans  faire  appel  à  ces  deux  formules,  je  me  propose  actuellement 
d'obtenir  par  des  considérations  purement  arithmétiques  les  résul- 
tats arithmétiques  qu'on  en  peut  faire  découler.  On  pourra  juger 
que  les  considérations  très-simples  dont  je  vais  faire  usage  équi- 
valent entièrement  aux  formules  de  Jacobi,  quand  on  verra  que  ces 
dernières  peuvent  à  leur  tour  s'en  déduire. 

Des  formules  de  Jacobi  on  peut  aussi  tirer  divers  résultats  re- 
latifs à  la  partition  des  nombres,  notamment  de  la  première  des 

deux  formules  pour  le  cas  particulier  /i  =  ->  m=  -y  cas  dans 
lequel  on  a 

—  00 

Ce  résultat  avait  été  trouvé  par  Euler,  qui  en  avait  déduit,  en  pre- 
mier lieu,  la  célèbre  formule  récurrente  concernant  les  sommes  de 
diviseurs  et,  en  second  lieu,  cette  propriété  ;  Le  nombre  des  parti- 
tions d'un  entier  a  en  un  nombre  pair  de  parties  positives  et  iné- 


'      roir  (0  liuUetiii,  t.  V  vi  VI. 
(^  ■     Fiiiniamrnta  noi-o. 
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fÇales  est  .Kupétîeur'  d'une  unilè,  ou  inférieur  d'une  nnilê,  ou  hian 
précisément  égal  au  nombre  des  partitions  du  même  entier  a  en 
un  nombre  impair  de  parties  positives  et  inégales,  suivant  t/ue  a 
.'(3'  +  ''  „..  ^„/,.  /;,..„...  'f3i-.l 


est  de  la  for 


-  ou  de  Iti  f'orn 


I  ou  biei 


itf.il 


d'aucune  de  ces  deux  formes. 

CkUc  proposition  a  tté  démontrt-e  directement  par  Jacob!  ('). 
Je  ne  m'en  occuperai  pas  ici;  ei  j'en  parle  acluelleincnt,  c'est  piiur 
reclilit-r  une  legêru  erreur  qui  s'est  glissée  à  ce  propos  dans  la  bellu 
édition  des  Mémoires  artthmélii/ues  d'Eiiler  (').  Le  commentateur 
y  cite  Jacobi  comme  ayant  démontré  d'une  manière  élémentairL'  la 
loi  tout  extraordinaire  des  nombres  par  rapport  à  lu  somme  de 
leurs  diviseurs,  et  renvoie  au  Mémoire  dans  lec|uel  Jacobi  démontre, 
non  pas  cette  loi,  maïs  le  lliéurème  de  partitions. 

Une  démonstration  aritlimétique  de  la  loi  d'EuIer  était  donc 
encore  à  trouver,  et  c'est  celte  démonstration  que  je  vais  faire  ici. 


2.  Mon  analyse  se  fonde  sur  deux  propriétés  d'u 


Je  considère  les  deux  équations  suivantes  : 
a  —  x''=  (x'—  b)y. 


Toutes  les  lettres  représentent  des  nombres  entiers  : 

a  cl  h  sont  donnés  et  positifs; 

y  ety'  doivent  être  positifs  et  impairs; 

a:  cl  a/  doivent  être,  en  valeur  absolue,  inférieurs  à  y/a. 

Pour  résoudre  en  nombres  entiers  les  équations  (ij  et  (a),  on 
les  écrira 

Soient  J  et  $'  des  diviseurs  de  [a  —  b*)  et  J,,  h\  les  diviseurs 
complémentaires.  Les  solutions  seront  comprises  dans  les  formules 

j:  =  é  —  3,      y  ^      2  6  +  ô,  —  d, 
a:'=  &  4-  3',     y'=:—  26-1-0,—  o'. 


(')  Mathematii 

(')/•■  Eut'"  C 

\i.  Lix  lie  l'Avcrlii 


Ae  If'erie.  l 


,  p.  3/(j. 
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Il  s'agit  de  distinguer,  parmi  ces  solulions,  celles  qui  salisfout  aux 
conditions  imposées  : 

1°  y  et  y  doivent  être  impairs^  donc  ix  et  (J,  ainsi  que  y,  et  d\ 
doivent  être  de  parités  opposées^  donc,  tout  d'abord,  il  n'y  a  pas 
de  solution  si  a  et  &  sont  de  parités  opposées.  Si  maintenant  a  et 
h  sont  de  même  parité,  [a  —  i")  est  pair,  et  il  faudra  choisir  pour 
d,  ainsi  que  pour  d\  soit  un  diviseur  impair,  soit  le  complément 
d'un  diviseur  impair;  cela  fait,  y  Ql y'  seront  impairs. 

2**  y  et  j'  doivent  être  positifs,  et  x',  j/*  inférieurs  à  a.  Sur  les 
équations  proposées,  on  voit  qu'on  peut  remplacer  cette  double 
condition  par  celle-ci  :  x*  et  a/*  doivent  être  inférieurs  à  «,  et 
(i  —  x)  et  [x  —  b)  doivent  être  positifs.  On  prendra  donc  î  et  i' 
positifs,  et  il  restera  h  assurer  les  inégalités 

x^<a,     x''<ia, 
qui  donnent  lieu  aux  suivantes  : 

(3)  6— v^â<â<  6-f- v'tf. 

(4)  i'<yJa  —  lK 

Ici  il  y  a  lieu  de  distinguer  deux  cas  suivant  le  signe  de  [a  —  i*). 
En  premier  lieu,  si  h  est  supérieur  à  y/a,  la  seconde  inégalité  ne; 
peut  être  satisfaite  puisque  5' doit  être  positif.  L'équation  (2)  n'a 
donc  pas  d(î  solution  satisfaisant  aux  conditions  imposées.  A  l'égard 
de  l'équation  (i),  la  première  inégalité  limite  les  diviseurs  qu'il 
faut  choisir-,  mais,  si  5  satisfait  à  ces  inégalités,  son  complément  $1 
(pris  positi\ement)  y  satisfait  aussi,  attendu  que  le  produit  des  deux 
limit(rs  est  (/>' — r/),  c'est-à-dire  JJj. 

Donc,  en  désignant  par  0  un  diviseur  impair  quelconque  de 
(i* — a),  satisfaisant  à  (3),  et  par  0,  son  complément,  on  aura  les 
solutions  de  (1)  par  couples,  comme  il  suit  : 

X  --  h  —  0,     j-  =  26  —  (ô, H-  5), 
x,^b—à,y    y^=z  2b  —  [dt-hô]. 

Et,  comme  d  et  Jj  sont  de  parités  opposées,  on  peut,  en  réunissant 
sous  un  même  signe  somma toire  toutes  les  solutions,  conclure  les 
(h'ux  égalités  suivantes  : 

i  —  •  '^r  _  o,     ^'—  ï]'y=z  o. 
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Eu  second  lieu, si  b  est  inférieur  à  yju^  la  limite  inférieure  dans  (3  ) 
doit  être  remplacée  par  zéro.  Soit  alors  A  un  diviseur  de  (a  —  b*) 
compris  entre  zéro  et  la  limite  (4).  On  pourra  le  prendre  à  la  fois 
pour  d  et  pour  d\  et  Ton  aura  simultanément 

j:— 6  — A,     jr  ^=z      26 -T- Al  — A, 
x'=:6  -h  A,    y  =  —  7.6  -h  A,  — A; 

d'où,  à  l'égard  de  ces  solutions,  les  égalités 

Quant  aux  diviseurs  d  de  (a  —  &')  compris  entre  la  limite  (4)  ^^  1^ 
limite  supérieure  (3),  chacun  d'eux  fournit  une  solution  de  (1); 
mais,  comme  tout  k  Theure,  chacun  d'eux  a  son  compléuientain; 
compris  entre  les  mêmes  limites.  Alors,  en  désignant  par  $  uu  di- 
viseur impair^  on  a  deux  solutions  à  la  fois  : 

JT  =  6  —  8,      r  -  "-•  ?  6  -4-  0,  —  (5, 

X  -rr.  b  —  0,,     y'-—zlb-r-à  —  (5,, 

et  ces  solutions  vérifient  les  égalités 

Ajoutons  la  prtMnière  de  ces  deux  égalités  membre  à  nienibre  à  la 
première  des  égalités  (5),  et  concluons 

les  signes  sonimatoires  s'appliquant  maintenant  à  toutes  les  solu- 
tions de  (i)  et  (2).  On  peut  envisager  cette  égalité  (7)  comme  s'ap- 
pliquant aussi  au  cas  précédent  [b  —  z'i'^o).  Elle  exprime  donc 
une  propriété  générale  des  équations  (i)  et  (a). 

Combinons  de  même  la  deuxième  égalité  (5)  et  la  deuxième  éga- 
lité (6).  Dans  (5)  distinguons  les  diviseurs  impairs  par  la  lettre  A, 
et  les  diviseurs  pairs  par  la  lettre  A'.  Soient  A^  et  A',  leurs  complé- 
ments respectifs-.  Ai  est  pair  et  A',  impair.  J'écrirai  alors  la  combi- 
naison obtenue  de  la  sorte 

V  _,x,._^.v  -  I  '')•'.:.- ^^        I  ^^'^  0,      o  +  A.-A.   A'       A'     . 


> 
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Ici  $  est  un  diviseur  impair  compris  entre  (\/â  —  b)  et  (y'â  4-  o)^ 

A  un  diviseur  impair  compris  entre  zéro  et  (^  —  i),  A'  un  divi- 
seur impair  dont  le  complément  est  compris  entre  ces  deux  der- 
nières limites-,  donc  A'  est  lui-même  supérieur  à  (^4-  b).  Donc 
la  somme  des  nombres  (^  -f-  A  -h  A'J  se  compose  de  tous  les  divi- 
seurs impairs  de  {a —  &').  En  désignant  donc  par  ^  un  diviseur 
impair  quelconque  et  par  ^i  son  complément,  on  peut  écrire 

2(-.  lYy^  2(-  lYy' 4-  a (-  i)*2(3.-  3)  =  o. 

Je  désigne  par  P(oi>)  la  somme  des  diviseurs  pairs  du  nombre  o)  \  on 
a  manifestement 

donc  enfin 

(8)         2(-  lYr  -\-i[-  lYr'  -+-  (-  0*p(«  -  **)  =  «. 

De  m(^me  que  (7),  cette  égalité  peut  ôtre  appliquée  aussi  au  cas  où 
[a  —  i*)  est  négatif,  sous  la  convention  que  P(c«))  se  réduise  à  zéro 
quand  ci)  est  négatif.  Pour  qu'il  n'y  ait  aucune  restriction,  il  faut 
encore  examiner  ce  que  deviennent  les  égalités  (7)  et  (8)  dans  le 
cas  singulier  où  {a  —  &')  est  nul,  cas  auquel  l'analyse  précédente 
ne  s'applique  pas,  puisqu'elle  repose  sur  la  considération  des  divi- 
seurs de  (a  —  i*). 

Les  équations  étant  prises  sous  leur  seconde  forme,  remarquons 
qu'on  ne  peut  annuler  [b  —  x)  ou  [a/ —  b)\  car  alors  la  icondition 
x*<^  a,  x'*<[  a  ne  serait  pas  respectée.  Les  équations  se  réduisent 

donc  à 

y=zb-\-Xf    y' z=z  —  [b  -^  x'), 

La  seconde  est  impossible,  y'  devant  être  positif,  et  a/  inférieur  en 
valeur  absolue  «n  è.  La  première  admet  les  solutions 

xr-\~l)^  3  —  /;,  5  —  b,   ...,  [^b — i)  —  é, 
y  r^      I,  3,  5,       ...,       ib  —  I. 

et  Ton  a 

2(_i;i'j=(-,)*^'6'. 

Si  maintenant  on  observe  que  le  changement  de  i  en  —  4,  accom- 
pagné du  changement  de  signe  de  a:,  permute  entre  elles  les  équa- 
VI.  12 
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lions  (i)  et  (a),  on  peut  faire  disparaître  la  condition  que  b  soit 
positif  et  résumer  toute  cette  analyse  ainsi  : 

Lemme  I. —  Soient  aet  b  des  entiers  donnés,  le  premier  positif, 
puis  X  et  a/  des  entiers  positifs  ou  négatifs  inférieurs  en  valeur 

absolue  à  \Ja^  et  j^  y'  des  entiers  positifs  et  impairs,  choisis  de 
toutes  les  manières  possibles  pour  satisfaire  aux  égalités 

a  —  x*~  [b  —  x)y\     a  —  x'^=^  (•^'—  ^)j'- 

Soit  aussi  P  (w)  la  somme  des  diviseurs  positifs  et  pairs  de  l'entier 
positif  tù^  quantité  que  l'on  réduit  à  zéro  si  co  n'est  pas  positif 
1®  Si  {a  —  i*)  n'est  pas  nul,  on  a 

0?  Si  [a  —  i*  )  est  nul,  on  a 

3.  Tout  à  r heure  je  transformerai  cet  énoncé  de  manière  à  l'ap- 
proprier à  toutes  les  conséquences  que  j*ai  eu  vue  d'obtenir^  mais 
je  vais  tout  d'abord  exposer  les  conséquences  qu'on  peut  en  tirer 
sous  cette  forme  même. 

Théorème  I.  —  Soitf^z)  une  fonction  impaire  :  que  l'on  fasse 
la  somme  des  expressions  ( — 0'/( — h.r)  en  j  prenant 

pour  X  tous  les  nombres  entiers  compris  entre  la  racine  carrée 
négative  et  la  racine  carrée  positive  de  l'entier  a^  et  pour  j  tous 
les  diviseurs  positifs  et  impairs  de  («  —  x^).  Celte  somme  est  nulle 
si  a  n'est  pas  un  carré  ;  et,  si  a  est  un  carré,  elle  est  égale  à 


1    .«4-1 


\'«/(v«j. 


Pour  prouver  ce  théorème,  ramenons  dans  chaque  terme  de  la 
somme  l'argument  de  la  fonctionna  être,  par  exemple,  positif,  ce 
qui  se  peut,  puisque  cette  fonction  est  impaire.  Cherchons  mainte- 
nant le  coefficient  de  f{b)^  b  étant  un  entier  positif  quelconque. 
Pour  avoiry(i),  il  faudra  poser  l'une  ou  l'autre  des  deux  égalités 

r  r 
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Eu  égard  au  double  signe  que  peut  prendre  x,  on  voit  que  ces  deux 
équations  coïncident  avec  (i)  et  (a)-,  donc  le  coefficient  de  f[h) 
dans  la  somme  est  précisément  2( — i)' — 2( — i)*^,  c'est-à-dire 
zéro,  sauf  si  a  =  i*.  Cette  dernière  circonstance  se  présente  si  a 
est  un  carré  et  qu^on  clioisisse  b  =  \Ja»  Dans  ce  cas,  d'après  le 
lemme,/(i)  a  le  coefficient  ( —  i)^*  i-,  donc  le  théorème  est  entiè- 
rement démontré. 

4.  Voici  Texemplc  le  plus  simple  du  théorème  I^  nous  l'obtenons 
en  posant  f[z)  =  z.  Dans  la  somme,  réunissons  deux  à  deux  les 
termes  qui  ne  diflerent  que  par  le  signe  de  x\  alors 

La  somme  des  divers  termes  relatifs  à  une  même  valeur  de  x  est 
ainsi  le  double  de  la  somme  des  diviseurs  de  [a  —  x*),  dont  les 
compléments  y  sont  impairs. 

Ainsi,  en  désignant  par  C(ci))  la  sotnme  des  diviseurs  de  w  dont 
les  compléments  sont  impairs,  on  a 

C(fl)  —  2C(a  -  I ) -+- 2C(a  —  4)  —  aC (a  —  9) . . .dbîiC(a  —  n*)  =:=  o, 

si  a  nest  pas  un  carré.  Si,  au  contraire,  a  est  un  carré,  le  premier 
membre  est  égal  à  ( —  i^'^^a.  La  somme  doit  être  prolongée  jus- 
quau  dernier  nombre  positif  [a  —  //-  ) . 

On  peut  encore,  à  la  manière  d'Euler,  écrire 

C(«)  =:  2[C(fl  -  I )  -  C(û  -  4)  . .  .zhCia  -  n')  . . .], 

eu  convenant,  si  a  est  un  carré,  de  pousser  jusqu'à  C(o),  qu'on 
remplacera  par  -  a. 

C'est  précisément  une  des  formules  que  j'ai  déjà  communiquées 
à  la  Société.  J'ai  fait  remarquer  qu'on  peut  en  faire  découler  Lîs 
lois  de  la  décomposition  des  nombres  premiers  en  sommes  de  deux 
carres^  je  répète  ici  cette  remarque,  qui  s'applique  aussi  aux  dé- 
compositions en  trois  carrés. 

Si  a  n'est  pas  carré,  le  terme  -a  n'existe  pas  dans  la  parenthèse^ 

donc  Ci[a)  est  pair. 

Si  a  n'est  ni  carré  ni  somme  de  deux  carrés,  alors,  en  outre, 

12. 
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aucun  des  nombres  [a  —  n*)  n'est  carré;  tous  les  termes  dans  la  pa- 
renthèse sont  pairs,  et  C{a)  est  divisible  par  4* 

Si  a  n'est  ni  carré  ni  somme  de  deux  ou  trois  carrés,  alors,  en 
outre,  aucun  des  nombres  [a  —  /i')  n'est  somme  de  deux  carrés,  et 
tous  les  termes  de  la  parenthèse  sont  divisibles  par  4;  donc  C(a) 
est  divisible  par  8. 

Si  maintenant  a  est  premier,  C  [à)  est  égal  à  (a  -f-  i  )  ;  donc  : 

i^  Un  nombre  premier  non  décomposable  en  somme  de  deux 
carrés  est  de  la  forme  {4m  — 1)5 

n^  Un  nombre  premier  non  décomposable  en  somme  de  deux  ou 
trois  carrés  est  de  la  forme  (  8/w  —  1  ). 

Donc  inversement  : 

1°  Tout  nombre  premier  (4'w  -H  i)  est  somme  de  deux  carrés; 

2°  Tout  nombre  premier  (8m  -f-  3)  est  somme  de  trois  carrés. 

5.  Si  l'on  fait  J'{z)  =  z*,  le  théorème  I  donne  une  formule  ré- 
currente pour  la  somme  C3  [a)  des  cubes  des  diviseurs  de  a  dont  les 
compléments  sont  impairs,  savoir  : 

C,{a)=:     2[C,(a-i)--    C,(a-4)...=b    C,(û  -  n»). .  .] 
-+-  6[C  (û  —  i)  —  aC  (a  —  4) . .  .± /iC  (û  —  n) . ...], 

à  quoi,  si  a  est  un  carré,  il  faut  ajouter  le  terme  complémentaire 
( —  i)''+^a'.  On  peut  multiplier  les  exemples  analogues  et  en  con- 
clure que  le  théorème  I  permet  de  calculer,  par  voie  de  récurrence, 
les  diviseurs  mêmes  des  nombres;  mais  on  peut,  à  cet  effet,  obtenir 
une  formule  simple  en  posant  J'{z)  =  a* — a"~*.  On  a  alors 

/l>-h^)^-/(2~x) 

i^  a'-»-'  —  a~"-'-{-  a»-'  —  a""'-*"'  =  (a*  —  a"'  )  (a'  -4-  a"'  ; . 

En  conséquence,  si,  de  toutes  les  manières  possibles,  on  pose 

a  zzz  [ih  -+- 1)/?, 

h  et  p  étant  positifs,  et  que  Von  fasse  U(a)  =  S(a'' — a^''),   lu 
fonction  U(a)  satisfait  à  la  formule  récurrente 

\][a)  =--  ^a  -4-  ^  W(«  -  i)  -  («'  -+-  ^)  U(a  -  4)  -^  .  .  . 
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dans  laquelle,  si  a  est  un  carré,  le  terme  correspondant  àn^ss  a 
doit  être  remplacé  par  { —  i  )•+*  ^  (  a^  —  a"^  ) . 

6.  Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  divise  tous  les  termes  pai* 
la j  et  qu'on  prenne  ensuite,  dans  les  deux  membres,  le  coeffi- 
cient de  a"*,  on  obtient  le  résultat  suivant  : 

Soit  V  (a,  m)  le  nombre  des  diseurs  impairs  de  a  qui  sont  in- 
Jérieurs  à  —\  cette  Jonction  numérique  satisfait  à  la  formule 
récurrente 

V{tf,  m)=     V(a  —  I,  m  —  i)  —  V(a  — 4>  w  — 2)... 
H-  (—  1)*^-' V(a  —  nS  m  —  »). . . 

-4-V(a  — I,  m-f- 1)  —  V(a  — 4>  m-t-a).., 
-+-{— i)'^*V(a  — n»,  m-f-n) 

Dans  la  première  ligne,  le  nombre  (m  —  n)  doit  toujours  être  pris 

positivement.  Si  a  est  un  carré,  que  m  soit  inférieur  à  ^  et  en 
diffère  d'un  nombre  impair,  les  deux  termes  correspondant  à 

r?z=.  a  doivent  être  remplacés  par  ( — 1)*+*^.  Dans  les  autres 
cas,  la  formule  se  termine  aux  deux  termes  pour  lesquels  {a  —  w*) 
a  la  plus  petite  valeur  positive  possible. 

Par  exemple,  pour  m  =  o,  on  a 

V(a,o)=i:.-2[V(a-i,i)-V{a-4,2)...-+.(— i)-^-V{a-ii%n)...]. 

et  cette  formule  ne  comporte  un  terme  complémentaire  que  si  a 

est  un  carré  impair.  Ce  terme  complémentaire  est  alors  ^. 

Appliquons,  par  exemple,  cette  dernière  formule  au  nombre  loi  ^ 
nous  devons  trouver  2  pour  résultat,  puisque  le  nombre  envisagé 
est  premier.  Ainsi  la  somme  des  termes  positifs  de  la  parenthèse 
doit  surpasser  d'une  unité  la  somme  des  termes  négatifs.  C'est  ce 
qu'on  vérifiera  par  le  tableau  suivant  : 


^'  •*—      ■   :     =V  :.jc.  : 


^imir^.       ay 
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:  m 


:.  a.  m 
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If  -«—   iào    =V    '^f.i 
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.  —    -o.  ■ 
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dans  laquelle  P(a)  est,  comme  plus  haut,  la  somme  des  diviseurs 
pairs  de  a  si  a  est  positif,  et  zéro  dans  les  autres  cas. 

Si  a  n'est  pas  un  carré,  la  somme  obtenue  est  nulle*  Si  a  est  un 
carré,  la  somme  est  égale  à  ( — 1)*+* aF{^a). 

« 

La  dëmonstration  se  fait  comme  pour  le  théorème  I.  Dans  la 
somme  envisagée,  le  coefficient  de  F(&)  est 

2(-  ,)v  +  2(-.)'y+  ;-  .)*P{a-  6»), 

ce  qui,  d'après  le  lemme,  est  égal  à  zéro,  sauf  dans  le  cas  où 
b*  est  égal  à  a\  donc  la  somme  est  zéro,  à  moins  que  a  ne  soit  un 
carré. 

Les  applications  les  plus  simples  que  Ton  puisse  faire  du  théo- 
rème II  conduisent  aux  formules  obtenues  précédemment  au  moyen 
du  théorème  I;  il  n  y  a  donc  pas  lieu  dy  insister  pour  le  moment. 

8.  Je  vais  maintenant  considérer  les  équations  (  i  )  et  (  3  )  sous 
une  autre  forme.  J'envisagerai  les  deux  équations 

,    ,  A  —  nx* —  mar  . 

9  „^.u». ^-*  =  ^ 

,     .  A — nx'^ — mx"         ,  . 

10 x'—  —  b, 

^  ny'  —  m 

dans  lesquelles  b  est  un  entier  donné,  et  A,  /t,  m  sont  des  nombres 
donnés  quelconques,  entiers  ou  non,  n  essentiellement  positif  et 
supérieur  à  la  valeur  absolue  de  m.  Comme  précédemment,  x  et 
jt/  doivent  être  entiers  et  astreints  aux  inégalités 

(il)  /t:r*H- mj:<C  A,     nx'*-^  mx' <,K, 

eiy^y  doivent  être  entiers,  positifs  et  impairs. 

Les  équations  (9),  (10)  se  ramènent  immédiatement  aux  é(|ua- 
lions  (1),  (2).  Elles  s'écrivent,  en  effet, 

A  —  mb  —  n[x^  —  xjr  -{-  bjr), 

X  —mb  =  n(x'*-h  xy—  by'). 

Les  deux  quantités  entre  parenthèses  étant  des  nombres  entiers, 
les  équations  ne  peuvent  être  résolues  que  s'il  existe  un  nombre 
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entier  a  vérifiant  l'égalité 

A  —  mh  =  ntf  • 

Supposons  qu'il  en  existe  efTectivement  un,  c'est-à-dire  que 

soit  un  nombre  entier^  alors  les  équations  se  réduisent  à 

a  =  j/*  -h  x'y'  — -  by'. 

Ce  sont  précisément  les  équations  (i)  et  (2).  En  second  lieu,  on  a 

A  —  nx*  —  mx       ,.         , 

Puisque  j^  et  j^'  sont  tous  deux  égaux  au  moins  à  l'unité,  et  que  m 
est,  en  valeur  absolue,  inférieur  à  /i,  les  dénominateurs  {ny  +  m)« 
[ny' — m)  sont  positifs  comme  y  et  y'\  donc  les  inégalités  (11), 
imposées  à  a:  et  x\  se   confondent  avec   les  inégalités  a:'<^a. 

En  conséquence,  la  résolution  des  équations  (9)  et  (10),  avec  les 
conditions  imposées  aux  inconnues,  coïncide  exactement  avec  celle 
des  équations  (i)  et  (2).  Je  peux  donc  appliquer  ici  Ténoncé  du 
Icmme  I  convenablement  transformé,  et  dire  : 

Lem^ie  II.  —  Soient  k^in^  n  des  nombres  quelconques,  le  der^ 
nier  positif  et  supérieur  à  la  valeur  absolue  du  second,  et  b  un 
nombre  entier.  Soient  aussi  y ^  y*  des  entiers  positifs  et  impairs, 
a*,  x'  des  entiers  dei^ant  vérifier  les  inégalités 

nx^-h  mx<iA,     /ix'*-+- mx'<A, 

ces  nombres  devant  être  choisis  de  toutes  les  manières  possibles 
pour  satisfaire  aux  équations 

A — nx^ — mx  ,        A  —  /ijc" — mx'         ,  , 

h  X  --  b, ; X  =  —  o . 

ny  -f  m  ny'  —  m 

^       .  .  ,  -,         '     /  A  —nb^—  mb 

Les  équations  ne  peuvent  être  résolues  que  si est  un 
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entier.  Cette  condition  remplie,  si  l'on  envisage  toutes  les  sola- 
lions,  on  aura  les  relations  suivantes  : 

i®  Si  {K  —  nb^ —  mb)  n'est  pas  nul, 

2(—  i)'(ny  +  m)+l{-  iY(ny'—  m) 

,       SI   w»/A  — nft'— m6\ 
-»-(-')*«P( j=o- 

a"  Si  {A.  —  nb*  —  mb)  est  nul, 

2(~i)'-2(~i)''  =  (-~i)^'6, 
2(-i)'(n7-f-m)+2(-i)''(ii7'-m)  =  (~i)*+'A. 

9.  Du  lemme  II  je  déduis  le  théorème  suivant,  généralisation 
du  tbéorème  I  : 

Théokeme  III.  —  Soient  A,  m,  n  des  nombres  quelconques,  le 
dernier  positif  et  supérieur  à  la  valeur  absolue  du  second.  On 
fait  la  somme  des  expressions 

f(z)  étant  une  fonction  quelconque,  et  les  entiers  x  et  y^  ce  der- 
nier positif  et  impair,  étant  choisis  de  toutes  les  manières  possibles 
pour  rendre  entier  l'argument  de  la  fonction.  Cette  somme  est 
nulle^  sauf  dans  le  cas  oii  il  existe  un  entier  a,  tel  que  A  soit 
égal  à  [noL^-h  mec).  S'il  existe  un  pareil  entier,  la  somme  est  égale 
à  ( — !)"■•■*«/'(«).  S'il  existe  deux  pareils  entiers  «,^3,  la  somme 
e5^%a/eà(--i)*+»a/(a)-h(— i)^+*P/(p). 

On  prouvera  ce  théorème  en  remarquant  que,  b  étant  un  entier 
quelconque,  le  coefficient  def{b)  dans  la  somme  est 

i[-,Y-i{-x)", 

les  sommations  s'appliquant  à  toutes  les  solutions  de  (9)  et  (10). 

10.  On  généralise  de  même  le  théorème  II  comme  il  suit  : 
Théorème  IV.  —  Da/is  les  mêmes  conditions,  on  fait  la  somme 
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des  expressions 

(-.)^W--Hm)/^       ^^^^       +xj. 

A  —  nx^ —  mx' 


(-i)'(nj~m)/Lr 


ny  —  m 


(-.)'«p(^^-'"-^)/(x). 


Cette  somme  est  nulle  ou  bien  égale  à  l'une  des  deux  quantités 

[-  .r'/(«)A.    [(-  .)--'/(«)  +  (-  .)»-'/((3)]A. 

I 

11.  L'application  la  plus  simple  des  théorèmes  lU  et  IV  consis- 
tera à  supposer y(z)  =  i .  Le  théorème  III  conduit  ainsi  à  la  consé- 
quence suivante  : 

A  étant  un  nombre  positij  quelconque  donné,  ainsi  que  m,  n, 
ce  dernier  positif  et  supérieur  à  la  valeur  absolue  de  /»,  on  pose 
de  toutes  les  manières,  k  et  h'  étant  des  entiers  non  négatifs,  et 
p^  pf  des  entiers  quelconques, 

/     V  A  A  f 

^'''  n(2/f-+-i)-Mn~/^'     /i{i7f'"+-i)-m~/^' 

et  l'on  désigne  par  D(A)  la  fonction  numérique  égale  à  l'ejccès 
du  nombre  des  solutions  de  la  première  équation  sur  le  nombre 
des  solutions  de  la  seconde.  Cette  fonction  satisfait  à  la  formule 
récurrente 

D(A)rir      D(A  — /i  — m)  — I)(A-  ^n  —  im].  .. 
-\~  [—  \Y-^'\^[k  —  nx^  —  mx) . .. 
-hD(\  —  n-h  m)  —DIX  —  ^n  -^-im).  . . 

-h  {—  iY^'D{X  —  nx'-\-  mx),  .    , 

les  deux  suites  devant  être  arrêtées  au  dernier  argument  positif, 
et,  si  A  est  de  la  forme  na^-hma^  a.  étant  un  entier,  le  terme  D(o) 
déviant  être  remplacé  par  en . 

12.  La  mcmc  hypothèse,  appliquée  au  théorème  W.  conduit  à 
cette  autre  conséquence  : 

Si  Von  eny^isage  l'équation  k  --^  zp^  dans  laquelle  p  doit  être 
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un  entier  et  z  de  l'une  desfoimes 

^(aA' +  iiihm  ou  anAr,    A"  =  o,i,   ..., 

et  qu'on  désigne  par  S(A)  la  somme  des  solutions  z,  cette  fonc- 
tion satisfait  à  la  même  formule  récurrente 

S(A):  -     S(A  — /i  — m)  — S( A  — 4/1  —  2/71)... 
-r-  (—  ij'-^'S(A  —  nx^'-  mx).. . 
-+-S(A—  /i-4-/n)  —  S(A  — 4'*-^2/ii)... 
-f-  (—  f)'-^'S(A  —  nx^-h  mx),. ., 

dans  laquelle,  s'il  j-  a  lieu,  S(o)  doit  être  remplacé  par  A. 

13.  Dans  ce  dernier  énoncé,  si  Ton  suppose  n=  -f  /n  =  ->  on 

obtient  une  formule  récurrente  pour  la  fonction  S  (A),  qui  est  alors 

la  somme  de  tous  les  diviseurs  de  A.  En  effet,  les  trois  formes  de  z 

sont  alors 

3/r  -{-  2,     3/r  —  i,     3/r, 

c'est-à-dire  que  z  est  un  entier  quelconque.  La  formule  récurrente 
(îst  précisément  celle  d'Euler*,  c'est  là  la  loi  tout  extraordinaire 
des  nombres  par  rapport  à  la  somme  de  leurs  diviseurs. 

L'énoncé  du  n°  11  montre  également  que  la  formule  récurrente 
d'Eulcr  est  aussi  i^érijiée  par  la  fonction  numérique  D(A)  qui 
est  égale  à  l'excès  du  nombre  des  diviseurs  3  A'  -f-  a  sur  le  nombre 
des  dis^iseurs  3A'  -H  i  du  nombre  A.  Ces  deux  formules  ne  dillèrent 
que  par  le  terme  complémentaire,  et  ce  dernier  existe  dans  le  cas 

où  A  est  de  la  forme  -  ^ ~--—. , 


14.  Soit  toujours  S  (A)  la  même  fonction  numérique  qu'au  n*^  12^ 
je  considère  la  série 

(|ue  l'on  peut  aussi  écrire 

la  sommation  s'élendant  à  toutes  les  valeurs  de  z  comprises  dans 
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les  formules 

if  =  (2Ar-+-i)ii±m,    zz=z^knf    A*=:o,  i,  2,  .. .. 

La  quantité  ( —  i)'ZS(  A — /tx* —  mx)  est  le  coefficient  de  q^  dans 
le  produit  de  Q  par  la  sërie 


X  =' 


s=  5i  (-')'î"*-^- 


x^— • 


D'après  le  n^  IS,  ce  coefficient  est  nul  si  A  n'est  pas  de  la  forme 
{nx*  -h  mx)  ^  dans  le  cas  opposé,  ce  coefficient  est  ±  A.  On  a  donc 


-*-9 


—  •» 

Divisant  par  qS  les  deux  membres  de  Tégalité,  intégrant  entre 
les  limites  zéro  et  q^  puis  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 
j'obtiens 


A=:0 


c'est-à-dire  l'une  des  identités  dues  à  Jacobi. 

En  terminant  y  j'indique  que  les  théorèmes  UI  et  IV,  en  subissant 
de  très-légères  modiflcations,  s'appliquent  au  cas  où  les  nombres  m, 
n  sont  égaux.  C'est  à  ce  cas  que  se  rapporte  une  formule  récurrente 
que  j'ai  précédemment  donnée  dans  ce  Bulletin;  mais  il  me  semble 
inutile  d'entrer  à  ce  sujet  dans  plus  de  détails. 


Sur  la  résultante  de  deux  forces  appliquées  à  un  seul  point ^ 

par    M.    P.    TCHEBICHEF. 

(Séance  du  i4  juillet  1878.) 

1.  D'après  un  théorème  sur  les  angles  compris  entre  les  plans 
qui  passent  par  un  point,  on  parvient  aisément  à  une  relation  très- 
remarquable  entre  les  angles  que  font  les  trois  forces  R, ,  R,,  Rs, 
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appliquées  à  un  seul  point  et  les  résultantes  de  ces  iorces,  prises 
deux  à  deux,  savoir  : 

,  sin(R„[R.,R,])  sin(R„  [R„  B,])  sin(R„[R„  R,])  _ 


sin(R.,[R.,R,])  sin{R„[R.,R,])  sin(R.,  [R„  R.]) 

où,  par 

[Ri,  RaJ,    [Ri,  Ri],     [R|,  R|J, 

nous  désignons  les  résultantes  des  forces  Bi  et  R,,  R,  et  R,,  R,  et 
Ri,  et  par 

(H.,[R.,R,]),     {R„[R.,R,]),     (R„[R.,R,]),     ... 

les  angles  entre  les  résultantes  et  les  forces  qui  les  composent. 

C'est  cette  équation  qui  servait  de  base  à  deux  nouvelles  démon- 
strations du  parallélogramme  des  for  ces,  données  en  décembre  1870 
par  M.  Darboux  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  et 
par  moi  dans  une  Communication  faite  à  la  Société  mathématique 
de  Moscou  (*). 

Nous  allons  montrer  maintenant  comment  on  peut  trouver, 
d'après  celte  équation,  la  valeur  du  rapport 

sin(R..[R..  R.1^ 
sin(R„[H„R,])' 

sans  rien  admettre  sur  la  direction  de  la  résultante  et  la  cçnti- 
nuité. 

2.  Apres  avoir  remarqué,  d'après  l'équation  (i),  que  le  rapport 

1 

sin(R3,  [R.^R,]) 
sin(R.,  [R.,  R,]j 

ne  dépend  pas  de  l'angle  fait  par  les  forces  Rj,  Rs  (*),  nous  suppo- 
sons que  cet  angle  est  réduit  «1  120  degrés,  et  nous  désignons  par  cj» 
Tangle  entre  la  force  R|  et  la  résultante  [Rj,  Rs]  des  deux  forces 


(^')  Recueil  mathématique  de  la  Société,  1876.  (Extrait  du  protocole  de  la  séance  du 
i![  décembre  1875.) 

(')  Voir  la  démonstration  du  parallélogramme  des  forces  de  M.  Darboux,  citée  plus 
haut. 


-^  =  ^— C019  +  - 


R,,  Iti.  Nous  obtenons  ainsi 

sin(R„[R,,B.l}  _  si 
sin{R„[R„R,])~ 

Mais  on  reconaait  aisément  rjue  la  résuhantc  d'un  tel  système  de 
deux  forces  ne  sera  pas  aliérée  si  l'on  diminne  de  tio  degrés  l'angle 
compris  entre  elles,  et  que  l'on  diminue  en  mfime  temps  la  force  R, 
de  R,;  car  un  tel  chaiigcmeiit  de  noire  sjstùme  peut  évidemment 
être  effectué  si  l'on  y  ajoute  trois  forces  égales  à  Rj  et  disposées 
symétriquement  autour  du  point  d'application,  savoir  :  dcuï  forces 
dans  les  directions  opposées  aux  deux  forces  en  question,  et  la 
troisième  faisant  avec  ces  forces  un  angle  de  60  degrés.  Or,  pour 
le  système  de  deux  forces  R,,  B,  aiusî  modifié,  on  aura,  d'après 
notre  notation, 

5in(H..[R,-«,.B,l)  __  sln]6o^--5)  _  V^.^,^  _  i 
sin(R„[R,-H.,B.])  sinoi  :^      ^      n 

ce  qui,  éiaal  relramlié  de  la  formule  précédente,  nous  donne 

sin(R„[Ri,  B.j)  _       sinlR.,  [R,-B„B,])       _ 
sin(R,.  [RuR,])       5inlB,-R„[R.-l\„R.]j    "'' 

3.  En  remplaçant,  dans  cette  équation,  B,  par 

R„    R,-R.,     B,-aR„     ....     B,-(m-i)B., 

que  nous  supposons  toutes  ne  pas  être  inférieures  à  R,,  nous  trou- 
vons une  série  d'équations  qui  donnent 


5in[B,.  [B..  B,l) 
8in(R„[B.,  R,])" 


5inlB„;B,-roB,.  B.]) 


(B,  — mR„[B.~mB.,R,]j 

ce  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

[  sinjB5^[B^BJl 
|s,n(R.,tB.,BTl) 

1       _  B. (-        K.-  niB. I B.sin(B,.tB. 

'       —R,!,''^        R,       |(R,— mR,)sln(R,^« 

en  remplaçant  le  nombre  m  par  la  dilTérencc 


[B.-R., 


égale  à  ce  nomtre. 


R. 
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C*est  à  Taide  de  cette  formule  que  nous  parvenons  à  tirer  de 
Téquation  (i)  la  valeur  du  rapport 

sin(R.,[R.,  Ba]) 
sin(U„[K.,  H,]]' 

4.  A  cet  effet,  nous  supposons  que,  pour  une  force  quelconque  /-, 
on  ait  trouvé  une  quantité  L  telle  que  la  valeur  numérique  de 

rsin(r>[r,  r,])   _ 
r,  sin(r,,[r,  r,]) 

uc  surpasse  pas  L  pour  toutes  les  valeurs  de  /*|  depuis  /*,==/'  jusqu'à 
/•,  =  ar,  Tangle  (r,  r\)  étant  égal  à  90  degrés.  Dans  cette  supposi- 
tion,  en  désignant  par  0,  0^^^  des  quantités  comprises  entre  zéro 
et  I,  nous  aurons,  pour  toutes  les  valeurs  de  Ti  =  /•  -h  0r,  cette 
formule 


rsin(r,  [r,  r  -^  Or]) 


,:-i=diec)L. 


l/--+-6'r)sin(r,  [r-+-  Or]) 

Comme  il  est  certain  que  la  résultante  ne  cbange  pas  de  direction 
quand  on  remplace  les  forces  par  leurs  sous-multiples,  on  aura  de 
môme 

^    ■'      (R;-t-'èK3)sin(li3-+-ÔH3,  [R3,  Rr.-i-(^R5])       ' 
pour  toutes  les  valeurs  de 

4;  R.-   -, 

n 
n  c  La  lit  un  iiomLre  entier. 

5.   Mais,  en  prenant  dans  Téquation  (2)  pour  m  la  partie  entière 
du  quotient  R,^ —  R-,  :  R3,  on  aura 

Ro-nlU^Ra-f-GRa, 

et,  pour  celte  valeur  de  ///,  réquation  (2)  devient 
sin(R3,[Ro,R3]) 

<^\u[\\,,[\\,;\\,]] 

_  Ro  f       R,-f-^R3  i  RsSin(R„  [R„  Ra-f-  0%]) A 

"RaM"^"       R«"    |(R3+0R,)sln(R34-0R3,[R3,R3H-0R3])        ))' 


qui,  d'après  (3),  dans  le  cas  de 


n 


nous  donne 


in(B„[R„R»])  _  Ro  r^ ^  R»  +  gRs  ....  j  1 
în{R„[R.,R.])""R;L  H.  *-J 


sin 
sïïï 


En  posant,  dans  cette  formule, 

Ro  =  Ri,     Rc=^R«> 

et  en  désignant  par 

les  valeurs  correspondantes  de  0  et  9^^\  nous  obtenons 


sin(R»,  [R.,R» 


) 


R,  r     R3+9.  Rs Q(.,,  1 

sin(R„[R„R3])~R,L  H.       '''  "^J' 

sin(R„[R„R3])_R,r        R.-f-0.R.^,.,,"] 
sm(R„rR„R3])""R,L  «3         '     J* 

6.  En  portant  ces  valeurs  dans  Téquation  (1),  nous  trouvons 
qu'elle  donnera 

,_^f'-^e.)B.g,.,, 

sin(R.,[R.,  R.])  _  R^  _  ^ B, 

sin(R.,[R.,R.])~R,       :(i  +  e7)R.    ^^^ 

R, 

d'où,  par  la  substituUon  de  la  valeur  (4)  de  R,,  nous  tirons  cette 
formule  : 

sinfR.JR,.  R.ll  _  R,  _~      «R,       ' 
sin(R„[R.,R,])-R.  ,^('  +  0,)7^~' 

nR,        ' 

Comme,  dans  cette  formule,  le  nombre  n  peut  être  pris  aussi 
grand  qu*on  le  voudra,  et  que  les  quantités 

0.,  0.,  0?',  0''^ 

les  seules  qui  dépendent  du  nombre  n  et  des  forces  Rj,  R,,  restent 
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comprises  entre  zéro  et  i,  on  trouve,  d'après  cette  formule,  en 
faisant  croître  n  à  l'infini, 

sin(R..  [R,,  R,])  _  R, 
sin(R„[R„R4)~R.' 


Note  touchant  deux  théorèmes  de  Lagrange  sur  le  centre 

de  graMé;  par  M.  Laisant. 

(Séance  du  3i  juillet  1878.) 

Dans  les  Nouveaux  Mémoires  de  l'académie  royale  des  Sciences 
et  Belles-Lettres  de  Berlin,  année  1783,  Lagrange  a  donné  sous  ce 
titre  :  Sur  une  propriété  nouvelle  du  centre  de  gra\>ité,  une  Note 
qui  a  été  réimprimée  dans  les  OEuvres  complètes,  t.  V,  p.  535. 

L'objet  essentiel  de  cette  Note  consiste  dans  la  démonstration 
des  deux  théorèmes  suivants,  dont  je  reproduis  textuellement  les 
énoncés  : 

Théorème  L  —  Soit  un  système  ou  assemblage  quelconque  de 
plusieurs  corps  ou  masses  dont  chacune  soit  considérée  comme  un 
point,  qu'on  multiplie  toutes  ces  masses  deux  à  deux,  et  ensuite 
chaque  produit  de  deux  masses  par  le  carré  de  la  distance  entre 
elles  ;  qu  enfin  on  di{^ise  la  somme  de  ces  différents  produits  par 
la  somme  de  toutes  les  masses;  on  aura  une  quantité  égale  à  la 
somme  des  produits  de  chaque  masse  par  le  carré  de  sa  distance 
au  centre  de  gravité  du  système. 

Théorème  U. —  La  somme  des  produits  de  chaque  masse  par 
le  carré  de  sa  distance  à  un  point  quelconque  donné  est  égale 
au  produit  de  la  somme  des  masses  par  le  carré  de  la  distance 
de  ce  point  au  centre  de  gravité  de  toutes  ces  masses,  plus  à  la 
somme  des  pr^oduits  des  masses  multipliées  deux  à  deux  entre 
elles,  et  par  le  carré  de  lew^s  distances  respectives,  cette  dernière 
somme  étant  dii^isée  par  la  somme  même  des  masses. 

Sans  être  difficile,  l'analyse  de  Lagrange  présente  encore  des 
calculs  assez  développés.  On  peut  arriver  plus  rapidement,  par  la 
VI.  i3 
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méthode  des  quatemions,  à  établir  la  proposition  qui  fait  l'objet 
du  théorème  U. 

Soient  O  l'origine  que  nous  prenons  au  point  quelconque  d'où 
l'on  compte  les  distances^  a^  a^,  ...  les  vecteurs  des  divers  points 
dont  les  masses  sont  respectivement  mi,  m,, . .  .^  enfin  g  le  vecteur 
du  centre  de  gravité. 

Le  théorème  U  s'exprime  évidemment  par  l'équation 

Or  nous  avons 

2mA 

—  G> 

m 

2mA  =  ^m.Gy 
et,  en  élevant  au  carré, 

2m*A'+  22mpm,5A;,Ay=  (2m)»G% 

p  ci  q  représentant  ici  deux  indices  quelconques,  différents  l'un  de 

l'autre. 

Delà 

2m' A' =  (2m)»G*—  22mpmç6A^  a^. 

Si  nous  ajoutons  maintenant  de  part  et  d'autre  la  quantité 

2mpmy(Ap  + A^), 

il  est  visible  que  nous  aurons 

c'cst-à-dîre,  en  divisant  par  2m,  l'équation  (a)  en  démonstration. 
Quant  au  tliéorènie  I,  c'est  un  corollaire  immédiat  de  celui-ci; 
(îar,  si  nous  supposons  que  nous  prenions  le  centre  de  gravité  pour 
origine,  le  premier  terme  du  second  membre  de  l'équation  (a)  dis- 
parait, et  il  reste 

'  2m 

relation  qui  exprime  le  théorème  I. 
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Sur  une  représentation  géométrique  des  covariants  des  formes 
binaires  (deuxième  Note) 5  par  M.  Lindemanit. 

(Séance  da  10  aTril  1878.) 

Dans  une  Communication  antérieure  (t.  V  du  Bulletin,  p.  1 13), 
j'ai  expliqué  une  méthode  qui  permet  de  profiter  des  résultats  de  la 
théorie  des  formes  algébriques  ternaires  d'ordre  n  pour  la  théorie 
des  formes  binaires  d'ordre  2/1,  et  réciproquement.  Elle  était  fon- 
dée sur  ce  théorème  qu'il  y  a  une  courbe  d'ordre  w,  qui  est  parti- 
culièrement attachée  à  une  forme  binaire,  représentée  par  2/1  points 
arbitraires  d'une  conique  fixe,  de  façon  que  les  polaires  binaires 
d'ordre  ip  par  rapport  aux  2/1  points  se  trouvent  déterminées  par 
les  intersections  de  la  conique  avec  les  polaires  ternaires  d'ordre  p 
par  rapport  à  la  courbe  en  question  (  *  ) .  Cette  dernière  passe  par 
les  in  points  donnés,  et  toutes  ses  polaires  quadratiques  sont  liar- 
moniquement  circonscrites  à  la  conique  fixe  \  c'est-à-dire,  la  rela- 
tion [oLpf/y  al~^  =.  o  est  satisfaite  par  tous  les  points  j:  du  plan, 
si  a"  =  0  Gl  p\.z=:  p']^  z=i  o  sont  respectivement  l'équation  de  la 
courbe  d'ordre  71  et  celle  de  la  conique.  En  vertu  de  cette  propriété, 
la  courbe  «5=0  n'est  pas  générale,  si/î^3^  elle  est  particula- 
risée parce  qu'un  certain  covariant,  dont  j'ai  donné  l'expression, 
s'annule  identiquement. 

Pour  compléter  les  recherches  de  la  Note  précitée,  on  peut  de- 
mander de  trouver  l'équation  de  cette  courbe  a"  =  o  qui  jouit 
dos  propriétés  mentionnées  et  qui  passe  par  les  intersections  de 
/>'r=  o  avec  une  courbe  générale  donnée  par  l'équation  rt;  =  o. 
C'est  cette  question  que  nous  allons  traiter;  la  solution  donnera 
lieu  à  quelques  applications,  se  rapportant  aux  conditions  de  con- 
tact d'une  conique  avec  une  courbe  algébrique  quelconque. 

2.  D'abord  il  nous  faut  démontrer  un  théorème  auxiliaire  que 
voici  : 


(')  M.  Salmon  a  aussi  indiqué  qu'il  doit  exister  une  courbe  particulièrement  liée  à 
une  forme  binaire  d'ordre  pair,  quand  on  représente  les  valeurs  de  la  variable  bi- 
naire par  les  points  d'une  conique  {Lessons  introductorjr  to  the  modem  higher  Algebra; 
Uiird  cdilion,  art.  190). 

i3. 
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Chaque  co^ariant  simultané  d'une  conique 

et  d'une  courbe  d'ordre  n{al  =  o),  qui  est  du  premier  degré  par 
rapport  aux  coefficients  de  cette  courbe,  doit  être  une  Jonction 
entière  de  diverses  expressions,  dont  le  type  général  est  donné 
par  lajorme 

[ap'p^Y  (ap^p'^y. . .  (ap(*^')pW)»  a;-^, 

» 

r  étant  un  nombre  entier  positif. 

Cette  proposition  est  une  conséquence  immédiate  du  théorème 
connu  (^),  que  chaque  covariant  simultané  d'une  conique  p*  =  o 
et  d'une  droite  Uj^=  o  est  une  fonction  entière  des  quatre  formes 

En  effet,  les  covariants  simultanés  de  pi.  et  de  a"  qui  sont  du  pre- 
mier degré  par  rapport  aux  coefficients  de  aj,  c'est-à-dire  qui  ne 
contiennent  qu'un  seul  symbole  a,  ne  peuvent  être  changés  essen- 
tiellement, quand  on  remplace  les  symboles  a/  de  a"  par  les 
coefficients  Ui  d'une  forme  linéaire,  coordonnées  d'une  droite  ^  et 
réciproquement,  chaque  contrevariant  (ou  connexe  covariant,  Zwi- 
schenform)  de  p\  qui  est  du  n^^^^  degré  par  rapport  aux  coordon- 
nées Ui  se  transforme,  par  la  substitution  u/  =  a/,  en  un  invariant 
(ou  covariant)  simultané  de  aj  et  p\. 

3.  Maintenant  je  me  propose  d'établir  l'équation  de  la  courbe 
d'ordre  n  qui  appartient  au  système  linéaire  proposé 

al  =  ILa1-¥T:l-^p\  =  o 

(oiiTIest  un/acteur  constant  et  7r;~*  désigne  une  forme  d^  ordre 
n  —  7.  à  déterminer)  et  qui  jouit  des  propriétés  demandées  au 
n°l. 

La  condition  {ccpp'Y  orJ~'  =  o  nous  donne  la  relation 

j  n(n-I)(a/>/»')'a;-'^^-(n-c^)(n-3)(:r/>/>')'TrrVï' 


(*)  yoir  Clebscb,  Leçons  de  Géométrie,  l.  I,  p.  287. 
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laquelle,  étant  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de  Xt,  a:,,  x^,  est 

équivalente  à  un  système  de  -  /i  (/i  —  i)  équations  linéaires  et  ho- 
mogènes par  rapport  au  facteur  II  et  aux  -  n[n  —  i)  coefficients 

de  TT^*.  Au  lieu  de  les  résoudre  par  une  voie  directe,  nous  faisons 
remarquer  qu'elles  sont  de  forme  invariante  et  que,  par  consé- 
quent, la  forme  cherchée,  a^,  doit  être  covariant  simultané  des 
deux  formes  proposées  a"  et  pi.  Ce  covariant  se  détermine  par  le 
raisonnement  suivant. 

Les  coefficients  de  a^  ne  se  trouvent  pas  multipliés,  dans  l'équa- 
tion (i),  par  ceux  de  Tt^""*.  Il  faut  donc  que  «J  soit  linéaire  par  rap- 
port aux  coefficients  de  a^.  D'après  le  théorème  démontré  au  nu- 
méro précédent,  nous  connaissons  tous  les  covariants  doués  de 
cette  propriété.  En  désignant  par  r,  des  facteurs  numériques,  nous 
pouvons  donc  poser,  pour  n  =  av, 

IaJJ  =  a;  A^  4-  r,  aj"*  (app'  Y  F  A^' 
+  r,  a^-'  (  app'  y  (  ap^y  F»  A^'  4- . . . 
-f-  r,[ap'p''Y[ap''p'''Y. . .  (a/i("-')p("))*F% 
où 

^  =  {pp'p'Y'   ^=pl> 

et,  pour  n=  2V  -h  i  : 

a;.  =  ««  A^  4-  p,  a;-*  ( app'  Y  FA^-' 


^    '     '  ■  p,a,[ap'fY[ap"p''Y'"[^P^'""^P^'"'^Y^"' 


\,  Il  est  aîsé  de  calculer  les  nombres  /v  et  p/  qu'il  nous  reste 
encore  à  déterminer.  Formons  le  covariant  (ap;/)'a;~*  qui  doit 
s'évanouir.  En  prenant  d'abord  n  =  av,  on  déduit  de  (2) 


n{n—\]  [ocpp'Yixl'^ 

'-^n{n-i)à^{app'Ya"r' 

-^4(/i  -  2)  [apyY{apy^^)ar'{ppy'^)ps 

-4-2(a//')rt;-*A]-f-.... 

Supposons  les  termes  du  deuxième  membre  ordonnés  suivant  les 
puissances  du  déterminant  A-,   alors  nous  pouvons  calculer   les 
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nombres  /;  de  telle  manière  que  chaque  expression  qui  multiplie 
une  certaine  puissance  de  A  s'évanouit  identiquement.  En  effet, 
dans  le  deuxième  terme  du  crochet  qui  multiplie  ri  par  exemple, 
nous  permutons  les  lettres  ppl^p^"  et  nous  formons  la  somme  des 
trois  expressions  ainsi  obtenues,  laquelle  contient  les  facteurs 
symboliques 

(5)       !      =  5  (/'/^V)  [(«/'/''')/''- («PP")p"^^(«/'/^")A'x] 

m 

Le  coefficient  de  r^  A*~*  devient  donc  égal  à 

[n  ^  a)  (n  ^  3)  (ap'pyiap'p'^Y  a^-'F  -h  ^[2n'-i){apY)^  a^  A; 

par  conséquent,   le  facteur  de  A%  au  second  membre  de  (i),  est 
donné  par 

(ap>")^ar'[n(n  - 1)  -+-  |  r.(i/i  -  i)J; 

et,  pour  le  faire  s'évanouir,  il  suffit  de  poser 

3  nln  -- 1) 
r.  = î^ . 

2      2/?  —  I 

5.  Après  avoir  déterminé  /'i,  on  peut  trouver  les  autres  nombres 
/•/  par  voie  récurrente.  Le  terme  général  du  second  membre  de  (4) 
se  trouve  représenté  par 

ri^^-^F^-'{ap'p''Y[ap"'p'''Y. .  .{a/?("'-»y"))'flj-S'-î 

X[(/l—  2Z)(/1  —  21— l)(rtp(2'+')^(2'+0)JF' 

-H  4 /( /î  —  2 /)(«/?(''■■*■') y?("'+^> )  rt, F  ( p/?(''+»^p(^'-^'^  ) /?x 
-^  4/(1  —  i)  ai(;?/7(^'>')pf»'-*-^î)(p';?('<-^'^p^2'-^^^)/?x/;^^ 

Pour  transformer  le  second  terme  de  Texpression  entre  cro- 
chets, faisons  usage  de  l'idcntilé  (5),  en  y  mettant  /7^*'+*\  ^(»'+»)  à 
la  place  de  p'^^p^'^'f  elle  nous  donne  alors 

[pp(''-^0 p(^'i+^))[ap(-'*-^''f pi^'-^'^) Pj,=  i  la,. 
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Par  un  procédé  analogue,  on  a,  dans  le  troisième  terme, 

En  posant,  pour  abréger, 

(6)  Ai=(ap'p''Y{ap'^p'''Y. .  .(ap("-»y»'>)»a;-*', 

le  terme  général  dont  il  s'agit  devient  donc 
r,A--'P-r(/i-2i)(/i-2i-i)A/H..F4.|i(2n-2i4-  i)AA,l. 

De  même,  le  terme  précédent  est  égal  à 

n^t  A^'-»-'  F'-'H/i  —  21  +  2)(/i  —  21  -h  i)  A/F 

+  5  ('  —  Ol^'»  —  ^i  •+-  3)  ^A,-i   ; 

et  il  n'y  a  pas  d'autres  termes,  dans  le  second  membre  de  (4))  qui 
contiennent  le  facteur  A*~*+*,  que  ceux  qui  résultent  de  ces  deux 
expressions.  Voici  donc  l'expression  qui  y  multiplie  A*"'"*"'  : 

F'-'  Ai    r,_,  (/i  —  21  ^-  2)(/i  — 2/  -i-  1)4-  ^  ràinn  —  2/  4-1)    ; 

par  conséquent,  le  covariant  (a;?;?')' aî~"' s'évanouit  identiquement, 
quand  on  suppose  les  nombres  r^  calculés  par  la  formule  récurrente 

3  in  —  9. /  -h  9. )  ( n  —  2 1  -h  ï ) 
2  i['?.n  —  2  z  -h  1  ) 

Or,  la  valeur  de  t\  étant  trouvée  au  n®  4,  on  en  tire,  sans  dif- 
ficulté, la  formule  directe 

_/      9.  y  n[n  —  i)[n  —  2)...(/?  —  2/-4-i) 

'   '  \      3/    1.2. .  ./.(2/i— i)(2/i  —  3). .  .(2/1  —  2/4- i) 

Enfin  on  obtient,  en  se  servant  des  notations  introduites  par 

(6),  pour  72  =  2V, 

„.        3/if/i  —  1).-,. 

:"    :<.A^ ^ '-  A,  FA^-' 


/ 

OC' 


1     in 


I  \2/       z[7,n  —  i)(2rt  —  3) 


/_  3y        av(2>/-i)...(v+i) 

l      2;  i/!(4v-i)(4v-3)...(îi/+i)     • 
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6.  On  voit  immédiatement  que  les  mt^mes  raisonnements  el  le» 
mômes  calculs  s'appliquent  encore  au  cas  où  n  est  impair,  de  sorte 
que  l'on  a  r,  =  pi-  Ce  n'est,  en  effet,  que  le  dernier  terme  du  se- 
cond membre  de  {7)  qui  doit  être  modifié.  On  obtient,  enveriu 
de  (  3  ),  pour  n  ^  a  v  -H  i 


A,  F  A- 


(8) 


3y(av  +  .)aw(2i,-il...(v-4-i) 


!  Système 


Les  êi/ua(ions  {y)   et  (8)  impliijuent   la  solutio 
d'équations  linéaires,  repréienté par {\). 


7.  Celte  solution  ne  peut  devenir  indéterminée  (').  En  effet, 
supposons  qu'il  y  ait  une  autre  courbe  p;  ^  o,  qui  jouisse  des 
mêmes  propriétés  que  a"^  o.  Alors  ces  deux  courbes  auraient  les 
mêmes  intersections  avec  la  conique  F=;o,  et  it  en  serait  de 
inème  pour  toutes  les  polaires  des  deux  courbes,  car  ces  polaires 
déterminent,  sur  F  =  o,  les  polaires  binaires  (d'ordre  pair)  des 
an  points  fondamentaux.  En  désignant  par  z  un  point  arbitraire 
de  la  conique,  on  aurait  donc 

««;-'«,  =  /i|3;^'p,  +  (n— a)  A;^'i,  pi  +  2  6;-'p*/'i' 
D'autre  part,  le  premier  membre  doit  être  de  la  forme 


et,  par  conséquent,  nous  pouvons  poser 

En  continuant  de  raisonner  d'une  manière  analogue,  ou  est  coa- 


(')  Nom  remarquons  qu'elle  reste  luaai  déterminée  li  les  in 
naire  >e  confondent  en  un  même  point.  La  (angeale  de  F  =  0 
R  fois,  est  alors  la  seule  courbe  d'ordre  n  dont  toulei  les  poli 
conique  que  dans  son  point  de  contact.  Donc,  li  «^  =  o  <>> 
raittact  d'ordre  în  —  i,  iajorme  «J,  donnée  par  {-j)  ou  (8),  ( 
forme  Uaiaire. 
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duit  aux  relations 

6;-»z=[pî]'— C     pour    n=z^r 
=  [plY-*Us    pour    n=:2r4-i, 

C  étant  une  constante  et  u,  une  forme  linéaire.  Cependant  il  faut 
que  Ton  ait  C  =  o  et  m,=  o  j  car  d'ailleurs,  comme  on  le  vérifie 
aisément,  les  relations 

ne  pourraient  être  satisfaites  à  la  fois. 

8.  Je  vais  indiquer  une  application  immédiate  que  Ton  peut 
faire  des  résultats  que  nous  venons  d'établir,  et  du  lien  qui  existe, 
d'après  nos  recherches  antérieures,  entre  la  théorie  des  formes  bi- 
naires et  celle  des  formes  ternaires.  Il  est  connu  que  le  tact- 
invariant  d'une  courbe  algébrique  quelconque  et  d'une  courbe 
unicursale  se  trouve  donné  par  le  discriminant  d'une  certaine 
forme  binaire.  On  obtient  cette  forme  en  exprimant  les  coordon- 
nées des  points  de  la  courbe  unicursale  par  deux  paramètres  homo- 
gènes et  en  formant  le  premier  membre  de  l'équation  algébrique 
dont  dépendent  les  intersections  des  deux  courbes  proposées.  Ainsi, 
le  tactinvariant  se  présente  exprimé  par  les  invariants  d'une  forme 
binaire;  cependant  on  a  encore  à  vaincre  quelques  difficultés, 
quand  on  se  propose  de  V exprimer  par  les  invariants  simultanés 
des  deux  formes  qui,  égalées  à  zéro,  représentent  les  deux 
courbes.  C'est  ce  problème  dont  nous  pouvons  donner  la  solution, 
par  notre  méthode,  pour  le  cas  particulier  où  la  courbe  unicursale 
est  notre  conique  fixe  p\.z=i  o. 

Soit  Toquation  d'une  courbe  algébrique  quelconque  donnée  par 
r/;=  o.  Ses  o^/i  points  d'intersection  avec  la  conique  sont  repré- 
sentes par  les  zéros  d'une  forme  binaire  af ,  d'après  les  formules  (i) 
et  (6)  de  ma  première  Note  (*).  Le  discriminant  de  cette  forme  sera 
donc  le  tactinvariant  cherché.  Lorsque  la  courbe  d'ordre  n  touche 
la  conique,  chaque  autre  courbe  du  même  ordre  qui  passe  par  leurs 
2/2  intersections,  jouit  de  la  même  propriété.  En  particulier,  on 
peut   remplacer,    sans  altérer  le  tactinvariant,  la  courbe  aj  =  o 

('  )  Il  n'y  auru  aucune  ambiguïté  si  j'applique  ici  et  dans  ce  qui  va  suivre  les  mômes 
symboles  a^  pour  la  forme  ternaire  a^  que  pour  U  forme  binaire  al". 
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par  cette  courbe  a"  =  o  qui  est  attachée  à  la  forme  binaire  a|"  de  la 
manière  convenue,  et  dont  on  peut  former  l'équation  à  l'aide  des 
relations  (7)  ou  (8).  En  appliquant  les  formules  fondamentales  que 
j'ai  établies  dans  ma  première  Note  et  qui  expriment  les  facteurs 
symboliques  (ai),  a^  des  covariants  et  des  invariants  de  la  forme 
binaire  af"  par  les  facteurs  symboliques  («Py),  («P^),  {^pp^)^ 
{pf^p^')^  oixt  Px  des  covariants  et  des  invariants  simultanés  de  a"  et 
de  pi,  nous  sommes  à  même  de  remplacer  immédiatement  les  in- 
variants de  la  forme  af  qui  figurent  dans  l'expression  de  son  dis- 
criminant, par  les  invariants  simultanés  de  a"  etpl..  Or  nous  pou- 
vons supposer  connue,  d'après  les  recherches  de  M.  Gordan  (*), 
l'expression  symbolique  du  discriminant^  par  conséquent,  nous 
pouvons  calculer  le  tactinuariant  de  aj  et  de  pl^  sous  forme 
invariante.  Cela  posé,  il  nous  reste  à  introduire  les  coefficients  de 
al  au  lieu  des  coefficients  de  ce",  et  ce  sont  encore  les  équations  (7) 
et  (8)  qui  nous  permettent  d'achever  parfaitement  la  solution  de  la 
question.  Evidemment  on  établira  d'une  manière  analogue,  en  par- 
tant des  relations  correspondantes  de  la  théorie  des  formes  bi- 
naires, les  conditions  pour  des  contacts  d'ordre  supérieur  de  la  co- 
nique avec  une  courbe  algébrique  quelconque,  comme  on  va  le 
voir  par  un  cas  particulier. 

J'espère  pouvoir  communiquer  prochainement  à  la  Société  les 
résultats  des  calculs  indiqués,  pour  le  cas  tî  =  3,  où  il  s'agit  d'expri- 
mer le  tactinvariant  d'une  conique  et  d'une  cubique  quelconque 
par  leurs  invariants  simultanés. 

9.  Je  me  borne  ici  à  appliquer  ce  raisonnement  au  cas  n  =  2 
pour  lequel,  d'ailleurs,  les  résultats  sont  connus.  Cherchons  donc 
le  taclinv^ariant  des  deux  coniques  arbitraires  : 

aî  =  bl-^c'  =  o     et    pl=p'J  r^^  p^'  :=zO. 

Leurs  invariants  simultanés  seront  définis  par  les  équations 

(9)  A^(pp'p"Y=3D*     (>), 

(10)  ^':^(app'Y,     A"=  («*/>)»,     A"'^(a6c)». 


(*)  Mathemaùsche  Annalen^  t.  III.  —  Voir  aussi  Glebscii,  Théorie  der  bindren 
Formen,  §  20. 

(')  Voir  le  calcul  qui  nous  a  servi  pour  établir  réquation  (ao)  de  ma  Note  prë- 
citcc.  La  quantité  D  est  définie  par  l'équation  (3)  de  cette  Note. 
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En  vertu  de  (7),  la  conique  aj  =  o,  attachée  à  la  forme  binaire 
rtç  qui  représente  les  intersections  de  aj  =  o  et  j^i  =  o,  est 

(m)  0  =  al=  Pi=zyl=  alà  ^  pl^'  =z  bî^  ^  pl^'. 

En  effet,  la  condition  [app^)^  =  o  est  satisfaite  identiquement 
par  cette  conique  a'  =  o. 

Le  discriminant  de  a(  est  donné  par  i*  —  6/'  ou,  d'après  les  for- 
mules (  20)  et  (i4)  de  ma  première  Noie, 

I  D*i  =  B*(aby=^2{a^p)\ 
''""^  I  D*j  =  D*(aby[bcY(cay=z(a^yY. 

En  appliquant,  deux  fois  de  suite,  la  formule  (i  i)  et  en  ayant  égard 
à  la  relation  [appfy  =  o,  on  trouve 

[oLiî!^py=[a^p'Y^=^[[abpY^-^[ap'pYù:]  =  ^{^ùsr-'^''), 

et  de  môme 

(a(3y)»=(a6c)>A>-3AW(a6p)'+3AA'>(a/ip')»-A'>(/i/iV)» 
=  A(A^A»-3AA'A^-+-2A'»). 

A  étant  égal  à  3D^,  on  en  tire 

(i3)  /r=r-6(AA"- A'=») 

(i4)  7:^-3(A'"A^-3AA'A''-f-2A'»), 

et  de  là 

/  i^-ej'    . -54[4(AA"-A'»)»-+-(A»A*'-3AA'A"-+-2A'M'] 
,i5)  :zz54A^[6AA'A"A'''-+-3A'»A"' 

f  —  A'A^»  — 4AA"^-4A'^A'^]. 

Or  c'est  en  effet,  au  facteur  A'  près,  l'expression  connue  du  tacl- 
in variant  cherché. 

10.  Si  les  deux  coniques  ont  entre  elles  un  contact  du  second 
ordre,  Téquation  a-*  =  o  doit  avoir  une  racine  triple,  ce  qui  arri- 
vera quand  on  a,  à  la  fois,  i  =  o  etjf*  =  o.  ATaîde  des  relations  {i3) 
et  (i4))  on  en  déduit  immédiatement  les  conditions  ternaires,  éga- 
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lement  connaes, 

11«  Zpes  coniques  auront  deux  contacts  distincts,  chacun  du 
premier  ordre,  si  la  forme  binaire  a^  est  le  carré  d'une  forme  qaa- 
dratiquei  c'est-à-dire  si  Ton  a 

iH— ya^  =  o, 

en  désignant  par  H  la  hessienne  de  a},  savoir 

n  =  [abYaibi. 

Pour  établir  la  relation  ternaire  correspondante,  nous  appliquons 
la  relation  (i8)  de  ma  Note  antérieure  qui  nous  donne 

(.7)  D'H  =  $•(«/,>') (P/p')«, p.    ('). 

OU,  en  vertu  de  (i  i), 

h'B=Kn{ap'p')a,^-  [pp'p')p,^']Wpr)Kti.-  {prp'p')pZ^'] 

=  K'[{ap-p'){bp'p')a,b,A'-  rt^t^'{ap'p')[pp'p')a.p, 

-*-^"(pp'p']ip'p'p')P'PZ]- 

Transformons  le  deuxième  membre  à  Taide  des  égalités 
(ppy]{ap'p'')p.=  5  [pp'p'map'pnP^-  i^PP'']p'.  -t-  ['^PP')p:] 


I 


--^^iPP'p'Y  0^=1^0, 

[pp'p'i  [p'p'p")ps=  l  [pp'p"Yp: = 5  v:. 

et  négligeons,  aux  deux  membres,  le   facteur  A  =  3  D*  ^   alors  il 
vient 

Pour  les  calculs  suivants,  il  sera  utile  d'introduire,  au  lieu  de 


(*)  roirle  Traité  des  sections  coniques,  par  M.  Salmon. 

(*)  Oo  pourrait  aussi  partir  de  l'équation  (16)  de  la  Note  citée.  Cependant  il  fau- 
drait y  poser,  au  premier  membre,  D"*"^'  à  la  place  de  40**^';  de  même,  dans  l'équa- 
tion (i5),  a  faut  diviser  le  dernier  membre  par  2. 


.^^._^HAa 
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{app')[bpf/)  a,b,^  un  autre  covariant,  qui  est  symétrique  par  rap- 
port aux  coefficients  de  à^  et  de  p\^  comme  on  vérifie  aisément  par 
les  identités  connues,  savoir  : 

(18)  ol  =  ^'al^(app^)(bpp')a,b,=  ^yi^(pab)(p^ab)p,p'^. 

A  Taide  de  cette  forme,  nous  obtenons  la  formule 

(19)  D»H=C'(AA'ai-hA'»/ii-3A(pî). 

Nous  aurons  encore  besoin  de  la  relation  suivante,  qui  découle 
de  (i  i)  et  de  Téquation  (6)  de  la  Note  précitée 

(20)  D»a^=Ç*aî  =  Ç'(Aai  — A'/>i). 

Pour  obtenir  la  relation  ternaire  correspondant  à  Téquation 
m  — ja{  =  o,  nous  pouvons  négliger,  dans  les  dernières  formules, 
tous  les  termes  qui  contiennent  le  facteur  pj^,  car  les  relations  (19) 
et  (ao)  supposent  toujours  que  pi  =  o.  Ainsi  la  condition 

iH  --jai  =  o 

se  transforme,  par  (i3),  (14)9  (19)  ^^  (^0)9  ^^ 

(21)  aiA(A'A''-AA*')  -f-ôçKAA-^- A")  =  0^1, 

C  étant  une  constante  indéterminée.  Nous  ^pouvons  la  calculer,  en 
posant,  en  particulier, 

0?,  z=Ctdi  —  Cl  rfj,      Xj  zzzCidi  —  Cl  dip     X%  =  C|  </s  —  c%  rfi  • 

Alors  il  vient 

al  =  (acdy  =  A",    pi  =  (pcdy  =  A^ 

?i.  =  A'A'*-  (app')(bpp')(acd){bcd) 

-  A'  A- ~  l[app'  )  (bcd)  [{acd)  (bpp'  )  -  (abd)  [cpp' )  -h  [abc] (dpp')] 

^A'A^-  i  (a/i/>')»(6crf)»  =  |A'A". 

et,  par  conséquent, 

SAA'A^'A*'—  4A'»A'—  A»A*'»=  CA^ 

Or  le  tactinvariant  des  deux  coniques  est  nul  dans  le  cas  envisagé; 
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par  suite,  réquation  (i5)  nous  donne 

CA*'^  SAA'A^'A'"—  4  A'»  A*'—  A' A*''  =  4AA''*—  SA'^A*' —  AA'A^A' 

ou  bien 

C^4AA'''-  3A"A'^- AA'A^ 

La  condition  (21)  devient  ainsi 

,     ,  (  A(A'A''-AA-')^l.-r-6{AA"-A'M9i. 

^     '  ^  '  (AA'A"-i-3A'»A"-4AA''')y?i=^o. 


//  doit  donc  exister  une  relation  linéaire  entre  les  trois  /ormes 
quadratiques  a*,  pi  et  cj»j. 

12.  Ce  résultat  s'accorde  parfaitement  avec  une  autre  forme, 
sous  laquelle  j'ai  donné,  dans  mon  édition  des  Leçons  de  Clebsch, 
t.  I,  p.  298,  la  condition  pour  que  les  deux  coniques  a^  =  o  et 
pi  =  o  se  touchent  en  deux  points  distincts,  savoir  : 

(23)  (AA''-A'»)F„-(AA"-A'A")F„-i-(A'A"'-A"»)F„  =  o, 

où 

F„=[aft«)%     ll,,  =  {pau)\     ¥u=[pp'uy. 

En  effet,  on  tire  de  (28) 

(  {^^''-^'')(abu)(abv)-(^^"''^^'^'')(apu]{api^) 
^""^^  \  -^[^'^'"-l'-^][pp'u)[pp'v)  =  o. 

Il  faut  que  cette  relation  ait  lieu  quelles  que  soient  les  quantités  m, 
et  i^/.  Posons  donc,  en  particulier, 

nu  mm 

Alors  nous  obtenons 

[abu][abv]    =[abp){abp')p.p'^      =A>i.-çi, 

[apu)  [apv]    z=  [app'  )  [app" ) p'^p\   =  '-  [app')p\  [[app")  p'^~  [<ip'p")pr] 

=  \  {"PPlplii^PP'  )p:-{pp'p'')a.] 
[pp'u){pp'^]=  {pp'p"){PP'p'')p:p:=  ^  ^Pi- 
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Eu  vertu  de  ces  trois  relatious,  l'équation  (a4)  devient 


(gAA'A"'-+.iA'»A"-|AA">'j/>i  =  o, 


c'est-à-dire  la  relation  même  que  nous  venons  de  déduire,  par  notre 
méthode,  de  la  théorie  des  formes  binaires  biquadratîques. 

13.  Il  nous  reste  à  considérer  le  cas  où  les  deux  coniques  ont 
entre  elles  un  contact  du  troisième  ordre.  Dans  ce  cas,  la  forme 
binaire  al  devient  la  quatrième  puissance  d'une  forme  linéaire; 
par  conséquent  on  a  la  condition  binaire  H  =  o,  et  de  là,  en  vertu 
de  (19),  la  condition  ternaire 

39i.-A'ai=:C/>i, 
G  étant  une  constante.  En  posant,  comme  à  la  fin  du  n^  11, 

Xx  =  C2  rfs  —  Cl  dif      Xi  :=  C^di  —  Cl  di,      Xi  :=:Ctdi  —  Cj  rf|. 

on  trouve 

2A'A'"-A'A'*'=^CA", 

ou,  en  appliquant  les  relations  (16),  qui  sont  satisfaites, 

C  :=  A". 

Le  cas  envisagé  se  trouve  donc  caractérisé  par  la  condition 
(a5)  39J.-â'«l.-A>i=o, 

jointe  aux  relations  du  11°  10,  savoir  : 

/  A^  A        A'       A" 


A'  ~"  A" 


L'équation  (aS)  ne  diffère  pas  essentiellement  des  deux  condi- 
tions que  j'ai  données  dans  mon  édition  des  Leçons  de  Clebsch, 

p.  299  : 

Y'Ipp'uY—  2^''[apuy'-{'^'{abuy,=  o, 

A''  (  pp'uY  —  2  A'  [apuy  4-  A  (abuY  =  <>> 
dont  l'une  découle  de  l'autre  à  l'aide  des  relations  (26).  On  pourra 
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en  déduire  la  condition  (a5)  par  un  calcul  analogue  à  celui  que 
nous  venons  d'effectuer  au  u?  12. 

14.  Je  profite  de  cette  occasion  pour  corriger  une  application 
prématurée  qui  se  trouve  dans  ma  Note  antérieure.  Tj  ai  parlé 
du  faisceau  de  formes  binaires 

(27)  kai  -+-  l(aby{bcY{caYai  b}c(=o, 

auquel  correspond  le  faisceau  de  cubiques 

(28)  >cai-f-X(a(3y)»a,(3,y,=  o. 

Or  la  cubique  (aPy)'ajp(3,y,  =  o  ne  jouit  pas  de  cette  propriété, 
que  toutes  ses  coniques  polaires  soient  barmoniquement  circon- 
scrites à  la  conique  pl  =  o\  donc  les  invariants  et  covariants  des 
courbes  du  faisceau  (  28  )  ne  se  transforment  pas  en  ceux  des  formes 
binaires  du  faisceau  (27)  par  les  mêmes  formules  que  les  invariants 
et  covariants  de  aj  en  ceux  de  a( .  Par  conséquent,  les  énoncés  qui 
se  rapportent  à  la  forme  j^x  et  aux  invariants  S»]^  et  T,^^,  et  que 
j'avais  donnés  antérieurement,  ne  sont  pas  exacts.  A  la  page  120 
du  tome  Y  du  Bulletin,  il  faut  effacer  douze  lignes,  à  partir  des 
mots  a  Pour  cbacune  »  jusqu'à  l'équation  T,x=o.  En  outre^ 
page  119,  ligne  10,  il  faut  lire  circonscrites  au  lieu  de  inscrites. 


Mémoire  de  Géométrie  sur  la  construction  des  normales 
à  plusieurs  courbes  mécaniques ^  par  M.  Chasles  (*). 


I. 

1 .  Nous  entendrons  par  courbe  mécanique  toute  courbe  décrite 
par  un  point  pendant  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son 
plan,  soit  que  le  point  décrivant  soit  mobile  avec  la  figure,  soit 
qu'il  reste  fixe  et  qu'il  imprime  à  chaque  instant  sa  trace  sur  le 
plan  mobile. 

(')  Ce  Mémoire  inédit  a  été  présenté  à  la  Société  philomathique  le  ir  août  1839. 

{Aote  de  la  Rédaction,) 
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Ccs  deux  manières  de  considérer  la  description  mécanique  des 
courbes  planes  sont  essenliellement  différentes,  et  donnent  lieu 
aussi  à  des  courbes  différentes;  mais  il  existe  toujours  une  certaine 
position  du  stylet  fixe  qui  décrit  la  même  courbe  que  dans  le  mode 
accoutumé  de  description  par  un  point  mobile.  Ainsi,  quand  on 
fait  mouvoir  un  angle  pour  décrire  la  cissoïde  de  Dioclès,  à  la  ma- 
nière de  Newton,  un  stylet  fixe,  placé  convenablement,  trace  aussi 
une  cissoïde  sur  le  plan  mobile  de  l*angle. 

La  première  manière  de  décrire  les  courbes  par  un  point  mobile 
est  la  seule  qu'on  ait  considérée  jusqu'à  ce  jour  dans  les  spécula- 
tions géométriques.  La  seconde  manière,  par  la  trace  d'un  stylet 
fixe,  y  a  été  à  peine  aperçue.  Cependant  elle  est  en  usage  dans  Tart 
du  tourneur,  et  elle  donne  lieu,  dans  la  théorie,  à  des  descriptions 
de  courbes  intéressantes  et  curieuses,  qui  pourraient  recevoir  des 
applications  utiles. 

Clairaut  est  peut-être  le  seul  géomètre  qui  ait  pensé  à  cet  ordre 
de  questions,  sur  lequel  il  a  donné  un  court  écrit  dans  les  Mémoires 
de  Vudcadéniie  des  Sciences  de  1740- 

Après  avoir  signalé  ce  nouveau  mode  de  description  des  courbes 
qui,  au  premier  coup  d'œil,  dit-il,  lui  avait  paru  devoir  produire 
les  mêmes  courbes  que  le  mode  de  description  ordinaire,  il  se  borne 
à  eu  faire  deux  applications.  11  cherche  les  équations  des  courbes 
formées  par  la  trace  d'un  stylet  fixe  sur  un  plan  dont  le  mouvement 
est  produit  par  le  roulement  d'un  cercle  sur  une  droite  ou  sur  un 
autre  cercle.  Dans  le  premier  cas,  il  trouve  que,  pour  une  certaine 
position  du  stylet  fixe,  on  obtient  une  spirale  d'Archimède  et  non 
une  cycloïde,  qui  est  la  courbe  décrite  par  un  point  du  cercle  rou- 
lant. 

Celte  matière  présente  à  l'analyse  de  grandes  difficultés  :  on  en 
peut  juger  par  la  complication  des  calculs  de  Clairaut;  mais  des 
considérations  géométriques  parviennent  à  la  rendre  aussi  simple 
que  le  mode  ordinaire  de  description  des  courbes.  Ainsi  nous  ver- 
rons sans  difficulté  que  les  courbes  que  Clairaut  a  exprimées  par 
des  équations  qui  renferment  plusieurs  intégrations  qu'il  n'a  pas 
en'ectuées  sont  simplement  des  épicycloïdes  produites  à  la  manière 
ordinaire;,  par  le  roulement  d'une  droite  sur  un  cercle  ou  d'un 
cercle  sur  un  autre  cercle. 

11  ne  va  èlre  question  dans  le  présent  travail  que  des  courbes  dé- 
VI.  i4 


critcs  par  un  stylet  mobile.  Dans  un  second  Mémoire,  nous  traite- 
rons, d'une  manière  générale,  des  courbes  décrites  par  un  stylet 
fixe,  en  indiquant  le  mécanisme  particulier  à  chaque  courbe,  comme 
dans  le  tour  à  ovale  et  à  épicycloïde. 

2.  La  méthode  que  nous  allons  exposer,  pour  mener  les  nor- 
males aux  courbes  mécaniques,  s'applique  à  une  infinité  de  courbes 
géométriques  et  autres,  pour  lesquelles  on  peut  trouver  une  des- 
cription mécanique  convenaljle  :  telles  sont  l'ellipse,  les  conchoïdes, 
la  cissoïde  de  Diodes,  la  ligne  à  longue  inflexion,  qui  dirige  le  piston 
d'une  machine  à  vapeur,  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  sommets  de 
tous  les  angles  égaux  circonscrits  à  une  courbe  donnée,  etc.  Cette 
méthode  sert  aussi  pour  déterminer  les  points  où  une  courbe  en 
mouvement  touche  la  courbe  enveloppe  de  l'espace  qu'elle  par- 
court, par  exemple  pour  déterminer  les  points  où  toutes  les  cordes 
égales  d'une  courbe  quelconque  toucheut  leur  courbe  enveloppe, 
et  enfin  pour  déterminer  les  centres  de  courbure  de  certaines 
courbes,  telles  que  la  tractoire,  la  spirale  logarithniiq ue,  etc. 

Les  principes  auxquels  conduisent  les  développements  de  celte 
méthode  peuvent  devenir  d'un  usage  utile  dans  diverses  recherches 
de  pure  Géométrie,  comme  nous  aurons  occasion  de  le  faire  voir 
par  divers  exemples. 

Cette  méthode  n'exige  aucun  calcul,  et  elle  est  indépendante  de 
la  doctrimî  des  mouvements  composés,  sur  laquelle  repose  la  mé- 
thode de  Roberval;  elle  a  pour  base  unique  une  proposition  de 
Géométrie  élémentaire,  que  nous  allons  d'abord  démontrer. 

3.  Lemme.  —  Si  l'on  a  dans  un  plan  deux  poly francs  égaux 
places  d'une  manière  quelconque,  et  qu'on  joigne  deux*  à  deux 
par  des  droites  leurs  sommets  correspondants,  les  pcrpendicu^ 
laires  élev^ées  sur  ces  droites  par  leurs  nnlieux  passeront  toutes 
par  un  même  j)oint. 

En  eflct,  soient  A,  B,  C  {fg'  i)  trois  sommets  du  premier  poly- 
gone, et  A',  B',  C  les  trois  sommets  correspondants  du  second  po- 
lygone. Menons  les  droites  AA',  BI3',  CC,  et,  par  leurs  milieux, 
élevons-leur  des  perpendiculaires.  Soit  N  le  point  de  rencontre  des 
deux  premières  de  ces  perpendiculaires ^  il  s'agit  de  prouver  que  la 
troisième  passera  par  ce  point  N. 
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Le  point  N  est  également  éloigné  des  deux  points  A,  A'^  on  a 
donc  NA  =  NA',  et  pareillement  ]\B  =  NB'.  Les  côtés  AB,  A'B' 
des  deux  polygones  sont  égaux-,  les  deux  triangles  ANB,  A'NB' 


Fig.  I. 


^A' 


sont  donc  égaux  comme  ayant  leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à 
chacun-,  donc  les  deux  angles  NAB,  NA'B'  sont  égaux.  Or  les 
deux  angles  BAC,  B'A'C  des  deux  polygones  sont  égaux;  on 
en  conclut  que  Tangle  NAC(=  NAB  —  CAB)  est  égal  à  l'angle 
NA'C'(=]NA'B'— C'A'B')-,  mais  les  deux  côtés  AC,  A'C  des 
polygones  sont  égaux;  donc  les  deux  triangles  NAC,  NA'C  sont 
égaux,  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux;  donc 
leurs  cotés  jNC,  NC  sont  égaux,  ce  qui  prouve  que  le  point  N  est 
sur  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  CC 
x\insi  le  lemme  est  démontré  (  *  ). 

4.  Pour  faire  l'application  du  lemme,  supposons  que  les  deux 
polygones  soient  infiniment  voisins  Tun  de  l'autre,  de  sorte  que 
le  second  pourra  être  considéré  comme  étant  précisément  le  pre- 
mier polygone  qui  aurait  éprouvé  un  déplacement  infiniment  petit; 
on  en  conclut  cette  proposition  générale  : 

Si  une  fleure  plane,  de  forme  quelconque,  éprouve  un  déplnce- 


(')  Si  l'on  considère  le  point  N  comme  appartenant  au  premier  polygone,  il  sera 
lui-même  son  point  correspondant  dans  le  second  polygone.  On  conclut  de  là  cette 
j)roi)()silion  : 

QiianiJ  on  a  une  figure  plane f  si  on  la  déplace  d'une  manière  quelconque  dans  son 
plan  y  il  y  aura  toujours  dans  cette  figure  un  point  qui,  après  le  déplacement  ^  se  re- 
trouvera an  même  lieu. 

Cons(>([uemment  tout  déplacement  d'une  figure  sur  son  plan  peut  se  faire  par  un 
mouvcmenl  de  rotation  autour  d'un  point  fixe.  , 

.4. 
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ment  infiniment  petit  dans  son  plan,  les  normales  menées  par  ses 
dijfférents  points  aux  directions  des  lignes  infiniment  petites  par^ 
courues  par  ces  points  passeront  toutes  par  un  même  point. 

En  (Vautres  termes  : 

Si  une  figure  plane  est  en  mous^ement  dans  son  plan,  les  nor- 
males menées  à  un  instant  quelconque  du  mouvement  par  les  dif- 
férents points  de  la  figure,  à  leurs  trajectoires  respectives,  passe- 
ront toutes  par  un  même  point. 

5.  Ce  point,  considéré  comme  appartenant  à  la  ijgure  en  mou- 
vement, sera  évidemment  fixe  pendant  le  mouvement  infiniment 
petit  de  la  figure,  à  Tinstant  où  Ton  mène  les  normales,  de  sorte 
que  nous  pouvons  dire  que  : 

Quel  que  soit  le  mouvement  d 'une  figure  plane  dans  son  plan, 
il  se  réduit  toujours,  à  chaque  instant,  à  une  rotation  autour  d'un 
point  qui  reste  fixe  pendant  cet  instant  (*). 

Par  exemple,  si  la  figure  en  mouvement  est  une  courbe  qui  roule 
sur  une  autre  courbe  fixe,  elle  éprouvera  à  cliaque  instant  un  mou- 
vement de  rotation  infiniment  petit  autour  de  son  point  de  contact 
avec  la  courbe  fixe. 

6.  On  pourrait  croire  que  ce  mouvement  d'une  figure,  dont  le 
périmètre  roule  sur  une  courbe  fixe,  est  un  cas  particulier  du  niou- 
\ement  général  d'une  figure  dans  son  plan. 


(')  Il  est  h  rcmarqiKT  que  le  Icmme  que  nous  avons  démontré  a  é,'îalcment  lieu 
l>our  deux  polygones  sphéri{|ues  tracés  sur  une  même  sphère,  c'est-à-dire  que,  quand 
on  a  sur  une  sphère  deux  polygones  spliéritjues  égaux,  si  l'on  joint  dtux  à  t/fujc  par 
des  arcs  de  grands  cercles  leurs  sommets  correspondants,  et  si,  pur  les  niilieujc  de  ces 
arcs,  on  mine  d'autres  arcs  de  grands  cercles  qui  leur  soient  perpendiculaires ^  ces 
nouveaux  arcs  passeront  tous  par  un  même  point.  On  en  conclut  immédintoinent  que  : 
Tout  mouvement  infiniment  petit  d'un  corps  solide,  retenu  par  un  point  Jixe,  est  un 
mouvement  de  rotation  autour  d*un  axe  fixe  mené  par  ce  point,  ce  qu'où  a  CDutumc 
de  démontrer  par  l'analyse.  Mais  il  résulte  de  notre  lenime,  a])pliquê  aux  polY(;ones 
sphériqucs,  cette  proposition  plus  générale  :  Quand  un  corps  solide,  retenu  par  un 
point  fixe,  éprouve  un  déplacement  quelconque,  il  existe  toujours  dans  ce  corps  une 
droite  passant  par  le  point  fixe,  qui,  après  le  déplacement,  se  trouve  au  même  lieu 
qu'auparavant,  Doù  il  suit  que  le  déplacement  du  corps  aurait  pu  se  faire  par  un 
mouvement  de  rotation  autour  de  cette  droite. 
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Maïs  nous  verrons  que  tout  mouvement  d'une  courbe  plane 
dans  son  plan,  de  quelque  nature  et  de  quelque  durée  qu'il  soit, 
n'est  autre  que  le  roulement  d'une  courbe  mobile  sur  une  courbe 
fixe  (56). 

II. 

7.  Du  théorème  (3),  on  conclut  sur-le-champ  ce  premier  prin- 
cipe général  sur  la  construction  des  normales  aux  courbes  planes  : 

Premier  principe.  —  Quand  une  courbe  est  décrite  par  un 
point  d'une  figure  plane  en  mouvement  dans  son  plan,  il  suffit, 
pour  mener  les  normales  à  cette  courbe,  de  connaître  le  mousse- 
ment  de  deux  points  de  la  figure. 

On  mènera  par  ces  points  les  normales  aux  courbes  qu'ils  dé- 
crii'ent  et  l'on  joindra  par  une  droite  le  point  de  concours  de  ces 
normales  au  point  décrivant  :  cette  droite  sera  la  normale  à  la 
courbe  décrite  par  ce  point. 

8.  Soit,  par  exemple,  une  droite  de  longueur  ^donnée,  dont  les 
extrémités  a^  b  [Jig-  2)  glissent  sur  les  côtés  d'un  angle  fixe;  on 


Fig.  a. 


sait  (juc  clia(|ue  point  m  de  la  droite  engendre  une  ellipse  (  *).  Pour 


:')  Cotlt»  propriété   do  l'ellipso  a   donné  lieu  à  rinslrument  appelé  compat  elli^ 

f)tit/ur,  ({ui  sort  ù  décrire  cette  courbe  d'un   mouvement  continu;  Stévin,  dans  son 

Livn»  i"^  de  la  déomciric  {^Description  da  grancieurs)^  l'attribue   au  marquis  Guido 
n)aldi. 


avoir  la  itormalc  à  celte  ellipse,  il  suffit  di:  mener  par  les  eslré- 
inités  a,  b  de  la  droite  mobile  les  perpei 

l'angle  que  ces  extrémités  parcourent  ;  la  droite  (juî  joint  le  point 
lie  reneontre  JV  de  ces  deu!c  perpendiculaires  au  point  décrivant  m 
est  la  normale  à  l'ellipse. 

9.  Si  l'angle  dans  lequel  se  meut  la  droite  nb  est  droit,  et  si  le 
point  Jécrîvani  m  de  celte  droite  est  son  milieu,  la  courbe  engen- 
drée sera  im  cercle;  car  la  droite  Mm,  qui  est  la  normale  h  cctt« 
courbe,  passera  constamment  par  le  sommet  C  de  l'angle  droit,  ce 
qui  prouve  que  celte  courbe  est  un  cercle.  Donc  : 

Toutes  les  cordes  d'égale  longueur  (ju'on  peut  inscrire  dans 
un  angle  droit  ont  leurs  milieux  sur  une  circonférence  de 
vercle  ('). 

10-  Si  les  deux  extrémités  de  la  droite  mobile  ah,  au  lieu  de 
glisser  sur  deux  droites  fixes,  parcourent  deux  courbes  de  forme 
quelconque,  il  faudra  mener  les  normales  à  ces  deux  courbes  et 
joindre  par  une  droite  leur  point  de  concours  au  point  décrtvaul 
de  la  droite  mobile  ;  oetlc  droite  sera  la  normale  à  la  courbe  décrite 
par  ce  point. 

11.  M.  Hachette,  dans  son  ffisCoire  des  machines  à  vapeur, 
applique  celte  construction  à  la  ligne  qu'il  a  nommée  courbe  à 
longue  inflexion,  dont  on  fait  usage  en  Mécanique  pour  régler  le 
mouvement  des  pistons. 

Cette  courbe  est  décrite  par  un  point  d  un  côté  d'un  quadrilatère 
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qu'on  déforme,  en  faisant  pivoter  les  deux  c6tës  contigus  autour 
des  sommets  du  quadrilatère  opposés  au  premier  côté. 

Pour  mener  la  normale  à  cette  courbe,  il  suffit  de  prolonger  les 
deux  côtés  qui  pivotent  jusqu'à  leur  point  de  rencontre,  et  de 
joindre  ce  point  par  une  droite  au  point  décrivant  :  cette  droite  est 
la  normale^  car  le  côté  du  quadrilatère  sur  lequel  est  le  point  dé- 
crivant a  constamment  ses  deux  extrémités  sur  deux  circonférences 
de  cercles,  dont  les  deux  autres  côtés  mobiles  sont  les  rayons  ;  ces 
deux  côtés  sont  donc  les  normales  à  ces  circonférences,  ce  qui  jus- 
tifie la  construction. 

12.  Au  lieu  de  prendre  pour  point  décrivant  dans  les  deux 
exemples  ci-dessus  un  point  de  la  droite  mobile,  on  peut  prendre 
un  point  en  dehors  de  cette  droite,  ce  qui  se  réduit  k  considérer 
cette  droite  comme  la  base  d'un  triangle  mobile  dont  le  sommet  est 
le  point  décrivant.  La  normale  en  un  point  de  la  courbe  décrite  par 
ce  sommet  passera  encore  par  le  point  de  concours  des  normales 
aux  deux  lignes  parcourues  par  les  deux  autres  sommets  du  triangle. 

Ainsi,  soit  {Jig-  3}  le  triangle  mabj  dont  les  deux  sommets  a,  b 

Fiff.  3. 


glissent  sur  les  deux  droites  CA,  CB^  le  troisième  sommet  m  engen- 
drera une  courbe  dont  la  normale  passera  par  le  point  de  ren- 
contre jN"  des  perpendiculaires  aux  deux  droites  CA,  CB,  menées 
par  les  points  a,  b. 

13.  Supposons  que  le  sommet  m  soit  sur  la  circonférence  du 
cercle  qu'on  peut  faire  passer  par  les  trois  points  a,  i,  c  Cette 


-  216  - 

circonférence,  pendant  le  mouvement  de  la  figure,  passera  toujours 
par  le  point  G,  parce  qu'on  ne  peut  décrire  sur  la  droite  ab  qu'un 
segment  capable  de  Tangle  G. 

Le  point  N  est  sur  la  môme  circonférence,  puisque  l'angle  àîib 
est  supplément  de  Tangie  G^  donc  l'angle  &Nm  est  de  grandeur 
constante,  comme  ayant  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  bm\  mais 
son  côté  iN  est  toujours  perpendiculaire  à  GB^  son  second  côté  Nm 
est  donc  constamment  parallèle  à  une  même  droite.  Ainsi  toutes  les 
normales  a  la  courbe  parcourue  par  le  point  ni  sont  parallèles  entre 
elles,  ce  qui  prouve  que  celte  ligne  est  droite. 

Il  est  visible  que  cette  droite  passe  par  le  point  d'intersection  des 
deux  axes  CA,  GB;  car,  si  Ton  prend  Cal  =  am  et  G 6'=  6//1,  le 
triangle  G  a' i' représentera  une  position  du  triangle  mobile  abm^ 
dans  laquelle  son  sommet  m  sera  en  G.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Quand  un  plan  glisse  sur  lui-même,  de  manière  que  deux  de 
ses  points  parcourent  deux  axes  jixes,  il  existe  une  infinité  de 
points  de  ce  plan  qui  parcourent  aussi  des  droites,  lesquelles 
passent  toutes  par  le  point  d'intersection  de  ces  deux  axes;  tous 
ces  points  sont  sur  une  circonférence  de  cercle, 

14.  D'après  cela,  il  est  clair  que  tous  les  autres  points  du  plan 
décrispent  des  ellipses;  car,  si,  par  un  de  ces  points,  on  mène  une 
transversale  qui  rencontre  ce  cercle  en  deux  points,  ces  deux  points 
décriront  deux  droites,  ainsi  que  nous  venons  de  le  démontrer-, 
donc  cliaque  point  de  cette  transversale  décrira  une  ellipse,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit  (8). 

Aijisi  tous  les  points  du  plan  en  mouvement,  autres  que  ceux 
de  la  circonrérence  eu  question,  décriront  des  ellipses. 

Ajoutons  (jue  las  normales  à  ces  ellipses,  menées  à  un  in- 
stant quelconque  du  mouvement,  passeront  toutes  par  un  même 
point  (4). 

III. 

15.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  le  mouvement 
d'une  lîgur(!  dans  sou  plan  était  déterminé  par  le  mouvement  de 
deux  de  ses  points,  et  nous  avons  mené  la  normale  à  la  courbe  dé- 
crite par  un  autre  quelconque  de  ses  points^  mais  le  mouvement 
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de  la  figure  peut  être  déterminé  par  diverses  autres  conditions.  Par 
exemple,  son  périmètre  peut  être  assujetti  à  toucher  constamment 
une  ou  deux  courbes  données,  ou  bien  à  passer  par  un  ou  deux 
points  fixes. 

Nous  allons  examiner  ces  différents  cas,  et  mener  les  normales 
aux  courbes  décrites  par  les  points  de  la  figure  en  mouvement. 

Gela  donnera  lieu  naturellement  à  une  question  inverse,  qui  est 
celle-ci  : 

Quand  une  courbe  déforme  constante  est  en  mouvement  dans 
son  plan,  déterminer  la  courbe  à  laquelle  elle  est  perpétuellement 
tangente,  c'est-à-dire  la  courbe  env^eloppe  de  l'espace  quelle 
parcourt, 

La  solution  de  cette  question  et  la  construction  des  normales  re- 
posent sur  le  principe  suivant  : 

16.  Deuxième  principe. —  Quand  une  jiguM^c,  de  forme  quel- 
conque, est  en  mouvement  dans  son  plan,  les  normales  aux  points 
oà  son  périmètre  touche,  à  un  instant  quelconque  du  mouvement, 
la  courbe  enveloppe  de  l'espace  qu'il  parcourt,  passent  toutes  par 
un  même  point;  ce  point  est  celui  par  lequel  passent  les  normales 
aux  trajectoires  des  dijfférents  points  de  la  figure. 

En  eflet,  pour  déterminer  les  points  où  une  courbe  mobile  AB 
if  S'  4)  touche,  dans  une  de  ses  positions,  la  courbe  enveloppe  de 

Fig.  4. 


Tcspace  qu'elle  parcourt,  il  faut,  comme  Ton  sait,  considérer  aussi 
cette  courbe  dans  sa  position  infiniment  voisine  A'B'j  les  points 
cherchés  sjut  les  points  d'intersection  a  de  ces  deux  courbes  infi- 
niment voisines  AB,  A'B'. 
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Or  la  courbe  AB,  pendant  son  mouvement  pour  prendre  la  po- 
sition A'B',  a  tourné,  comme  nous  l'avons  démontre  (5),  autour 
d'un  certain  point  N,  par  où  passent  les  normales  aux  trajectoires 
de  ses  différents  poinU.  Si  donc  on  abaisse  du  point  N  une  normale 
sur  cette  courbe,  son  pied  a  parcourra  pendant  le  mouvement  infi- 
niment petit  autour  du  point  N  l'arc  aa'  de  cette  courbe,  et  le 
point  a\  où  viendra  se  placer  le  point  a,  appartiendra  à  la  seconde 
position  A'B'  de  la  courbe;  ce  point  {/  sera  donc  l'intersection  des 
deux  courbes  inGniment  voisines  AB,  A'B'.  11  est  donc  prouvé  que 
les  normales  à  la  courbe  AB  aux  points  d'intersection  de  cette  courbe 
par  sa  position  inGniment  voisine ,  c'est-à-dire  les  normales  aux 
points  où  cette  courbe  touche  l'enveloppe  de  l'espace  qu'elle  par- 
court, passent  toutes  par  un  même  point  >',  qui  est  le  point  par 
lequel  passent  les  normales  aux  trajectoires  des  diflerents  points  de 
la  Ggurc  en  mouvement.  Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

17.  Ce  théorème  va  nous  servir  pour  résoudre  trois  questions  : 

Première  question.  —  Connaissant  le  mouvement  d'une  figure 
plane  dans  son  plan,  déterminer  les  points  oit  son  périmètre 
touche,  dans  chacune  de  ses  positions,  la  courbe  em^eloppe  de 
l'espace  qu'il  parcourt. 

On  mènera  les  normales  aux  courbes  décriles  par  deux  points  de 
la  Ggure,  et,  par  le  point  de  concours  de  ces  deux  droites,  on  abais- 
sera les  normales  sur  le  périmètre  de  la  figure;  leurs  pieds  seront 
les  points  cherchés,  où  ce  périmètre  louche  sa  courbe  enveloppe; 
ce  qui  résulte  évidemment  du  deuxième  principe  (  16  ). 

18.  Soit,  par  exemple,  une  droite  ab  de  longueur  donnée,  dont 
les  extrémités  «,  h  glissent  sur  deux  droites  fixes;  pour  déterminer 
le  point  où  cette  droite  touche,  dans  chacune  de  ses  positions,  sa 
courbe  enveloppe,  on  mènera  par  ses  extrémités  les  perpendicu- 
laires aux  deux  droites  qu'elles  parcourent,  et  de  leur  point  de 
concours  on  abaissera  la  perpendiculaire  sur  la  droite  mobile^  son 
pied  sera  le  point  de  la  courbe  enveloppe. 

19.  Si  la  droite  mobile  glisse  sur  deux  courbes  quelconques,  il 
faudra  mener  par  ses  extrémités  les  normales  à  ces  deux  courbes, 
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et  abaisser  de  leur  point  de  rencontre  une  perpendiculaire  sur  la 
droite  :  le  pied  de  cette  perpendiculaire  sera  le  point  où  la  droite 
touche  sa  courbe  enveloppe. 

20.  Si  les  deux  courbes  sur  lesquelles  glissent  les  extrémités  de 
la  droite  mobile  se  confondent,  on  en  conclut  que  : 

Si  l'on  inscrit  dans  une  courbe  toutes  ses  cordes  égales  à  une 
ligne  donnée,  pour  déterminer  le  point  oii  chacune  d' elles  touche 
la  courbe  quelles  cni^eloppent,  il  faut  mener  les  normales  à  la 
courbe  proposée  par  les  extrémités  de  la  corde,  et  du  point  d'in- 
tersection de  ces  deux  normales  abaisser  une  perpendiculaire 
sur  cette  corde  :  le  pied  de  cette  perpendiculaire  sera  le  point 
cherché. 

D'après  cette  construction,  on  voit  facilement  que  chaque  corde 
touche  la  courbe  enveloppe  en  un  point  qui  divise  cette  corde  en 
segments  proportionnels  aux  tangentes  trigonométriques  des  angles 
qu'elle  fait  avec  les  deux  tangentes  à  la  courbe  proposée,  en  ses 
extrémités. 

21.  Deuxième  question.  —  Quand  une  figure  se  meut  dans 
son  plan,  de  manière  que  son  périmètre  touche  constamment  deux 
courbes  données,  déterminer  les  normales  à  la  courbe  décrite  par 
un  point  de  cette  figure. 

On  mènera  les  normales  aux  deux  courbes  fixes,  par  les  points 
où  le  périmètre  de  la  figure  mobile  les^  touche,  et  Ton  joindra  par 
une  droite  le  point  de  concours  de  ces  normales  au  point  décrivant  : 
cette  droite  sera  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  ce  point. 

22.  Soit  un  angle  de  grandeur  constante,  qui  se  meut  de  manière 
que  ses  deux  côtés  touchent  constamment  deux  courbes  données-, 
pour  avoir  la  normale  h  la  courbe  décrite  par  le  sommet  de  cet 
angle,  on  mènera  les  perpendiculaires  aux  deux  côtés  de  Tangle 
par  les  points  où  ils  touchent  respectivement  les  deux  courbes,  et 
Ton  joindra  par  une  droite  le  point  de  concours  de  ces  deux  per- 
pendiculaires au  sommet  de  l'angle  :  cette  droite  sera  la  normale  à 
la  courbe  décrite  par  ce  sommet. 

On  voit  facilement  que  cette  droite  est  le  diamètre  du  cercle  qui 
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passe  par  le  sommet  de  l'angle  et  par  les  deux  points  où  ses  côtés 
touchent  les  deux  courbes  fixes. 

23.  Si  l'angle  mobile  est  droit,  les  perpendiculaires  à  ses  côtes, 
menées  par  les  points  où  ils  touchent  les  deux  courbes  fixes,  forment 
avec  ses  côtés  un  rectangle  dont  la  diagonale  qui  aboutît  au  sommet 
de  l'angle  mobile  est  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  ce  sommet  ; 
cette  normale  passe  par  le  milieu  de  la  seconde  diagonale;  donc  : 

Quand  un  angle  droit  se  meut  de  manière  que  ses  côtés  tou- 
chent respectivement  deux  courbes  données,  la  normale  à  la 
courbe  décrite  par  son  sommet  passe  par  le  milieu  de  la  droite 
qui  joint  les  points  oii  ses  côtés  touchent  les  deux  courbes. 

24.  Les  deux  courbes  peuvent  se  confondre  5  alors  on  considère 
un  angle  dont  les  côtés  glissent  sur  une  même  courbe. 

Soit,  par  exemple,  un  angle  droit  mobile  dont  les  côtés  sont 
constamment  tangents  à  une  ellipse,  ou  à  une  hyperbole*,  la  nor- 
male à  la  courbe  décrite  par  le  sommet  de  cet  angle  passera  par  le 
milieu  de  la  corde  qui  joint  les  points  où  ses  deux  côtés  touchent  la 
conique-,  cette  normale  passe  donc  par  le  centre  de  la  conique;  ce 
qui  prouve  que  la  courbe  décrite  par  le  sommet  de  Taugle  est  un 
cercle;  donc  : 

Tous  les  angles  droits  circonscrits  à  une  ellipse,  ou  à  une  hyper- 
bole, ont  leurs  sommets  sur  un  cercle  concentrique  à  cette  courbe. 

2o.  Si  la  conique  est  une  parabole,  la  droite  qui  joindra  les 
sommets  de  l'angle  au  milieu  de  la  corde  de  contact  de  ses  côtés 
sera  parallèle  à  Taxe  de  la  parabole;  ainsi  la  ligne  engendrée  par 
le  sommet  de  l'angle  a  toutes  ses  normales  parallèles  à  l'axe  de  la 
parabole;  donc  : 

Tous  les  angles  droits  circonscrits  à  une  parabole  ont  leurs 
sommets  sur  une  droite  perpendiculaire  à  son  axe. 

Ces  théorèmes  si  connus  deviennent,  comme  on  voit,  d'une  évi- 
dence remarquable,  en  vertu  des  principes  dont  nous  faisons  usage. 
Ou])eut  les  étendre  particulièrement  k  deux  coniques  homofocalcs. 
Nous  en  do  microns  quelques  exemples  (Chapitre  VIII,  64). 
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26.  Troisième  question.  —  Une  figure  déforme  quelconque 
se  meut  dans  son  plan  de  manière  qu'un  de  ses  points  glisse  sur 
une  courbe  fixe,  et  que  son  périmètre  soit  toujours  tangent  à  une 
autre  courbe  fxe;  on  demande  de  déterminer  : 

1°  Les  normales  à  la  courbe  décrite  par  un  point  de  la  figure; 
2°  Les  points  oit  le  périmètre  de  la  figure  touche  la  courbe  en- 
veloppe de  V espace  qu'il  parcourt. 

Par  le  point  de  la  figure  dont  on  connaît  le  mouvement,  on  mè- 
nera la  normale  à  la  courbe  qu'il  parcourt  ;  et  par  le  point  où  le  pé- 
rimètre de  la  ligure  touche  la  courbe  à  laquelle  il  est  perpétuel- 
lement tangent,  on  mènera  la  normale  h  cette  courbe  :  ces  deux 
normales  se  rencontreront  en  un  point  N. 

La  droite  menée  de  ce  point  N  au  point  décrivant  sera  la  normale 
à  la  courbe  décrite  par  ce  point. 

Et  les  pieds  des  normales  abaissées  de  ce  même  point  N  sur  le 
périmètre  de  la  ligure  seront  les  points  où  ce  périmètre  touchera 
sa  courbe  enveloppe. 

Cela  résulte  clairement  du  second  principe  (16). 

27.  Soit,  par  exemple,  une  ellipse  dont  un  foyer  F  parcourt  une 
ligne  droite  DA  (/îg^.  5),  pendant  que  Tellipse  est  constamment 
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tangente  à  une  autre  droite  DB,  qui  fait  avec  la  première  un  angle 
droit. 

Pour  avoir  la  normale  à  la  coiube  décrite  par  un  point  du  plan 
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de  TcUipse,  on  mènera  par  son  foyer  F  la  perpendiculaire  à  la 
droite  GA,  et,  par  le  point  m  où  Tellipse  touche  la  droite  CB,  la 
perpendiculaire  à  cette  droite  ;  ces  deux  perpendiculaires  se  cou- 
peront en  un  point  N,  par  où  passera  la  normale  à  la  courbe  dé- 
crite par  un  point  quelconque  du  plan  de  Tellipse. 

Prenons  pour  ce  point  décrivant  le  centre  G  de  l'ellipse;  NG 
sera  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  ce  point.  Il  est  facile  de  voir 
que  cette  normale  passe  constamment  par  le  point  de  concours  des 
deux  axes  fixes  DA,  DB.  Car  la  droite  F'm,  menée  du  second  foyer 
de  la  courbe,  rencontre  DA  en  E,  et  l'on  a  DE  =  DP  ;  mais  on  a 
CF'=GF5  par  conséquent  la  droite  CD  est  parallèle  à  P/n,  et 
passe  par  le  milieu  de  la  droite  F//i  ;  ce  qui  prouve  que  cette  droite 
CD  est  la  diagonale  du  rectangle  FDmN,  et,  conséquemment,  passe 
par  le  point  N5  elle  est  donc  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  le 
point  C5  on  conclut  de  là  que  ce  point  C  décrit  un  cercle  dont  le 
centre  est  en  D.  En  plaçant  rdUpse  de  manière  que  les  deux  foyers 
soient  sur  la  droite  CA,  on  voit  que  le  rayon  du  cercle  est  égal  à 
son  demi-grand  axe^  donc  : 

Si  une  ellipse  se  meut,  en  touchant  constamment  un  côté  d'un 
angle  droit,  et  de  manière  quun  de  ses  foyers  parcoure  l'autre 
côté  de  cet  angle,  son  centre  décrira  un  cercle,  qui  aura  pour 
centre  le  sommet  de  l'angle  et  pour  rayon  le  demi-grand  axe  de 
l'ellipse,  ^ 

On  parviendra  au  même  résultai  en  prenant  une  liypcrbole,  au 
lieu  d'une  ellipse. 

28.  Les  questions  précédentes  conduisent  à  la  solution  de  plu- 
sieurs autres  du  genre  de  celle-ci  : 

Si  un  tin ^ la  de  grandeur  constante  se  meut  de  manière  que  les 
segments  interceptés  sur  ses  côtés  par  deux  courbes Jixes,  respec- 
tivement,  soient  de  grandeur  constante,  on  demande  de  déter- 
miner la  normale  à  la  courbe  décrite  par  le  sonwiet  de  l  angle. 

Par  les  deux  extrémités  du  segment  intercepté  sur  le  premier 
coté  de  l'angle  par  la  première  courbe,  on  mènera  les  normales  k 
cette  courbe;  elles  se  couperont  en  un  point  d'où  l'on  abaissera 
une  perpendiculaire  sur  le  premier  côté  de  l'angle. 
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On  fera  de  même  à  Tégard  du  second  côté,  c'est-à-dire  que,  par 
les  extrémités  de  sa  partie  comprise  dans  la  seconde  courbe,  on 
mènera  les  deux  normales  à  cette  courbe,  et  de  leur  point  de  con- 
cours on  abaissera  une  perpendiculaire  sur  ce  second  côté  de 
Tangle. 

Les  deux  perpendiculaires  abaissées  sur  les  côtés  de  Tangle  se 
couperont  en  un  point  qu'on  joindra  au  sommet  de  l'angle  par  une 
droite  :  ce  sera  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  ce  sommet. 

En  eflct,  les  deux  perpendiculaires  aux  côtés  de  l'angle  sont  les 
normales  aux  deux  courbes  que  ces  côtés  enveloppent  (20)  5  la 
droite  qui  joint  leur  point  de  concours  au  sommet  de  l'angle  est 
donc  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  ce  sommet  (22). 

Les  segments  interceptés  par  les  deux  côtés  de  l'angle  pourraient 
être  infiniment  petits^  alors  ces  côtés  seraient  tangents  aux  deux 
courbes  fixes.  Ainsi  la  question  du  n°  22  n'est  qu'un  cas  particulier 
de  celle  que  nous  venons  de  résoudre. 


IV. 

29.  Concevons  une  figure  se  mouvant  dans  son  plan,  de  manière 
que  son  périmètre  passe  toujours  par  un  point  fixe*,  ce  point  pourra 
être  regardé  comme  une  branche  infiniment  petite  de  la  courbe 
enveloppe  d<î  l'espace  parcouru  par  ce  périmètre^  le  théorème  (16) 
nous  donne  donc  ce  troisième  principe  : 

Troisième  principe.  —  Quand  une  figurée  de  forme  constante 
se  meut  dans  son  plan,  de  manié fe  que  son  périmètre  passe  con- 
stamment par  un  point  fixe,  les  normales  aux  trajectoires  des 
différents  points  de  la  figure,  et  les  normales  aux  points  oii  son 
périmètre  touche  sa  courbe  enveloppe  passent  toutes  par  un  même 
point  situé  sur  la  normale  au  périmètre,  en  son  point  coïncidant 
av^ec  le  point  Jixe, 

Ce  principe  est  susceptible  de  nombreuses  applications,  soit  pour 
mener  les  normales,  soit  pour  déterminer  les  points  où  une  figure 
en  mouvement  touche  sa  courbe  enveloppe. 

30.  Soit  d'abord  la  conclioïde  de  Nicomède,  qui  est  engendrée 
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par  un  poînl  m  {Jfg-  6)  d'une  droite  indéfinie  qui  glisse  sur  un 
point  fixe  P  pendant  qu'un  de  ses  points  a  parcourt  une  droite 

fixe  BC. 

D'après  le  principe  énoncé,  il  faut,  pour  déterminer  la  normale 
au  point  m  de  cette  courbe,  mener  par  le  point  a  la  perpendiculaire 


c 


a  la  droite  BC  que  parcourt  ce  point,  et  par  le  point  P  la  perpen- 
diculaire à  la  droite  mobile  Pm^  ces  deux  perpendiculaires  se  ren- 
contrent en  un  point  N,  qu'on  joint  par  une  droite  au  point  /n; 
cette  droite  est  la  normale  à  la  conchoïde  ('). 

31 .  La  construction  serait  la  même  si  la  base  BC  de  la  conchoïde 
était  une  courbe  de  forme  quelconque,  au  lieu  d'être  une  ligne 
droite. 

Dans  ce  cas,  la  droite  aN  serait  la  normale  à  cette  courbe. 

Par  exemple,  si  l'on  prend  la  conchoïde  à  base  circulaire  ap- 
pelée le  limaçon  de  Pascal  {Jig-  7),  qui  a  pour  pôle  un  point  P  de 
la  circonférence  du  cercle  qui  lui  sert  de  base,  il  faudra,  pour  avoir 
la  normale  au  point  ///,  mener  la  perpendiculaire  PX  à  la  droite 
mobile  P///,  et  le  rayon  Oa  jusqu'à  la  rencontre  de  cette  perpendi- 
culaire en  ÎN  ;  la  normale  à  la  conchoïde  sera  jVm. 

Celle  conchoïde  a,  comme  on  sait,  fixé  i'allenlioii  de  Pascal,  Ro- 
berval,  de  la  llire,  Carré,  Maclaurin,  et  dernièrement  M.  Quetelet 
a  résolu  plusieurs  problèmes  intéressants  au  sujet  de  cette  courbe 


(*)  Les  constructions  de  la  normale  à  la  conchoïde  données  par  Descartes  comme 
application  du  ses  méthodes  analytiques,  et  par  Roberval  comme  application  de  sa 
méthode  des  mouvements  composés,  diffèrent  de  celle-ci  ;  mais  il  est  très-facilo  de 
voir  comment  elles  se  peuvent  déduire  l'une  de  l'autre. 


\ 
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[Mémoire  sur  les  caustiques,  însërc  dans  le  tome  III  des  Nou- 
veaux Mémoires  de  V jécadémie  de  Bruxelles,  année  1826). 

Fig.  7. 


32.  De  la  Hire,  dans  son  Traité  des  conchoïdes  [Mémoires  de 
V Académie  des  Sciences  de  Paris,  1708),  a  généralisé  leur  défi- 
nition. U  suppose  qu'un  angle  de  grandeur  donnée  se  meuve  dans 
sou  plan  [Jig-  8),  de  manière  qu'un  de  ses  côtés  tourne  en  glissant 
sur  un  point  fixe,  pendant  que  son  sommet  parcourt  une  ligne  quel- 
conque; chaque  point  du  second  côté  de  l'angle  décrit  alors  une 
conchoïde. 

Il  suit  du  principe  (29)  que,  pour  construire  la  normale  à  celte 
courbe,  il  faut  mener  par  le  point  fixe  la  perpendiculaire  au  côté 
de  Tangle  qui  glisse  sur  ce  point,  et,  par  le  sommet  de  l'angle,  la 
normale  à  la  courbe  qu'il  parcourt;  ces  deux  droites  se  coupent  en 
un  point  jN  ,  et  la  droite  menée  de  ce  point  au  point  décrivant  est  la 
normale  à  la  conchoïde. 

Cette  construction  est  aussi  celle  que  de  la  Hire  a  trouvée  par 
des  considérations  géométriques  (^),  et  que  de  la  Condamine  a  dé- 
montrée par  l'analyse  [Mémoires  de  V Académie  des  Sciences, 

1734). 

33.  Mais  cette  manière  plus  générale  d'envisager  les  conchoïdes 


(')  De  la  Hire  donne,  dans  son  Mémoire  sur  les  conchoïdes  : 
1°  La  construclion  des  normales; 

3°  La  quadrature  de  l'espace  compris  entre  la  conchoïde  et  sa  base; 
3<*  La  rectification  des  conchoïdes; 
4**  La  construction  de  leurs  points  de  rcbroussement. 

Ce  Mémoire  offre  une  des  belles  applications  des  infiniment  petits  dans  la  Géomé- 
trie pure. 

VI.  i5 
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donne  lieu  à  une  autre  question,  que  ces  deux  célèbres  géomètres 
n'ont  pas  traitée  :  c'est  la  construction  de  la  courbe  enveloppe  du 
second  côté  ont  de  Tangle  mobile. 


II  suffit  d'abaisser  du  point  N  la  perpendiculaire  sur  le  côté  am-^ 
son  pied  est  le  point  où  ce  côté  touche  sa  courbe  enveloppe,  ce  qui 
résulte  du  principe  (29). 

Si  l'angle  mobile  entraînait  une  courbe  quelconque  qui  lui  serait 
fixée,  et  qu'on  voulut  déterminer  les  points  où  cette  courbe  touche 
sa  courbe  enveloppe,  il  faudrait  abaisser  du  point  N  les  normales 
sur  cette  courbe  :  leurs  pieds  seraient  les  points  de  la  courbe  enve- 
loppe. 

34.  Soit  la  cissoïde  de  Dioclès,  que  son  inventeur  a  considérée 
dans  le  cercle,  et  dont  Newton  a  trouvé  une  autre  description  par 
un  mouvement  continu. 

Si  l'on  fait  mouvoir  un  angle  droit  PDa  [f^g»  9)>  de  manière 
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qu'un  de  %it%  côtés  indéfini  passe  constamment  par  un  point  fixe  P, 
et  que  l'extrémité  de  son  second  côté  parcoure  une  ligne  droite  BC, 
dont  la  distance  au  point  P  soit  égale  à  la  longueur  Da  du  second 
côté,  le  point  milieu  m  de  ce  second  côté  engendrera  la  cissoïde 
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[Arithmétique  universelle,  problème  34  des  Questions  géomé' 
triques). 

Pour  déterminer  la  normale  à  cette  courbe,  on  mènera  par  le 
point  fixe  P  la  perpendiculaire  au  côté  PD,  par  le  point  a  la  per- 
pendiculaire à  la  droite  BC-,  ces  deux  droites  se  rencontreront  en  N; 
la  droite  Nm  sera  la  normale  à  la  cissoïde,  ce  qui  résulte  du  prin- 
cipe (29). 

Ajoutons  que,  si  Ton  veut  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  le 
sommet  D  de  l'angle  mobile,  cette  normale  sera  ND.  En  outre,  si 
Ton  veut  déterminer  le  point  où  le  côté  Da  de  l'angle  toucbe  sa 
courbe  enveloppe,  ce  point  sera  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  N  sur  ce  côté. 

35.  Il  est  un  genre  de  courbes  dont  la  description  est  plus  géné- 
rale que  celle  des  concboïdes  de  de  la  Hire,  et  dont  s'est  occupé  de 
la  Condamine  dans  ses  Mémoires  sur  le  tour  [Mémoires  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  année  1734)?  mais  auxquelles  il  n'a  point  mené 
les  normales. 

Il  suppose  qu'une  droite,  à  laquelle  est  fixée  invariablement  une 
courbe  plane,  glisse  sur  un  point  fixe,  pendant  qu'un  point  de  la 
courbe  parcourt  une  ligne  donnée,  ou  bien  pendant  que  cette  courbe 
est  constamment  tangente  à  cette  ligne,  et  il  cbercbe  analytiquement 
les  propriétés  de  la  courbe  décrite  par  un  point  de  cette  figure  en 
mouvement. 

Ces  questions  rentrent  dans  les  deux  suivantes,  qui  sont  plus 
générales  : 

36.  Une  figure  de  forme  quelconque  se  mouvant  dans  son 
plan,  de  manière  que  son  périmètre  passe  toujours  par  un  point 
fixe,  et  qu'un  de  ses  points  parcoure  une  ligne  donnée,  déter- 
miner les  normales  à  la  courbe  décrite  par  un  point  quelconque 
de  cette  figure. 

On  mènera  par  le  point  fixe  la  normale  au  périmètre  de  la  figure 
en  mouvement,  et  par  le  point  dont  le  mouvement  est  connu  la 
normale  à  la  courbe  que  parcourt  ce  point  ^  ces  deux  droites  se  ren- 
contreront en  un  point  qu'on  joindra  par  une  droite  au  point  dé- 
crivant; cette  droite  sera  la  normale  a  la  courbe  décrite  par  ce 
point. 

i5. 


37.  Une  figure  se  mouvant  dans  son  plan,  de  manière  que  son 
périmètre  glisse  sur  un  point  fixe  et  sur  une  courbe  donnée,  mener 
la  normale  à  la  courbe  décrite  par  un  point  de  cette  figure. 

On  mènera  les  deux  normales  au  périmètre  de  la  figure  par  le 
point  fixe  et  par  le  point  où  il  touche  la  courbe  sur  laquelle  il  roule, 
ces  deux  normales  se  rencontreront  en  un  point  qu'on  joindra  par 
une  droite  au  point  décrivant:  cette  droite  sera  la  normale  à  la 
courbe  décrite  par  ce  point,  ce  qui  résulte  évidemment  du  prin- 
cipe (29). 

38.  D'un  point  fixe  on  abaisse  sur  les  tangentes  d'une  courbe 
quelconque  des  obliques  sous  un  angle  de  grandeur  constante 
[dans  un  même  sens  de  rotation)  :  les  pieds  de  ces  obliques 
forment  une  courbe  à  laquelle  on  demande  de  mener  une  normale. 

Par  le  point  où  une  tangente  touche  la  courbe  proposée,  on 
mènera  la  normale  à  cette  courbe,  et  par  le  point  fixe  on  mènera 
la  perpendiculaire  à  l'oblique  correspondant  à  cette  tangente  ^  ces 
deux  droites  se  rencontreront  en  un  point  qu'on  joindra  par  une 
droite  au  pied  de  l'oblique  :  cette  droite  sera  la  normale  en  ce  point 
à  la  courbe  qui  sera  le  lieu  des  pieds  des  obliques. 

En  eiïet,  cette  courbe  peut  être  considérée  comme  engendrée  par 
le  sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante  dont  un  coté  glisse 
sur  un  point  fixe  pendant  que  l'autre  coté  est  constamment  tangent 
à  la  courbe  proposée. 

D'après  cela,  la  construction  que  nous  venons  de  donner  résulte 
sans  difficulté  du  principe  (29). 

39.  Si  l'angle  mobile  est  droit,  la  normale  passe  évidemment, 
d'après  cette  construction,  par  le  milieu  de  la  droite  menée  du 
point  fixe  au  point  de  contact  du  second  côté  de  l'angle  avec  la 
courbe  donnée;  ce  qui  résulte  aussi  du  n*^23,  le  point  fixe  étant 
regardé  somme  une  courbe  infiniment  petite;  donc  : 

Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  fixe  sur  les 
tangentes  d'une  courbe  quelconque  forment  une  seconde  courbe 
dont  les  normales  passent  respectivement  par  les  milieux  des 
droites  menées  du  point  fixe  au  point  de  contact  des  tangentes 
avec  la  courbe  proposée. 
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Ainsi  :  si  d^ un  point  F  {Jig>  lo)  on  abaisse  une  perpendiculaire 
Fq  sur  chaque  tangente  mt  d'une  courbe  donnée,  la  normale  au 
point  q  de  la  courbe  lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires  pas- 
sera par  le  milieu  N  de  la  droite  F  m. 

Fig.  10. 


40.  Si  Ton  prolonge  F^  en  r  d'une  longueur  qr  =  Fy,  et  qu'on 
mène  /v/z,  le  point  r  aura  pour  lieu  géométrique  une  courbe  sem- 
blable à  la  courbe  formée  par  les  points  y,  et  semblablement  placée 
par  rapport  à  leur  centre  de  similitude  F^  les  normales  à  ces 
courbes  aux  deux  points  homologues  ^,  /*  seront  donc  parallèles  \ 
de  sorte  que  la  normale  à  la  seconde  courbe  est  la  droite  rm-^  car, 
les  points  y  et  N  étant  les  milieux  des  deux  droites  Fr,  Fm,  les  deux 
droites  yN,  rm  sont  parallèles.  Les  angles  rmq^  qm¥  sont  égaux  ^ 
inr  est  donc  le  prolongement  du  rayon  de  lumière  qui,  émané  du 
point  F,  se  serait  réfléchi  en  m  sur  la  courbe  proposée.  La  ligne  mr 
est  évidemment  égale  à  Fm^  on  en  conclut  donc  que  : 

Si  des  rayons  émanés  d'un  point  lumineux  se  réfléchissent  sur 
une  courbe,  et  qu'on  prenne  sur  les  prolongements  des  rayons 
réfléchis,  à  partir  des  points  d'incidence,  des  lignes  égales  aux 
rayons  incidents,  leurs  extrémités  formeront  une  courbe  qui  sera 
une  trajectoire  orthogonale  des  rayons  réfléchis. 

Cola  est  un  cas  particulier  des  théorèmes  de  M.  Quetelet  sur 
les  caustiques  secondaires, 

41.  Quand  la  courbe,  sur  les  tangentes  de  laquelle  on  abaisse, 
d'un  point  fixe,  des  perpendiculaires,  est  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole, le  lieu  géométrique  de  leurs  pieds  est,  ainsi  que  l'a  fait  voir 
Maclaurin  [Géométrie  organique)^  une  courbe  du  quatrième  de- 
gré j  pour  une  parabole,  c'est  une  courbe  du  troisième  degré  ^  et 
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cette  courbe  est  précisément  la  cissoïdc  de  Dioclès  quand  le  point 
d'où  l'on  abaisse  les  perpendiculaires  est  le  sommet  de  la  parabole. 
Pour  un  cercle,  la  courbe  en  question,  toujours  du  quatrième  de- 
gré, est  une  ovale  de  Descartes,  dans  laquelle  deux  foyers  se  con- 
fondent (  *  )  ;  et  si  le  point  d'où  l'on  abaisse  les  perpendiculaires  est 
sur  la  circonférence  du  cercle,  cette  courbe  devient  le  limaçon  de 
Pascal.  Ces  courbes  des  troisième  et  quatrième  degrés,  produites 
dans  les  sections  coniques,  jouissent  de  plusieurs  propriétés  remar- 
quables, que  M.  Dandelin  a  déduites  de  la  théorie  des  projections 
stéréographiques,  dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  tome  IV  des 
Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  Royale  de  Bruxelles,  1827. 

42.  Ajoutons  que  ces  courbes,  et  généralement  la  courbe  formée 
par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  même  point  sur 
les  tangentes  d'une  courbe  quelconque,  sont  des  épicycloïdes  dont 
chacune  est  engendrée  par  un  point  du  plan  d'une  courbe  qui 
roule  sur  une  courbe  fixe  qui  lui  est  égale,  de  manière  que  les  deux 
courbes  se  touchent  toujours  dans  leurs  points  correspondants  :  ce 
qui  a  été  démontré  par  le  marquis  de  L'Hôpital,  Maclaurin  et 
Clairaut. 

Il  suit  de  là,  et  de  la  remarque  que  nous  avons  faîte  au  sujet  des 
caustiques  secondaires  (40),  que  toute  caustique  secondaire  par 
réflexion  est  une  épicycloïde ;  ce  qui  a  déjà  été  démontré  par 
M.  Quetelet,  dans  sa  Nouv^elle  théorie  des  caustiques. 

43.  Nous  avons  vu  que,  si  une  courbe  plane  éprouve  un  mouve- 
ment infiniment  petit  dans  son  plan,  ce  mouvement  n'est  autre 
qu'un  mouvement  de  rotation  autoui  d'un  certain  point  fixe  (S), 
et  que,  pour  avoir  les  points  où  le  périmètre  de  celte  figure,  consi- 
dérée dans  sa  nouvelle  position,  coupe  sa  trace  primitive,  il  faut 
abaisser  de  ce  point  des  normales  sur  ce  périmètre  (16).  On  conclut 
de  là  et  de  ce  que  nous  venons  de  dire  (42)  que  : 

Si  une  courbe  plane  à  laquelle  sont  menées  toutes  ses  tangentes 


(»)  Nous  démontrerons  ailleurs  que  les  fumeuses  ovales  de  Doscartcs,  dans  les- 
quelles on  n'a  jamais  considéré  que  deux  foyers,  jouissent  de  la  propriété  sinfrulicre 
d'en  avoir  trois,  qui  sont  conjugués  deux  à  deux. 
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éproMve  un  mouvement  infiniment  petit  dans  son  plan,  ces  tan^ 
gentes,  dans  leurs  nouvelles  positions^  couperont  respectivement 
leurs  positions  respectives  en  des  points  dont  le  lieu  géométrique 
sera  une  épicjcloïde. 

Si,  au  lieu  des  tangentes  à  une  courbe,  on  conçoit  une  infinité  de 
droites  passant  toutes  par  un  même  point,  répicycloïde  se  réduira 
à  un  cercle,  qui  sera  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées sur  ces  droites  du  point  autour  duquel  la  figure  aura  tourné 
pendant  son  mouvement  infiniment  petit. 

44.  Soit  une  conique,  du  foyer  de  laquelle  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires F^  sur  ses  tangentes  mt  [fig»  1 1)  »  la  normale  en  y  à 

Fig.  II. 


la  courbe  lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires  passera  par  le  mi- 
lieu du  rayon  vecteur  F  m  (39)^  si  donc  on  prolonge  la  perpendi- 
culaire Vq  jusqu'à  /•,  de  sorte  que  qr  ==  F^,  cette  normale  se  trou- 
vera parallèle  à  la  ligne  nir\  mais  cette  droite  nir  passe  par  le  second 
foyer  de  la  conique,  ce  qui  prouve  que  la  normale  passe  par  le 
point  milieu  des  deux  foyers,  c'est-à-dire  par  le  centre  de  la  courbe^ 
d'où  Ton  conclut  que  le  lieu  géométrique  des  pieds  des  perpendi- 
culaires est  un  cercle  décrit  du  centre  de  la  courbe  ;  donc  : 

Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  d'une  co- 
nique sur  ses  tangentes  sont  sur  un  cercle  concentrique  à  la  co~ 
nique  (*). 


(')  La  normale  du  point  m  et  la  perpendiculaire  en  F  à  la  droite  F  y  se  coupent 
sur  la  droite  C^,  puisque  cette  droite  passe  par  le  milieu  de  la  droite  Fm. 


Si  la  conique  est  une  parabole,  on  voil  facilement,  par  ce  mode 
de  démonstration,  que  ce  cercle  devient  une  droite  perpendiculaire 
à  l'a\e  de  la  parabole,  parce  que  toutes  ces  normales  sont  parallèles 
à  cet  axe. 

43.  Il  suit  de  CCS  tliëorcmcs  que  : 

Si  un  cercle  éprouve  un  mouvement  infiniment  fietil  dans  son 
plan,  las  tangentes  aux  trajectoires  de  ses  différents  points  enve- 
lopperont une  ellipse  ou  une li/yperbole. 

Si  une  droite  éprouve  un  mouvement  injîniment  petit  dans  un 
plan,  les  tangentes  aux  trajectoires  de  ses  points  envelopperont 
une  parabole. 


46.  Nous  avons  déjà  suppose  (29)  qiu-,  dans  le  théorème  (  JG), 
l'une  des  deux  courbes  sur  lesquelles  glisse  le  périmètre  de  la  figure 
en  mouvement  se  réduit  à  un  point.  Supposons  maintenant  que 
la  seconde  courbe  se  réduise  aussi  à  un  point;  nous  aurons  ce 
fiuairièiav  priuci^o  : 

Quathième  PRiKciPE.  —  Quand  une  courbe  de /orme  constante 
se  meut  dans  son  plan  en  passant  toujours  par  deux  points Jïxes, 
chai/ue  point  de  la  courbe  décrit  une  trajectoire  dont  la  normale 
passe  par  le  point  d'intersection  des  normales  menées  par  les 
deux  points Jixes  à  la  courbe  en  mouvement. 

Les  pieds  des  autres  normales  abaissées  de  ce  point  d'inter- 
section sur  la  courbe  sont  les  points  où  elle  touche  la  courbe  enve- 
loppe de  t'espace  qu'elle  parcourt. 

47.  Soilj  par  exemple,  un  triangle  qui  se  meut  dans  son  plan,  de 
manière  que  deux  de  ses  côtés  passent  toujours  par  deux  points 
fixes  :  un  point  du  troisième  côté  engendrera  une  courbe,  dont  la 
normale  passera  par  le  point  d'intersection  des  perpendiculaires 
aux  deux  premiers  côtés  menés  respectivement  par  les  deux  points 
fixes;  et  le  point  où  le  troisième  côié  touchera  sa  courbe  enve- 
loppe sera  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  d'in- 
tersection sur  ce  troisième  côté. 
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VI. 

48.  Nous  avons  vu  que,  si  deux  points  a,  b  d'une  courbe  en 
mouvement  dans  son  plan  glissent  sur  une  courbe  fixe,  la  normale 
à  la  trajectoire  d'un  point  quelconque  de  la  première  courbe  passe 
parle  point  de  rencontre  des  normales  à  la  courbe  fixe,  menées  par 
les  deux  points  a^b  {1)\  et  les  normales  abaissées  de  ce  point  de 
concours  sur  la  courbe  mobile  y  déterminent  par  leurs  pieds  les 
points  où  elle  touche  s^  courbe  enveloppe  (16). 

Si  les  deux  points  a,  b  sont  infiniment  voisins,  auquel  cas  la 
courbe  mobile  touchera  constamment  la  courbe  fixe  en  l'un  de  ces 
points,  les  deux  normales  à  cette  courbe  fixe  se  couperont  au  centre 
de  son  cercle  osculateur  en  ce  point  -,  on  a  donc  ce  cinquième  prin- 
cipe : 

Cinquième  principe.  —  Si  une  courbe  de  forme  quelconque 
glisse  sur  une  autre  courbe  Jîxe,  de  manière  que  leur  contact  ait 
toujours  lieu  en  un  même  point  de  la  ligne  mobile,  la  normale  à 
la  courbe  décrite  par  un  point  quelconque  de  cette  courbe  mobile 
passe  par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  fixe  au  point  de 
contact  des  deux  courbes;  et  les  pieds  des  normales  abaissées  de 
ce  centre  de  courbure  sur  la  courbe  mobile  sont  les  points  oii  elle 
touche  la  courbe  enveloppe  de  l* espace  quelle  parcourt. 

49.  Donc,  si  Ton  connaît  le  mouvement  d'un  point  de  la  courbe 
mobile,  il  servira  à  déterminer  les  centres  de  courbure  de  la  coiu^be 
sur  laquelle  elle  glisse. 

Et  réciprocjuement,  si  le  centre  de  courbure  de  cette  courbe  est 
connu,  il  servira  à  déterminer  les  normales  aux  courbes  décrites 
par  les  points  de  la  courbe  mobile,  et  à  déterminer  les  points  où 
cette  courbe  mobile  touche  sa  courbe  enveloppe. 

50.  Soit  la  tractoirc,  dont  la  propriété  caractéristique  est  que 
toutes  SCS  tangentes,  coinpiises  entre  leurs  points  de  contact  et  un 
axe  lixc,  sont  égales. 

Il  suffit,  pour  avoir  le  centre  de  courbure  de  cette  courbe,  d'éle- 
ver une  perpendiculaire  à  cet  axe  par  le  point  où  une  tangente  le 


rencontre;  cette  perpendiculaire  rcncoulrela  normale  à  la  tractoire, 
meDëe  par  le  point  de  contact  de  cette  tangente,  en  un  point  qui 
est  le  centre  de  courbure  en  ce  point  de  couiact. 

51 .  Soit  la  spirale  logarithmù/ue,  dont  toutes  les  tangentes  sont 
également  inclinées  sur  les  rayons  vecteurs  :  on  peut  la  considérer 
comme  l'euveloppe  d'un  côté  d'un  angle  mobile  dont  l'autre  côté 
passe  constamment  par  un  point  fixe,  et  qui  se  meut  de  manière 
que  le  premier  côte  loucbe  toujours  sa  courbe  enveloppe  au  som- 
met de  l'angle.  11  faut  donc,  pour  avoir  le  centre  de  courbure,  ca 
UD  point  m  de  celle  spirale,  mener  par  le  point  fixe  la  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur  qui  passe  par  un  poinl  m  :  celle  perpendi- 
culaire rencontrera  la  normale  à  la  courbe,  en  un  point  qui  sera  le 
centre  de  courbure. 

52.  On  peut  concevoir  le  mouvement  d'un  angle  tel,  que,  l'un  de 
ses  cAtés  passant  toujours  par  uu  poinl  fixe,  son  second  cùlé  toucbe 
son  enveloppe  constamment  au  mëuie  poinl  de  ce  cùlé,  autre  que 
son  sommet.  Cette  enveloppe  sera  une  courbe  dont  la  spirale  loga- 
ritlimiquc  n'est  qu'un  cas  particulier.  Pour  avoir  le  centre  de  coui^ 
bure  de  cette  courbe,  il  faut  mener  par  le  point  fixe  la  perpen- 
diculaire au  premier  coté  de  l'angle,  et  par  le  point  décrivant  la 
perpendiculaire  au  second  côté  ;  l'inlersection  de  ces  deux  droites 
sera  le  centre  de  courbure  cherché. 

53.  On  peut  encore  concevoir  le  mouvemeul  de  l'angle,  de  ma- 
nière que  son  premier  c6ié  soit  toujours  tangent  à  une  courbe 
donnée,  au  lieu  de  passer  par  un  point  fixe,  et  que  son  second  côté 
touche  toujours  sa  courbe  enveloppe  au  sommet  de  l'angle  :  pour 
avoir  le  centre  de  courbure  de  celle  courbe  enveloppe,  il  faudra 
mener  par  le  point  de  contact  du  premier  côté  de  l'angle  et  de  la 
courbe  prposée  la  normale;  elle  rencontrera  la  normale  à  la  courbe 
décrite  par  le  sommet  de  l'angle  en  un  poinl  qui  sera  le  centre  de 
courbure  de  celte  courbe. 

54.  Supposons  que,  par  les  différents  points  d'une  courbe,  on 
mène  des  droites  faisant  toutes  des  angles  égaux  avec  les  tangentes 
à  la  courbe  en  ces  points  respectivement  ;  ces  droites  envelopperont 
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une  courbe  qu'elles  loucheront  en  des  points  faciles  à  construire; 
car  il  suffit  de  considérer  chaque  droite  et  la  tangente  correspon- 
dante comme  les  côtés  d'un  angle  de  grandeur  constante,  qui  se 
meut,  de  manière  que  son  premier  côté  touche  constamment  la 
courbe  proposée  en  son  sommet;  il  faut  donc,  pour  avoir  le  point 
où  son  second  côté  touche  sa  courbe  enveloppe,  abaisser  du  centre 
de  courbure  de  la  courbe  proposée  une  perpendiculaire  sur  ce  se- 
cond côté  ;  son  pied  est  le  point  de  la  courbe  enveloppe  de  ce  côté. 
Cette  courbe  est,  comme  l'on  sait,  une  des  dév^eloppoïdes  de 
Réaumur  [Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  1709). 

55.  Remarquons  que,  si  sur  toutes  les  droites  menées  par  les 
points  de  la  courbe  proposée,  on  porte,  à  partir  de  ces  points,  des 
lignes  égales  entre  elles,  leurs  extrémités  formeront  une  courbe 
dont  les  normales  passeront,  comme  les  normales  de  la  dévclop- 
poïde,  par  les  centres  de  courbure  de  la  courbe  proposée,  ce  qui 
résulte  du  cinquième  principe  (48). 

On  peut  donc  former  une  infinité  de  courbes  dont  les  normales 
passent  par  les  centres  de  courbure  d'une  courbe  proposée,  ce  qui 
offre  une  solution  graphique,  susceptible  d'une  grande  précision, 
de  la  question  suivante  : 

Trouver  les  centres  de  courbure  d'une  courbe  quelconque  dont 
on  connaît  les  tangentes. 

VII. 

56.  Nous  avons  dit  (6)  que  le  mouvement  d'une  figure  quel- 
conque dans  son  plan  n'est  autre  que  le  mouvement  produit  par  le 
roulement  d'une  courbe  sur  une  autre  courbe  fixe. 

En  effet,  la  figure  en  mouvement  tourne  à  chaque  instant  autour 
d'un  point  qui  est  fixe  pendant  cet  instant  infiniment  petit  (5). 
Soient  N,  N',  jN"',  ...  les  points  autour  desquels  tourne  successi- 
vement la  figure;  ces  points,  étant  considérés  comme  appartenant 
au  plan  fixe  sur  lequel  se  meut  la  figure,  forment  une  courbe  im- 
mobile. 

Soit  N  celui  de  ces  points  autour  duquel  tourne  la  figure  à  l'in- 
stant où  on  la  considère;  prenons  sur  le  plan  de  cette  figure  ses 
différents  points  v',  y'\  .  . . ,  qui,  pendant  le  mouvement,  viendront 


successivement  se  confondre  avec  les  points  N',  N",  . . .  supposés 
fixes,  comme  appartenant  au  plan  Hxe  sur  lequel  se  meut  la  ligure. 
Les  points  v',  v",  v'",  . . .  forment  une  courbe  qui  fait  partie  tic  la 
figure  et  qui  est  mobile  avec  elle.  Celte  courbe  passe  par  le  point  N 
autour  duquel  tourne  la  figure  au  moment  où  on  la  considère. 

Après  un  mouvement  infiniment  petit  autour  du  point  N,  le 
point  v'  s'appliquera  sur  le  point  ^'-^  après  ua  mouvement  infini- 
ment petit  autour  de  ce  point  N',  le  point  v"  s'appliquera  sur  le 
point  N",  et  ainsi  de  suite.  Les  élémeuts  Nv',  v'v",  v"»'",  ...  delà 
courbe  mobile  Ny'v" . , .  viennent  donc  successivement  s'appliquer 
sur  les  élémeuts  NN',  N'N",  N''IV"', ...  de  la  courbe  fixe  jV>i'i\".... 
ce  qui  prouve  que  ta  courbe  vv'v".-.  roule  sur  la  courbe  îîN'N".... 
Donc  : 

De  <fuelque  natare  et  de  ^ueli/ue  durca  que  soit  le  mouvement 
d'une  Jigure  dans  son  plan,  ce  mouvement  n'eit  autre  que  celui 
qun  produirait  te  roulement  d'une  certaiaii  courbe  mobile  sur  une 
autre  courbe Jixe, 

57,  Il  suit  de  l;\  que  : 

Toute  courbe  décrite  par  un  point  d'une  figure  plane  en  mou- 
vement dans  son  plan  est  une  èplcjcloïde  (  '  V 

58.  Pour  faire  une  application  de  eus  principes,  considérons  la 
mouvement  d'une  droite  ab  [Jig-  ta)  de  longueur  donnée,  dont  les 
extrémités  a,  b  glissent  sur  deux  axes  fixes  CA,  CB.  Cette  droite 
tourne  pendant  un  instant  infiniment  petit  autour  du  point  d'in- 
tersection N  des  perpendiculaires  à  ces  deux  axes,  menées  par  les 
points  fl,  b.  Ce  point  IV  se  trouve  évidemment  sur  la  circonférence 

est  en  mauvcmenl,  il  (ourna  k  chaque  inslant  autour  d'un  nie  fiiej  on  en  conclut, 
comme  nous  Tenons  de  faire  pour  lo  mouiemcnt  d'une  figure  (ilone,  que  ; 

Quel  que  joil  le  mouvement  d'ua  corpi  solide  retenu  par  un  point  J!xe,  iln'ell  autre 
yue  celai  que  produirait  le  roulement  d'une  certaine  surface  conique,  ayant  ce  point 
pour  sommet,  sur  une  autre  surface  conique  fixe  ojaat  même  sommet. 

Donc: 

Quel  que  soit  le  mouvement  d'an  corps  solide  aatour  d'an  point  ftie,  chacun  de  set 
points  décrit  une  épicjcloîde  sphérique. 
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de  cercle  menée  par  les  trois  points  C,  a,  i,  et  CN  est  le  diamètre 
de  ce  cercle.  La  corde  ab  de  ce  cercle  sous-tend  un  segment  ca- 
pable de  l'angle  a(Zb\  cette  corde  est  de  grandeur  constante  quelle 

Fig.   13. 


(|ue  soit  sa  position  ;  le  diamètre  CIV  du  cercle  est  donc  aussi  de 
grandeur  constante,  ce  qui  prouve  que  le  point  N  appartient  à  un 
autre  cercle  décrit  du  point  C  comme  centre. 

Ainsi  les  points  N,  N',  N'',  . . . ,  autour  desquels  tournera  succes- 
sivement la  droite  ab  pendant  son  mouvement,  forment  un  cercle 
ayant  son  centre  en  C. 

Clierclions  maintenant  quelle  est  la  courbe  vv'v". . .  qui,  pen- 
dant le  mouvement  de  la  droite  ai,  roulera  sur  ce  cercle. 

On  voit  facilement  que  cette  courbe  sera  précisément  la  circon- 
férence du  cercle  Ca]Vi,  qui  est  d'un  rayon  sous-double  de  celui 
du  cercle  N]N'^'' . . ,  *,  car  on  sait  que,  si  l'on  fait  rouler  le  cercle 
ild^h  sur  le  cercle  du  layon  CN,  chacun  des  points  de  sa  circon- 
lérence  décrira  un  rayon  de  celui-ci  (^Coj'respondance  de.  M.  Ha- 
cUetle,  t.  II,  p.  2^)  ^  mais  nous  avons  vu  que,  pendant  le  mouvement 
(le  la  droite  ab^  clia(jue  point  de  la  circonférence  de  ce  môme  cercle 
décrit  aussi  une  droite  passant  par  le  point  C  (13)  ^  cela  prouve  que 
le  mouvement  de  la  droite  ab  est  le  même  que  le  mouvement  pro- 
duit par  le  roulement  du  cercle  Ca^b  sur  le  cercle  de  rayon  CN. 

59.  11  suit  de  là  que  : 

Quand  un  cercle  roule  sur  la  concavité  d'un  autre  cercle  Jixe, 
d'un  rayon  double  du  sien,  chaque  point  de  sa  circonférence 
décrit  une  droite,  et  chaque  autre  point  de  son  plan  décrit  une 
ellipse  (14). 


60.  Nous  avons  démontré  que  toute  courbe  décrite  par  an  poiot 
d'une  Ggure  en  mouvement  est  une  épicycloïde  (57);  on  en  peut 
conclure  que  : 

Toute  courbe  quelcontfiie  peut  être  considérée,  d'une  itifinilé 
de  manières,  comme  une  épicycloïde. 

En  effet,  il  suffit  de  prouver  que  toute  combe  peut  être  regardée, 
d'une  inGniié  de  manières,  comme  décrite  d'un  mouvement  con- 
tinu par  un  point  d'uuc  iigure  de  forme  constante. 

Or,  que  d'un  point  fixe  P  on  mène  des  rayons  aux  points  de  la 
courbe,  et  qu'on  les  prolonge  tous  d'une  même  quantité,  les  extré- 
mités de  ces  rayons  prolongés  formeront  une  nouvelle  courbe,  par 
rapport  à  laquelle,  prise  pour  base,  la  courbe  proposée  sera  une 
conclioïde,  c'est-à-dire  que  cette  courbe  sera  engendrée  d'un  mou- 
vcmeiit  continu  par  un  point  d'une  droite  qui  glissera  sur  le  point 
iixe  P,  et  dont  l'exlrémité  parcourra  la  nouvelle  courbe. 

D'après  cette  description  mécanique,  la  courbe  proposée  sera 
une  épicycloïde  engendrée  par  uu  point  du  plan  d'une  courbe  mo- 
bile qui  roulera  sur  une  autre  courbe  fixe  (S7  ),  ce  qui  démontre  la 
proposition  énoncée. 

61.  Ces  deux  courbes,  qui  servent  à  décrire  l 'épicycloïde  par  le 
roulement  de  l'une  sur  l'autre,  sont  faciles  à  construire. 

La  courbe  fixe  est  le  lieu  des  points  autour  desquels  tourne  suc- 
cessivement la  droite  mobile  ;  il  faut  donc  mener  par  le  point  fixe  P 
une  perpendiculaire  à  cette  droite,  et  par  le  point  décrivant,  c'est- 
à-dire  par  le  point  où  cette  droite  mobile  rencontre  la  courbe  pro- 
posée, il  faut  mener  la  normale  à  cette  courbe;  le  point  de  con- 
cours N  de  cotte  normale  et  de  la  perpendiculaire  à  la  droite  mobile 
appartiendra  à  la  courbe  fixe. 

Quanta  la  courbe  mobile,  elle  est  également  facile  à  construire; 
car  itsuiBt  de  considérer  la  droite  mobile  dans  une  de  ses  positious 
et  de  prendre  tous  les  points  qui  seront  placés  par  rapport  à  elle 
comme  les  points  N,  N',  iN",  . . .  sont  placés  par  rapport  aux  posi- 
tions correspondantes  de  la  droite  mobile  j  les  points  ainsi  déter- 
minés formeront  la  courbe  mobile. 

Ainsi  nous  avons  déterminé  la  courbe  fixe  qui  sert  de  base  à 
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répîcycloïde  et  la  courbe  mobile  qui  doit  rouler  sur  cette  pre- 
mière. 

La  construction  de  ces  deux  courbes  serait  évidemment  la  même 
si,  au  lieu  d'une  droite  pour  figure  mobile,  on  prenait  une  courbe. 

62.  Quand  une  courbe  est  déterminée  par  une  équation  en 
coordonnées  polaires,  on  peut  regarder  cette  équation  comme  ex- 
primant le  mouvement  d*une  droite  dont  un  point  décrit  la  courbe. 

Cette  droite  est  le  rayon  vecteur  mené  du  pôle  des  coordonnées 
à  un  point  de  la  courbe  ;  car  on  peut  considérer  ce  rayon  vecteur 
comme  glissant  sur  le  pôle,  dé  manière  que  son  extrémité  parcoure 
la  courbe.  Son  mouvement  sera  déterminé  par  Tcquation  de  la 
courbe,  qui  est  une  relation  entre  la  longueur  du  rayon  vecteur  et 
Tangle  qu*il  fait  avec  un  axe  fixe. 

Cette  manière  d'envisager  la  description  d'une  courbe  conduit 
sur-le-champ  à  la  construction  de  ses  normales. 

Soient  Pm,  Vm'  deux  rayons  vecteurs  {fig*  i3)  infiniment  voi- 

Fig.  i3. 


sins-,  le  premier,  pour  prendre  la  position  du  second,  aura  tourné 
autour  d'un  certain  point  N  par  lequel  passe  la  normale  à  la  courbe 
en  m  (4).  Ce  point  N  est  sur  la  perpendiculaire  au  rayon  Vm  menée 
par  le  point  P  (29).  Pendant  le  mouvement  infiniment  petit  au- 
tour du  point  N,  le  point  P,  considéré  comme  appartenant  au  rayon 
vecteur  mobile  Pm,  vient  en  P'  sur  la  nouvelle  position  Pm'  de  ce 
rayon  vecteur,  et  Ton  a 

Fm'  =  Pm, 

de  sorte  que  PP  égale  la  différence  des  deux  rayons  vecteurs  Pm, 
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Pm*;  or  PP'  est  un  arc  înfîiiinicnt  pelil  décrit  du  point  N  comme 
centre,  avec  le  ra^on  NP;  on  a  donc 

PP'=NPanglePNP'; 
l'angle  PiVP'  est  égal  à  l'angle  des  deux  rajons  vecteurs  :  donc 
Pm'—  Pm 


PP'^NPani 


NP  = 


aiigleHiPm'* 


NP  s'appelle  la  soiis-normafe  de  la  courbe  :  donc  la  sous-normaltt 
d'une  courbe  exprimée  en  coordonnées  polaires  est  égale  au 
rapport  des  variations  du  rayon  vecteur  et  de  l'angle  tju'il 
décrit. 

G3.  On  pounail  supposer  dans  l'équation  d'une  courbe  que  les 
rayons  vecteurs,  au  lieu  de  passer  par  un  point  fixe,  fussent  tan- 
gents à  une  autre  courbe,  et  prendre  pour  longueur  de  chaque 
rayon  la  distance  comprise  entre  son  point  de  contact  avec  cette 
courbe  cl  son  extrémité  située  sur  l'autre  courbe;  la  seconde  va- 
riable de  l'équation  de  celte  courbe  serait  l'angle  que  le  rayon  vec- 
teur iait  avec  un  axe  fixe. 

La  normale  à  la  courbe  proposée  se  déterminerait  par  la  même 
formule  que  nous  venons  de  trouver,  c'csl-à-dire  qu'on  élèverait 
imc  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  par  sou  point  de  contact  avec 
la  courbe  auxiliaire,  et  l'on  prendrait  cette  perpendiculaire  égale 
au  rapport  des  variations  du  rayon  vecteur  et  de  l'angle  qu'il  fait 
avec  l'axe  fixe,  et  son  extrémité  appartiendrait  à  la  normale  à  la 
courbe. 

VI 11. 


6i.  Nous  avons  dit  (25)  que  nos  démonstrations  pouvaient  s'é- 
tendre à  des  questions  concernant  deux  coniques  lioinofocales . 

Quand  deux  coniques  ont  mêmes  foyers,  si  les  cotes  d'un  angle 
droit  touchent  respectivement  ces  deux  courbes,  la  droite  menée 
du  sommet  de  l'angle  au  milieu  de  la  corde  qui  joint  les  deux 
points  de  contact  passe  par  le  centre  commun  des  deux  courbes. 

En  effet,  soit  O  {fig-  i-\)  le  sommet  de  l'angle;  soient  m  et  m' 
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les  points  de  contact  de  ses  côtés  avec  les  deux  coniques  respectî- 
vement,  et  F  l'un  des  deux  foyers  des  deux  courbes;  il  s'agit  de 
prouver  que  la  droite  menée  par  le  point  O  et  par  le  milieu  de  la 
droite  mm'  passe  par  le  centre  C  des  deux  courbes  \  ou  bien  que 
la  diagonale  O/i  du  rectangle  construit  sur  Om  et  Om'  passe  par 
le  point  C. 

Du  point  F  abaissons  les  perpendiculaires  F/?,  F  y  sur  les  côtés 

Fig.  lî. 


**.o 


mOj  mn  de  ce  rectangle,  et  joignons  leurs  pieds  /?,  y  ;  la  droite  pq 
passera  par  le  centre  C  de  la  première  conique  5  ce  que  nous  avons 
démontré  (44, note). 

Du  point  F  abaissons  les  perpendiculaires  F/;',  Yq'  sur  les  deux 
côtés  m' O,  m'n^  et  joignons  leurs  pieds  p'^  q'  par  la  droite;;'^; 
cette  droite  passera  pareillement  par  le  centre  C  de  la  seconde  co- 
nique. 

Or  il  est  facile  de  voir  que  les  deux  droites  pq^  p'q'  doivent 
se  couper  sur  la  diagonale  On  du  rectangle  Omwr/  \  car,  en  appe- 
lant p,  jû'  les  points  où  cette  diagonale  On  rencontre  ces  deux 
droites  pq^  p'q^  on  aura  : 

1°  Dans  le  triangle  m/iO,  coupé  par  la  transversale  pqP'i 

pn  j^  mp.nq ^ 
pO  "~  mq.pO^ 

2**  Dans  le  triangle  m'/zO,  coupé  par  la  transversale  p  p'q\ 

p'  n m'p' .  nq' 

yô"  m'q',p'Ô' 
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Or  on  a 

mp  =  /ly',     nq  =  nJp\     mq  =  O;/,     Op  =  mfq'  ; 

îl  en  résulte  que 

on  p'/i 

pÔ  ""p^' 

ce  qui  prouve  que  p  et  p'  se  confondent  •,  par  conséquent  la  droite  0« 
passe  par  le  point  de  concours  des  deux  droites  py,  f^q'^i  lequel  est 
le  centre  de  la  courbe.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Il  résulte  de  ce  théorème,  en  vertu  de  celui  du  n°  23,  que  : 

Quand  un  angle  droit  se  meut  de  manière  que  ses  deux  côtés 
touchent  respect  iv^ement  deux  coniques  qui  ont  mêmes  foyers,  son 
sommet  engendre  un  cercle  qui  a  même  centre  que  les  deux 
courbes. 

Si  les  deux  coniques  étaient  des  paraboles,  on  verrait,  par  le 
même  mode  de  démonstration,  que  le  sommet  de  l'angle  droit  mobile 
engendre  une  droite  perpendiculaire  à  leur  axe  commun. 

Quand  les  deux  coniques  se  confondent ,  on  retrouve  les  deux 
théorèmes  (24,  25).  Et  si  Tune  des  coniques  a  son  petit  axe  nul, 
de  manière  qu'elle  se  réduise  à  une  droite  limitée  aux  deux  foyers 
de  Tautre  conî(|uc,  on  en  conclut  le  théorème  (44). 


IX. 

EXTE>S10N  AUX  SURFACES    DC    SECOîiD    DEGRÉ    DE   DIVERSF.S    PROPRIÉTÉS 

DES    SECTIONS    COKIQUES. 

65.  Les  deux  théorèmes  (24,  25)  relatifs  à  une  seule  conique 
sont  dus  à  de  la  Ilire  (Mémoires  de  l ^Icadémie  des  Sciences  de 
I  jo4  )  *,  leurs  analogues  dans  les  surfaces  du  second  degré  ont  été 
énoncés  par  Monge,  et  démontrés  en  premier  lieu  par  M.  Poisson 
(Correspondance  de  M.  Hachette,  t.  I,  p.  aSj),  puis  en  plusieurs 
circonstances.  Mais  toutes  les  démonstrations  qu'on  en  a  données 
sont,  je  crois,  analytiques.  Nous  allons  les  démontrer  d'une  ma- 
nière purement  géométrique,  qui  s'appliquera  aussi  à  quelques  théo- 
rèmes plus  généraux. 
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Soit  d'abord  une  surface  ayant  un  centre.  Il  s'agit  de  prouver 
que  : 

Le  point  d'intersection  de  trois  plans  rectangulaires  tangents 
à  un  ellipsoïde  ou  à  un  hjperboloïde  a  pour  lieu  géométrique 
une  sphère  concentrique  à  cette  surface. 

Soit  m  le  point  d*intersection  de  trois  plans  rectangulaires  tan- 
gents à  la  surface,  que  je  suppose  un  ellipsoïde.  Circonscrivons  à  la 
surface  un  cylindre  ayant  ses  arêtes  parallèles  à  Tintcrsection  de  deux 
de  ces  plans.  Faisons  rouler  sur  ce  cylindre  les  deux  premiers  plans 
rectangulaires;  leur  intersection  engendrera  un  second  cylindre,  et 
]  es  sections  de  ces  deux  cylindres  par  le  troisième  plan  tangent  à  la 
surface,  lequel  est  perpendiculaire  à  leurs  arêtes,  seront  dans  le 
premier  une  ellipse,  et  dans  le  second  un  cercle,  concentrique  à 
celte  ellipse  (d'après  le  théorème  24);  ce  cercle  appartiendra  à  la 
surface  lieu  géométrique  du  point  d'intersection  des  trois  plans  rec- 
tangulaires tangents  à  l'ellipsoïde.  Ce  cercle  étant  concentrique  à 
la  section  du  premier  cylindre,  son  centre  se  trouve  sur  l'axe  de  ce 
cylindre,  lequel  passe  par  le  centre  de  l'ellipsoïde  -,  or,  tout  plan 
normal  au  cercle  passe  par  l'axe  de  ce  cylindre,  puisque  cet  axe  est 
perpendiculaire  au  plan  du  cercle;  donc  tout  plan  normal  au  cercle 
passe  par  le  centre  de  l'ellipsoïde. 

En  faisant  mouvoir  le  premier  et  le  troisième  plan  tangent,  de 
manière  qu'ils  touchent  toujours  la  surface  et  que  leur  droite  d'in- 
tersection soit  toujours  perpendiculaire  au  second  plan  tangent, 
cette  droite  engendrera  un  cylindre  dont  la  trace  sur  ce  second 
plan  tangent  sera  encore  un  cercle,  qui  passera  par  le  point  //i,  et 
qui  s(Ta  sur  la  surface  cherchée;  tout  plan  normal  à  ce  second 
cercle  passera  par  le  centre  de  l'ellipsoïde. 

La  normale  au  point  m  de  la  surface  cherchée  est  l'intersection 
des  plans  normaux  en  ce  point  aux  deux  cercles;  elle  passe  donc 
par  le  centre  de  l'ellipsoïde  :  ce  qui  prouve  que  cette  surface  cher- 
chée est  une  sphère  concentrique  à  l'ellipsoïde.        c.  q.  f.  d, 

66.  Soit  un  paraboloïde,  elliptique  ou  hyperbolique,  et  soit  m 
le  point  d^ntersection  de  trois  plans  rectangulaires  tangents  à 
cette  surface. 

Concevons  que  les  deux  premiers  plans  se  meuvent  en  restant 

i6. 
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loujours  rectangulaires  entre  eux  et  ayec  le  troisième  plan,  et  tan- 
gents au  paraboloïde  \  ils  rouleront  sur  un  cylindre  cir<x>nscrit  an 
paraboloïde  et  dont  la  section  droite  faite  par  le  troisième  plan  tan- 
gent  sera  une  parabole  ayant  son  axe  parallèle  à  la  projection  ortho- 
gonale sur  ce  troisième  plan  tangent  de  Taxe  du  paraboloïde.  L'in- 
tersection des  deux  plans  rectangulaires  mobiles,  engendrera  donc 
un  plan  dont  la  trace  sur  le  troisième  plan  tangent  sera  une  droite 
perpendiculaire  a  l'axe  du  paraboloïde. 

Cette  droite  appartiendra  à  la  surface  qui  sera  le  lien  du  point 
d'intersection  des  trois  plans  rectangulaires  tangents  au  parabo- 
loïde. 

En  faisant  mouvoir  le  premier  et  le  troisième  plan  tangent,  on 
obtiendra  senblablement  une  seconde  droite  passant  par  le  point  m, 
qui  appartiendra  à  cette  surface^  cette  droite  sera  encore  perpen- 
diculaire à  Taxe  du  paraboloïde.  Le  plan  de  ces  deux  droites  est 
donc  perpendiculaire  à  cet  axe;  mais  ce  plan  est  tangent  a  la  sor- 
face  cherchée;  tout  plan  tangent  à  cette  surface  est  donc  perpen- 
diculaire à  l'axe  du  paraboloïde,  ce  qui  prouve  que  cette  surface  est 
un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe.  Donc  : 

Le  point  d'intersection  de  trois  plans  rectangulaires  tangents 
à  un  paraboloïde  a  pour  lieu  géométrique  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  du  paraboloïde. 

67.  Les  démonstrations  des  deux  théorèmes  précédents  s'appli- 
quent au  cas  où,  au  Heu  d'une  surface  du  second  degré,  on  a  une 
conique  à  laquelle  on  mène  trois  plans  tangents  rectangulaires;  et 
Ton  obtient  ces  deux  théorèmes  : 

I.  Quand  on  mène  trois  plans  rectangulaires  tangents  à  une 
ellipse,  ou  à  une  hyperbole,  leur  point  d'intersection  a  pour  lieu 
géométrique  une  sphère  qui  a  même  centre  que  la  conique, 

II.  Le  point  d'intersection  de  trois  plans  rectangulaires  tan- 
gents à  une  parabole  a  pour  lieu  géométrique  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe  de  la  parabole. 
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X. 

TBÉOKEMES   HELATIFS    AUX    DEUX   CONIQUES 
DONT  CHACUNE  EST  LE  LIEU    DES    SOMMETS  DES  CÔNES  DE    RÉVOLUTION 

QUI    PASSENT    PAR    L* AUTRE. 

68.  Soient,  dans  deux  plans  rectangulaires,  deux  coniques, 
dont  l'une  soit  le  lieu  géométrique  àes  foyers  de  la  seconde; 
c'est  à-dirc  que  chacune  de  ces  courbes  sera  le  lieu  des  sommets 
de  tous  les  cônes  de  révolution  qu'on  peut  faire  passer  par  Tautre 
courbe. 

Nous  avons  dit  [Mémoire  sur  les  surfaces  du  second  degré, 
inséré  dans  le  tome  V  des  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de 
Bruxelles,  1829,  p.  68)  que  ces  deux  coniques  jouissent,  entre 
autres  propriétés,  de  celle-ci  :  De  quehjue  point  qu'on  regarde  ces 
deux  courbes,  elles  paraissent  se  couper  à  angles  droits.  En  sup- 
posant que  ce  point  soit  à  Tinfini,  on  conclut  de  là  que  :  les  pro- 
jections orthogonales  des  deux  courbes  sur  un  plan  quelconque 
sont  deux  coniques  décrites  des  mêmes  foyers. 

L'occasion  se  présente  de  démontrer  quelques  autres  propriétés 
de  ces  courbes. 

69.  Concevons  deux  plans  rectangulaires  tangents  à  ces  deux 
courbes  respectivement;  joignons  par  une  droite  leurs  deux  points 
de  contact  avec  les  courbes,  et  menons  un  plan  par  Tintersection 
de  ces  deux  pians  et  le  milieu  de  cette  droite.  Ce  plan  passera  par 
le  centre  couimun  des  deux  courbes.  En  effet,  projetons  ortUogo- 
iialcment  les  deux  courbes  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Tinter - 
section  des  deux  plans  tangents;  nous  aurons  deux  coniques  ayant 
les  mêmes  foyers;  les  traces  des  deux  plans  tangents  sur  le  plan 
de  projection  seront  les  côtés  d'un  angle  droit,  tangents  res- 
pectivement h  ces  deux  coniques;  la  droite  menée  du  sommet  de 
cet  angle  au  milieu  de  la  droite  qui  joindra  les  deux  points  de 
contact  passera  par  le  centre  des  deux  coniques  ;  mais  cette  droite 
sera  la  trace  du  plan  mené  par  Tintersection  des  deux  plans  tan- 
gents et  par  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  leurs  points  de  contact; 
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ce  plan  passe  donc  par  le  centre  des  deux  courbes  en  projection, 
et  dès  lors  par  le  centre  des  deux  coniques  proposées;  donc  : 

Quand  on  a  deux  coniques  dont  chacune  est  le  lieu  desjoj^ers 
de  t autre,  si  l'on  mène  deux  plans  rectangulaires  tangents  à  ces 
courbes  respectivement,  le  plan  mené  par  leur  droite  d'intersec» 
tion  et  par  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  leurs  points  de  contact 
passe  par  le  centre  commun  des  deux  coniques, 

70.  Faisons  tourner  les  deux  plaas  rectanfi^aires,  de  mamère 
qu'ils  soient  toujours  tangents  aux  deux  coniques  et  qne  leur  in- 
tersection reste  parallèle  à  un  axe  fixe-,  cette  droite  engendrera  un 
cylindre  droit  circulaire. 

Car  les  projections  orthogonales  des  deux  coniques,  sur  un  plan 
perpendiculaire  aux  arêtes  du  cylindre,  seront  deux  coniques  dé- 
crites des  mômes  foyers;  et  la  base  du  cylindre  sur  ce  plan  sera  le 
lieu  des  sommets  d'un  angle  droit  mobile  dont  les  côtés  toucheront 
respectivement  ces  deux  coniques  :  ce  qui  'prouve  que  cette  base 
sera  un  cercle. 

71 .  Soient  toujours  les  deux  coniques  dont  l'une  est  le  lieu  des 
foyers  de  Tautre.  Concevons  trois  plans  rectangulaires  dont  les 
deux  premiers  soient  tangents  à  la  première  conique,  et  le  troi- 
sième soit  tangent  à  la  seconde  conique  :  nous  allons  démontrer 
que  le  lieu  géométrique  du  point  d'intersection  de  ces  trois  plans  est 
une  sphère  ayant  même  centre  que  les  deux  coniques. 

En  effet,  soit  m  le  point  d'intersection  dos  trois  plans  tangents 
dans  UQC  de  leurs  positions^  faisons  mouvoir  le  premier  et  le  troi- 
sième, de  manière  qu'ils  soient  toujours  rectangulaires,  qu'ils 
touchent  respectivement  les  deux  coniques,  et  que  leur  intersec- 
tion soit  toujours  perpendiculaire  au  deuxième  plan  ;  cette  droite 
engendrera  un  cylindre  dont  la  base  sur  ce  second  plan  sera  un 
cercle  (70),  qui  passera  par  le  point  m  et  qui  appartiendra  à  la 
surface  cherchée;  tout  plan  normal  à  ce  cercle  passera  par  l'axe 
du  cylindre,  et  par  conséquent  par  le  centre  commun  des  deux  co- 
niques. 

Si  l'on  fait  mouvoir  semblablement  le  deuxième  et  le  troisième 
plan,  de  manière  qu'ils  touchent  respectivement  les  deux  coniques 
et  qu'ils  soient  perpendiculaires  entre  eux  et  perpendiculaires  au 
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premier  plan,  leur  intersection  engendrera  un  cylindre  dont  la  base 
sur  ce  premier  plan  sera  un  cercle  qui  passera  par  le  point  m,  et 
qui  sera  sur  la  surface  cherchée  ^  tout  plan  normal  à  ce  cercle  pas- 
sera par  le  centre  commun  des  deux  coniques.  U  suit  de  là  que  la 
normale  à  la  surface  cherchée  au  point  m  passera  par  le  centre 
des  deux  coniques  :  ce  qui  prouve  que  cette  surface  est  une  sphère^ 
donc  : 

Quand  on  a  deux  coniques,  dont  cliacune  est  le  lieu  desjoyers 
de  Vautre,  si  Von  fait  mouvoir  trois  plans  rectangulaires  de  ma- 
nière que  deux  d'entre  eux  soient  toujours  tangents  à  Vune  des 
deux  coniques  et  que  le  troisième  soit  tangent  à  Vautre,  le  point 
d 'intersection  de  ces  trois  plans  engendrera  une  sphère  concen- 
trique aux  deux  coniques, 

72.  On  sait  que  les  deux  coniques  peuvent  être  deux  paraboles. 
Il  est  facile  de  voir  ce  que  deviennent  dans  ce  cas  les  théorèmes 

précédents.  U  suffit  de  supposer  que  le  centre  des  deux  coniques 
soit  situé  à  Tinfini  sur  leur  axe  commun.  La  sphère  du  théorème 
précédent  devient  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe,  et  le  cylindre 
droit  circulaire  du  théorème  (70)  devient  aussi  un  plan. 

Tout  cela  est,  d'ailleurs,  facile  à  démontrer  directement  par  la 
mènie  voie  que  nous  avons  suivie. 

73.  Nous  démontrerons  ailleurs  que  : 

Quand  deux  surjaces  du  second  degré  ont  leurs  sections  prin- 
cipales dans  les  mêmes  plans  et  décrites  des  mêmes  foyers,  deux 
cylindres  circonscrits  à  ces  surfaces  respectivement ,  et  ayant  leurs 
arêtes  parallèles  entre  elles,  ont  pour  sections,  sur  un  même  plan 
perpendiculaire  à  ces  arêtes^  deux  coniques  décrites  des  mêmes 
foyers  {*). 

De  là  on  conclut  aisément,  en  continuant  de  suivre  la  même 
marche,  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Quand  deux  surjaces  du  second  degré  ont  leurs  sections  prin- 


('  )  Les  deux  surfaces  jouissent  de  cette  propriété  plus  générale  :  De  quelque  point 
de  l'espace  qu'on  les  considère ,  leurs  contours  apparents  paraissent  se  couper  à  angles 

droite. 
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cipales  décrites  des  mêmes  foyers,  si  l'on  mène  deux  plans  rec- 
tangulaires qui  les  touchent  respectivement,  le  plan  mené  par 
l'intersection  de  ces  deux  plans  et  par  le  milieu  de  la  droite  qui 
joint  leurs  points  de  contact  passe  par  le  centre  comnuin  des  deux 
surfaces. 

74.  Quand  trois  surfaces  du  second  degré  ont  leurs  sections 
principales  décrites  des  mêmes  foyers,  si  l'on  mène  trois  plans 
rectangulaires  tangents  à  ces  surfaces  respectivement,  leur  pwnl 
d'intersection  a  pour  lieu  géométrique  une  sphère  concentrique 
aux  trois  surfaces.  (i*'  août  1829.) 

XI  («). 

75.  J'aurai  occasion  de  donner  deux  démonstrations  purement 
géométriques  du  théorème  énoncé  ci-dessus  (note  du  n^  73),  parmi 
d'autres  plus  généraux^  mais,  comme  il  est  facile  aussi  de  le  dé- 
montrer par  l'Analyse,  je  vais  employer  cette  voie,  qui  a  pour  le 
moment  Tavantage  de  n'exiger  aucune  proposition  préliminaire. 
On  peut  même,  sans  plus  de  frais,  poser  la  question  d'une  manière 
plus  générale,  et  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Quand  deux  suif  aces  du  second  degré  sont  concentriques  et  ont 
un  même  système  de  trois  droites  diamétrales  conjuguées,  si  on 
leur  mène  une  tangente  commune  quelconque  qui  les  touche  en 
deux  points^  les  plans  tangents  en  ces  points  aux  deux  surfaces 
respectivement  seront  toujours  pai^allèles  à  deux  plans  diumé^ 
traux  conjugués  d'une  troisième  surface  du  second  degré. 

En  eflet,  les  irols  droites  diamétrales  conjuguées  communes  étant 
prises  pour  les  trois  axes  des  coordonnées,  les  équations  des  deux 
surfaces  seront  de  la  forme 

Soient  (j/,j  ',  z')  et  [x"^y'\  z")  les  deux  points  où  la  tangente 


(■)  Invité  par  M.  Hachette  à  donner  lu  démonstration  du  théorème  énoncé  dans  la 
Note  relative  à  l'article  (73),  j'ai  ajouté  (3  avril  i83o)  ce  Chapitre  XI. 
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commune  touche  ces  deux  surfaces  respectivement  ;  les  équations 
des  plans  tangents  en  ces  points  seront 

kx'x  H-  B //  4-  Cz'z  —  I , 
k^x^x  -f-  Byy  -+-  Cz^z  ^  I . 

Pour  que  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact  soit  tan- 
gente aux  deux  surfaces,  il  faut  que  chacun  de  ces  plans  passe  par 
le  point  de  contact  de  l'autre  plan^  on  aura  donc  les  deux  équa- 
tions de  condition 

A  V^"  4-  B>y'  -f-  ÇJz'z"  ^  I  . 

Retranchant  l'une  de  l'autre,  on  a 

(A-A')arVH-(B-B')/jr''+(C-C')3V=o 
ou 

Sous  cette  forme,  cette  équation  prouve  que  les  deux  plans  tan- 
gents sont  parallèles  à  deux  plans  diamétraux,  conjugués  par  rap- 
port à  la  surface  représentée  par  Téquation 

x''  r*  2' 

H • i =  I. 


I  I  1  I  I  1 

k"  k      Wb      C~C 


Le  tliéorèmc  est  donc  démontré. 

76.  Si  les  trois  axes  coordonnés  sont  rectangulaires,  et  si  Ton  a 


I 

I         I 

I         1 

I 

A 

A         B 

B'""C 

'C" 

la  troisième  surface  sera  une  sphère  :  les  plans  tangents  aux  deux 
proposées  seront  donc  rectangulaires  -,  mais  alors  ces  deux  surfaces 
ont  leurs  sections  principales  dans  les  trois  plans  coordonnés,  et 
ces  courbes,  deux  à  deux,  ont  les  mêmes  foyers;  il  s'ensuit  donc 
que  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  les  mêmes  plans 
principaux,  et  que  leurs  sections  par  ces  plans  ont  les  mêmes 
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foyers,  si  on  leur  mène  une  tangente  commune  quelconque,  l&trs 
plans  tangents  aux  points  ou  cette  tangente  les  touche  seront 
toujours  à  angle  droit. 

Si  la  tangente  touche  les  deux  surfaces  en  un  même  point  pris 
sur  leur  courbe  d'intersection,  on  en  conclut  ce  théorème  déjà  dé- 
montré par  MM.  Binet  et  Ch.  Dupin  :  Les  deux  surfaces  se  cou- 
pent partout  à  angle  droit. 

77.  Si  Ton  circonscrit  aux  deux  surfaces  deux  cônes  qui  aient 
pour  sommet  commun  un  point  quelconque  de  l'espace,  chacune 
de  leurs  quatre  arêtes  d'intersection  sera  une  tangente  commune 
aux  deux  surfaces;  donc  les  plans  tangents  aux  deux  cônes  suivant 
une  de  ces  arêtes  seront  à  angle  droit,  comme  étant  aussi  tangente 
aux  deux  surfaces  respectivement  ;  nous  pouvons  donc  dire  que  : 

De  quelque  point  de  l'espace  qu'on  considère  les  deux  sur- 
faces, leurs  contours  apparents  sembleront  se  couper  à  angles 
droits,  c.  Q.  F.  D. 

Si,  au  lieu  de  deux  cônes,  ou  circonscrit  aux  deux  surfaces  deux 
cylindres  qui  aient  le  môme  axe,  ils  se  couperont  aussi  à  angles 
droits;  donc  leurs  sections,  par  un  plan  perpendiculaire  à  leurs 
arêtes,  seront  deux  coniques  concentriques  qui  se  couperont  â 
augles  droits,  ce  qui  prouve  qu'elles  ont  les  mêmes  foyers.  C'est 
la  proposition  que  nous  avons  admise  (73). 

78.  On  peut  regarder  les  deux  coniques  dont  nous  avons  parlé 
^68)  comme  faisant  partie  de  la  série  des  surfaces  du  second  degré 
dont  les  sections  principales  sont  décrites  des  mêmes  foyers;  par 
conséquent,  les  propriétés  de  ces  surfaces  appartiennent  aux  deux 
coniques  ;  d'où  il  suit,  par  exemple,  que,  de  quelque  point  qu'on 
les  considère,  elles  semblent  se  couper  à  angles  droits  ;  et  que, 
dans  le  théorème  (74»,  on  peut  prendre  une  de  ces  coniques,  ou 
toutes  les  deux,  à  la  place  d'une  ou  de  deux  des  trois  surfaces. 


\ 


-  251  - 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


I.  IxTRODCCTiox.  Théorème  unique,  sur  le  déplacement  d'une  fig^e  plane,  lequel 

fait  la  base  du  Mémoire  (1-6). 
Conditions  principales  du  déplacement  d'une  figure,  qui  fait  le  sujet  des  cinq 
paragraphes  suivants  : 

II.  I**  Deux  points  de  la  figure  glissent  sur  deux  courbes  (7-14). 
m.      2<*  Une  courbe  roule  sur  deux  courbes  fixes  (lG-28). 

IV.  3**  Une  courbe  glisse  sur  un  point  fixe,  et  un  point  de  la  figure  sur  une  courbe 

fixe  (29-45). 

V.  \*'  Une  courbe  glisse  sur  deux  points  (46-47). 

VI.  5°  Un  point  d'une  courbe  glisse  sur  une  courbe  fixe,  et  la  courbe  tourne  au- 

tour de  ce  point,  de  manière  à  ôtre  toujours  tangente  en  ce  point,  à  la 
courbe  fixe  :  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  un  point  quelconque  de  cette 
courbe  mobile  et  les  normales  aux  points  où  elle  touche  sa  courbe  enve- 
loppe passent  par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  fixe  au  point  de  con- 
tact des  deux  courbes  (48-55). 

VII.  Conséquences  diverses  des  principes  précédents  ( 56-63 ) . 

VIII.  Exemples  de  l'application  du  mode  de  démonstration   aux   coniques  homofo- 

cales  (64). 

IX.  Extension  aux  surfaces  du  second  degré  de  diverses  propriétés  des  sections  co- 

niques  (65-67). 
\.      Théorèmes  relatifs  aux  deux  coniques  dont  chacune  est  le  lieu  dos  sommets  des 

cônes  de  révolution  qui  passent  par  l'autre  (68-74). 
XI.     Démonstration  analytique  du  théorème  relatif  aux  contours  apparents  de  deux 

surfaces  du  second  ordre  énoncé  dans  une  Note  (73-78). 


EXTRAITS  DES  PROCÈS-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  2i  AVRIL  1878, 

PRÉSIDENCE   DE  U.   DARBOUX. 

M.  le  comte  L.  Hugo  adresse  une  Note  intitulée  :  De  constructwa 
planetaruni  sysLeniatis  curs^a. 

Communications  : 

M.  Délègue  :  Sur  la  résolution  de  l'équation  du  troisième  degré 
au  moyen  d' une  J or  mule  approchée. 


M.  DariioiUL  :  De  Viisage  des  ùtiégrales  particulières  algé- 
briques pour  rintégraiion  compleie  des  systèmes  d'é^uaiions  d^' 
férenlielles, 

M.  Welsch  :  RaAerches  sur  les  nombres  premiers,  déduiies  de 
la  série  de  Lamé. 

M.  Halphen  :  i®  «Sur  une  formule  relative  au  nombre  des  diri- 
seurs  impairs  d'un  nombre  donné,  inférieurs  à  une  limite  donnée; 
a®  «Sur  les  théorèmes  de  Poncelet  relatifs  aux  polygones  inscrits 
et  circonscriù  aux  coniques. 


SËÂNCB  DU  8  MAI  1878, 

MàsOKKE  Dl  M.  DAMIOITX. 

G>iiimunication8  : 

M.  Laguerre  :  Sur  la  construction  des  centres  de  courbure  prin- 
cipaux dans  les  sur/aces  du  second  ordre. 

M.  Edouard  Lucas  :  Sur  la  décomposition  des  grands  nombres 
en/acteurs  premiers. 

M.  Halphen  :  Sur  les  théorèmes  de  Poncelet. 


SÉANCE  DU  22  MAI  1878, 

PRÉSIDENCE  DE  M.  DABBOUX. 

Communications  : 

M.  Mannheim  :  Sur  la  détermination  des  centres  de  courbure 
principaux  dans  les  sur/aces  du  second  ordre,  au  mojyen  d'une 
formule  qui  donne  la  variation  de  longueur  d'une  droite  mobile 
dans  l'espace. 

M.  Darboux  :  Sur  la  limite  d'une  série  de  polygones  plans  ou 
gauches  dont  chacun  s'obtient  en  joignant  les  milieux  des  côtés 
du  précédent. 

M.  Fouret  :  Sur  un  théorème  concernant  un  système  de  deux 
polygones  semi-réguliers  inscrits  dans  deux  ellipses  distinctes. 

M.  Kronecker  :  Sur  les  fonctions  de  Sturm. 


-  253  - 

M.  Halphen  :  Sur  les  coordonnées  des  courbes  planes  dans 
l'espace, 

M.  le  comte  L.  Hugo  adresse  une  Note  Sur  l'emploi  des  figures 
géométriques,  dites  oristalloïdes,  dans  les  constructions  de  l' Ex- 
position universelle. 


SÉANCE  DU  5  JUIN  1878, 

PRÉSIDENCE  DE  M.   DARBOUX. 

Communications  : 

M.  Darboux  :  Sur  la  réciproque  du  théorème  de  Jacobi  concer- 
nant les  équations  de  la  Dynamique. 

M.  Edouard  Lucas  :  Sur  la  résolution  en  nombres  entiers  de 
l'équation  x^  -f-j"*  =  az'. 


SÉANCE  DU  19  JUIN  1878, 

PRÉSIDENCE  DE  M.   DARBOUX. 

Présentation  d'un  nouveau  Membre  :  M.  Worms  de  Romilly 
est  présenté  par  M.  Vicaire  et  par  M.  C.  Jordan, 

M.  le  comte  L.  Hugo  adresse  une  Note  Sur  un  pentagone  étoile 
ornant  une  monnaie  primitive  de  l'Italie  centrale. 

Communication  : 

M.  L.  Rodet  :  Sur  la  Géométrie  des  brahmanes. 


SÉANCE  DU  3  JUILLET  1878, 

PRÉSIDENCE  DE  M.   DARBOUX. 

« 

Élection  :  M.  Worms  de  Romilly  est  élu  Membre  de  la  Société. 
M.  le  comte  L.  Hugo  adresse  une  Note  Sur  un  icosaèdre  en  cristal 
de  l' Exposition  rétrospective. 
Communications  : 
M.  Fabre  :  i°  Sur  la  construction  du  cercle  tangent  à  trois 


-  284  - 

cercles  donnés;  a°  Sw  une  propriété  générale  des  courbes  algé- 
briques. 


SÉANCE  DU  17  JUILLET  1878, 

PRÉSIDENCE   DE   M.    LE    PRINCE    C.    DE    POLIGNAC. 

Le  secrétaire  donne  lecture  d'une  Lettre  de  M.  le  Président  du 
Congrès  de  l'Association  française  pour  ravancement  des  Sciences^ 
invitant  la  Société  à  désigner  un  de  ses  Membres  pour  la  représenter 
aux  séances  du  Congrès  qui  doit  avoir  lieu  au  mois  d'août. 

M.  de  Polignac  est  désigné  pour  représenter  la  Société. 

Communications  : 

M.  Jordan  :  Sur  les  cos^ariants  des  J ormes  binaires. 

M.  Andréiewskî,  professeur  à  l'Université  de  Varsovie  :  Sur  la 
réduction  Res  intégrales  indéfinies. 


SÉANCE  DU  31  JUILLET  1878, 

PRÉSIDENCE  DE  M.   DARBOUX. 

Communications  : 

M.  Laisant  :  Deux  théorèmes  de  Lagrange  sur  le  centre  de 
gravité, 

M.  Darboux  ajoute  Diverses  applications  de  ces  deuoc  théorèmes. 

M.  Sylvester  ;  Sur  le  système  des  covariants  fondamentaux 
pour  un  système  composé  d'une  forme  cubique  et  d'une  forme 
biquadratique. 

M.  Halphen  :  Sur  le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  à  cinq 
conditions  séparées, 

M.  Edouard  Lucas  :  Démonstration  de  deux  théorèmes  de 
M,  Adams  sur  les  nombres  de  Bernoulli. 

M.  Catalan  :  Enoncé  d'un  théorème  d' Arithmétique ,  dû  à 
M.  Césaroë, 


ÉTAT 

DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 


AU    MOIS    D'OCTOBRE    1878  (»). 


(  Les  initiales  S,  P,  désignent  les  Sociétaires  perpétuels.) 


Président  honoraire M.  CHASLES.  ^. 

Président M.  DARBOUX. 

(    M.  LEMONMER. 

Vicc-Présidents  ^^'  «^T^N  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 

)    M.  JORDAN, 
f    M.  ROUCHË. 

Secrétaires \    ^'  FOURET. 

I    M.  HALPHEN. 

Archiviste M.  FABRE. 

Trésorier M.  CLAUDE-LAFONTAINE. 

M.  ANDRÉ  (Désiré). 

M.  BIENAYMÉ. 

M.  BONNET  (Ossian). 

M.  BOURGET. 

M.  BRISSE. 

Membres  du  Conseil /   ^'  COLLIGNON. 

M.  DE  LA  GOURNERIE. 

M.  LAGUERRE. 

M.  LUCAS. 

M.  MANNHEIM. 

M.  PUISEUX. 

M.  RESAL. 

ACHARD,  actuaire  de  la  Compagnie  d'assurances  le  Soleil,  à  Paris. 
ANDRÉ  (Désiré),  Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon. 
ANTOINE  (Charles),  ingénieur  de  la  Marine,  à  Brest. 
AOl'ST  (l'abbé),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille. 
ARON  (Henri),  banquier,  rue  de  Grammont,  i/|,  à  Paris. 


(*)  MM.  les  Membres  do  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 


--  256  - 

B.\CII,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Nancy,  place  Stanislas,  9. 

BAILLODD,  inspecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées  en  retraite,  rue  de  Grenelle,  71, 

à  Paris. 
BEXOIST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Chàtclet,  à  Chalon. 
BERDELLB,  ancien  garde  général,  à  Rioz  (Haute-Saône). 
BERTRAND  (Joseph),  membre  de  l'Institut,  rue  des  Saints-Pères,  9,  à  Paris. 
BISCHOFFSBEIM,  rue  de  Grammont,  27,  à  Paris,  S.  P. 

BIEKAYiE  (Alexis),  major  au  3*  régiment  du  Génie,  à  Montpellier  (Hérault). 
BIENAYME  (Arthur),  ingénieur  de  la  Marine,  à  Toulon. 
BIEIVAYMK,  membre  de  l'Institut,  rue  de  Fleurus,  n"  i,  à  Paris,  S.  P. 
BLEYiME,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Lacuée,  a8,  à  Paris. 
BONNET  (Ossian),  membre  de  l'Institut,  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 
BOl'CHER,  directeur  de  l'École  préparatoire  d'Angers,  rue  des  Bas-Chemins,  3. 
BOIIFFET,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Carcassonne  (Aude). 
BODLAXCER,  professeur  do  Mathématiques,  rue  de  Calais,  à  Paris. 
BODRCET,  recteur  de  l'Académie  d'Aix. 
BREIARD,  architecte,  rue  Saint-Lazare,  io3,  à  Paris, 
BRIOSCBI,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  Milan  (Italie). 
BRISSE  (A.),  ingénieur  du  dessèchement  du  lac  Fucino,  Abruzzes  (Italie). 
RRhSE  (Ch.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  d'Enfer,  23,  à  Paris. 
BROCARD,  capitaine  du  Génie,  à  Grenoble,  S.  P. 

BRUNET,  ingénieujr  à  la  Manufacture  des  tabacs,  rue  Sain  té -Placide,  60,  à  Paris. 
CABART  (Maurkè),  boulevard  Saint-Michel,  i83,  à  Paris. 
CABEN,  capitaine  du  Génie,  à  Besançon. 
CARON,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 
CATALAi^,  professeur  à  l'Université  de  Liège  (Belgique). 
GBARLON,  directeur  de  la  Confiance^  rue  de  Grammont,  21,  à  Paris. 
GBASLES,  membre  de  l'Institut,  rue  du  Bac,  62  (passage  Sainte-Marie,  Paris),  S.  P. 
CIVIALE,  rue  de  la  Tour-des-Dames,  2,  à  Paris. 
GLAYEIIX,  sous- intendant  de  i"*  classe,  à  Oran  (Algérie). 
GLAUDE-LAFONTALM,  32,  rue  de  Trcvise,  à  Paris,  S.  P. 
COCBI.X  (Denis),  rue  de  Grenelle-Saint-Germain,  86,  à  Paris. 
GOLLET,  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 

COLLIG!\iO\,  in{;ènieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  boul.  Saint-Germain,  70,  à  Paris. 
COXBEROliSSE  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  63,  rue  Blanche,  à  Paris. 
COXBETTE,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Bonaparte,  i38,  à  Paris. 
CORNU,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles,  38, 

à  Paris. 
COURCELLES,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint- Louis,  à  Paris. 
CREMONA,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome. 
GROULLEBOIS  (Marcel),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 
DARBOIX,  maître  de  Conférences  à  l'École  Normale,  rue  Gay-Lussac,  36,  à  Paris. 
DESQ,  capitaine  d'Artillerie,  à  Besançon. 
DEWULF,  commandant  du  Génie,  à  Toulon. 
DOSTOR,  docteur  es  sciences,  io5,  rue  de  Rennes,  Paris. 
DU  Bl'IT  (Paul),  ingénieur  du  Génie  maritime,  au  Havre. 
DIJfiUEN,  ingénieur  civil,  à  Roye  (Somme). 
DURRANDE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Rennes. 
FABRE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Saint-Martin,  /|,  à  Paris. 
FLYESAIiYTE-MARIE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Sommerard,  13,  à  Paris. 
FONTES,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Villefranche. 

FODRET,  actuaire  de  la  Compagnie  d'assurances  le  Phénix^  rue  Billault,  16,  à  Paris. 
CARIEL,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  agrégé  de  la  Faculté  de  Médecine,  rue  des 

Martyrs,  4'«  ^  Paris. 
CAUTHIER-YILLARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustins,  55,  à  Paris,  S.  P. 
CENTY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Sidi-bel-Abbès  (Oran). 
CERONO,  rue  Halle,  4o,  à  Paris. 


-  237  - 

lilROD  (A.),  incénîeur  des  MftBufmctures  de  TÉtat,  à  la  Havane  (Caba). 

COFFART,  boulevard  des  BatignoUea,  8/|,  à  Paris. 

CONZALÈS  (  Jozé),  rue  Mongc,  63,  à  Paris. 

fiODRiUKRlE  (de  la),  membre  de  l'Institut,  boulevard  Saint-Michel,  76,  à  Paris. 

CRAI.'^iDOKfiE,  professeur  à  rUniversité  de  Liège. 

Cl'ÉLOT,  major  au  i^a*  régiment  d'Infanterie,  à  Montpellier  (Hérault). 

HAAfi,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  i5,  avenue  Villars,  à  Paris. 

HALPBEN,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Sainte^Anne,  5i,  à  Paris,  S.  P. 

HATOM  DE  LA  fiOUPILLIÈRK,  exaainateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue  Garan- 

ctère,  8,  à  Paris,  S.  P. 
HATT,  ingénieur  hydrographe,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Parts. 
HEKRY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Orléans. 
HÉRACD.  ingénieur  hydrographe,  rue  de  TUniversité,  i3,  h  Paris. 
HERMARY,  capitaine  d'Artillerie,  Dépôt  central,  place  Saint-Thomaa-d'Aquin,  1,  h  Paris. 

HERirrE,  membre  de  l'Institut,  rue  de  la  Sorbonhe,  a,  à  Paris,  S.  P. 

HILAIRE,  rue  des  Carmes,  sf,  à  Douai  (Nord). 

HIRST,  directeur  des  études  à  l'École  Navale  de  Greenwich,  S.  P. 

HOCBICAKT,  chef  de  baUilUn  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

HCGO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  de  la  Victoire,  9^1, 
à  Paris. 

■DYOT,  ingénieur  des  Mines,  rue  du  Cirque,  10,  à  Paris. 

JACQUIER,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  Saint-Genès,  67,  à  Bordeaux. 

JAKI.Y,  capitaine  au  32^  régiment  d'Artillerie,  à  Orléans. 

JAVARY,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École  Polytechnique,  28,  rue  du  Cardinal- 
Lemoine,  à  Paris. 

JORDAN,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Rennes,  64,  à  Paris,  S.  P. 

JOUFFRET,  capitaine  d'Artillerie,  professeur  h  l'École  d'application  de  Fontainebleau. 

JDLLY,  chef  d'institution,  cité  Malesherbes,  8,  à  Paris. 

JCIVfi,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur  de  Milan. 

KŒBLER,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  quai  Montebello,  i9,  h  Paris. 

LAFO^i,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  à  Paris. 

LAGUERRE,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel, 
61,  à  Paria. 

LAISANT,  député,  16,  avenue  de  Villiers,  à  Paris. 

LAQIIÈRE,  capitaine  d'Artillerie,  à  Blidah  (Algérie). 

LAIJTH,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

LA\,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  17,  rue  Joubert,  à  Paris. 

LEFÉBl'RE  DE  FOERCY,  rue  de  Tournon,  31,  à  Paris. 

LEFFLER,  professeur  à  l'Université  d'Upsal  (Suède). 

LEMOINE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Cherche-Midi,  55,  à  Paris. 

LEMOi>iNIER,  professeur   de    Mathématiques    spéciales  au  lycée   Corneille,  boulevard 
Saint-Michel,  i45,  à  Paris. 

LESPIAULT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. 

LEVY  (Maurice),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,   l'tH, 
à  Paris. 

LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

Llfil'lKE,  professeur  à  l'Université  d'Odessa. 

LIl^DEMANM,  professeur  à  l'Université  de  Fribourg-en-Brisgau . 

LICAS,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  Monge,  56,  à  Paris. 

MALEYX,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  d'Enfer,  77,  à  Paris. 

MALLOIZEL,  rue  de  la  Vieille-Estrapade,  11,  à  Paris. 

MA.Y^BEIM,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe,  1 1,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

MAREL,  colonel  d'État-major  en  retraite,  à  Hussein-Dey,  près  d'Alger. 

MARGERIE,  professeur  à  l'école  Monge,  rue  Blanche,  71,  à  Paris. 

MARSILLY  (le  général  de),  à  Auxerre. 

MATfllEU  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy. 

NIG\0!V,  capitaine  au  6^  régiment  d'Artillerie,  à  Grenoble. 

VI.  17 


~  258  - 

■OlinClIT  (de),  capitaine  du  génie,  à  Villeneuve-Saint -Georges  (Seine). 

HOREL,  ancien  élève  de  TÉcole  Polytechnique,  rue  Notre-Dame-des-Champs,   56,  h 

Paris. 
HODTARU,  examinateur  à  l'École  Polytechnique,  rue  dc^  Écoles*,  4>  à  Fontenay-aux- 

Roses  (Seine). 
NICOLAIDKS,  professeur  à  l'Université  d'Athènes. 
OYIUIO  (Enrico  d'),  via  San  Turnaso,  à  Turin. 

fARMENTIER  (le  général),  directeur  supérieur  du  Génie  des  9*  et  12*  corps,  à  Tours. 
fARRAN,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  la  Victoire,  69,  à  Paris, 
f ERCIN,  capitaine  d'Artillerie,  à  la  Rochelle. 
fERRIN,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Verneuil,  aJ,  à  Paris, 
f  IILIPPON,  secrétaire  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris 
flCQUET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel,  io3,  à  Paris. 
fISTOTB  (de),  capitaine  d'Artillerie,  à  Nancy. 
PLO€$,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Paris. 
P0LI6NAC  (prince  G.  de),  rue  Kepler,  7,  à  Paris,  S.  P. 
f  ODSSET,  professeur  au  lycée  de  Poitiers. 

RODILLOT,  agrégé  de  l'Université,  à  l'École  normale  deCluny  (  Sa6ne-ct-Loire  ). 
fRRSLES  (de),  sous-intendant  militaire,  à  Evreux. 
fUISEDI,  membre  de  l'Institut,  81,  boulevard  Saint-Michel,  à  Paris. 
fOTZ,  colonel  d'Artillerie,  commandant  le  parc  de^  équipages  militaires,  li  Vernon 

(Eure). 
RARAU,  rue  Bonaparte,  58,  à  Paris. 
RANGY  (de),  sous-directeur  de  la  Compagnie  d'assurances  F  Aigle,  rue  de  Chàteaudun, 

44i  ^  Paris. 
RRINACH  (baron  de),  banquier,  rue  de  la  Bourse,  4,  ^  Paris. 
RESAL,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Saint-André-des-Arts,  58,  à  Paris. 
RRY  (  Casimir),  professeur  à  l'Ecole  régimentaire  d'Arras. 
RIRADCOOR,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Draguignan. 
IM^DRT,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  à  Paris. 
ROLLANRy  membre  de  l'Institut,  au  Ministère  des  6uances,  à  Paris. 
ROOART,  ingénieur  civil,  rue  Oberkampf,  i5r,  à  Paris. 
RODCHE  (Eugène),  professeur  à  l'École  Centrale,  examinateur  d'admission    k  l'École 

Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  Ga,  à  Paris. 
RODSSELIN,  professeur  au  lycée  Fontanes,  5,  rue  de  la  Ferme-dcs-Mathurins. 
ROUX,  architecte,  rue  de  Penthièvre,  i3,  à  Paris. 

SAINTE-CLAIRE  DEVILLE  (Henri),  membre  de  l'Institut,  rue  Taranne,  7,  à  Paris. 
SAINT-CERMAIN  (A.  de),  proft^sseur  à  la  Faculté  des  Sciences  do  Caen. 
SAIMT-LOlPj  professeur  ù  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon. 
SALTEL  (Louis),  professeur  au  Lycée  de  la  Rochelle. 
SANCERY,  rue  de  l'Odéon,  3,  à  Paris. 

SARRAU,  répétiteur  à  l'École  Polytechniqne,  rue  de  Bondy,  48,  h  Paris. 
8ARTIAUX,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  la  Compagnie  du   chemin   de   fer  du 

Nord,  à  Paris. 
SÇHUEERT,  professeur,  à  Hambourg. 
SECUY,  II,  rue  de  Médicis,  Paris. 
SlYERING  (Jos.),   ingénieur  en  chef  des  Travaux  publics,  place  du  Saint-Esprit,    9, 

à  Luxembourg. 
STEPHAN,  directeur  de  l'Observatoire  de  Marseille. 
STUDNICkA,  à  l'Université  de  Prague  (Bohème). 
TANNERY  (Paul),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  au  Havre. 
TAN.^ERY,  professeur  suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences,  45,  rue  d'Ulm,  à  Paris. 
TAREOURIECH,  professeur  à  Sainte-Bnrbe,  à  Paris. 

TERRIER,  directeur  de  l'École  préparatoire  de  l'École  Mongc,  i45,  b'^  Malesherbes,  à  Paris. 
THÊRY,  professeur  au  lycée  de  Douai. 

TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  i,  boulevard  de  Bonne,  à  Gre- 
noble. 


-  259  -  py^^: 

TISSERAND,  membre  de  rinstitut,  à  Paris. 

TRESCA,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Vendôme. 

TURQDAN,  docteur  es  sciences,  boulevard  de  la  Reine,  sS,  à  Versailles. 

VACQOANT,  inspecteur  général  de  lUniversité,  li,  boulevard  Saint- Michel,  à  Paris. 

YAZEILLE,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  H,  n  i\i  i^. 

VICAIRE,  ingénieur  des  Mines,  76,  rue  d'Assas,  à  Paris. 

VINTEJOUX,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 

YOLLOT  (Jules),  professeur  de  Mathématiques  au  lycée  d'Alger. 

TVELSCH,  capitaine  d'Artillerie,  à  l'École  militaire  de  Saint-Cyr. 

TVEYR  (D'  Edouard),  professeur  à  l'Université  do  Prague  (Bohème). 

WEYR  (D'Emile),  professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Prague  (Bohème). 

WICKERSBEIM,  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 

WORMS  DE  ROXILLY,  ingénieur  des  Mines,  à  Paris. 


FIN  DU  TOME  SIXIÈME. 


^7- 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


EXTRAITS  DES  PROCÈS-VERBAUX. 

Pages . 

Séance  du  7  novembre  1877 79 

Séance  du  si  novembre  1877 79 

Séance  du  5  décembre  1877  80 

Séance  du  19  décembre  1877 .* 80 

Séance  du  9  janvier  1878 81 

Séance  du  16  janvier  1878 81 

Séance  du  3o  janvier  1878 • i36 

Séance  du  i3  février  1878 187 

Séance  du  27  février  1878 1.37 

Séance  du  i3  mars  1878 137 

Séance  du  27  mars  1878 i38 

Séance  du  10  avril   1878 l38 

Séance  du  3^  avril  1 878 3 3 1 

Séance  du  8  mai  1878 aj3 

Séance  du  33  mai  1878 353 

Séance  du  5  juin  1878 353 

Séance  du  19  juin  1878 353 

Séance  du  3  juillet  1878 353 

Séance  du  17  juillet  1878 354 

Soanrc  du  3i  juillet  1878 354 


MÉMOIRES  ET  GOMMUNIGATIOlfS. 

Nouvelle  démonstration  d'un  théorème  relatif  au  déplacement  infiniment  petit 
d'un  dièdre,  et  nouvelle  application  de  ce  théorème;  par  M.  A.  Manhbêiii.  ...         3 

Démonstrations   (;éométri(|ues  d'un  théorème  relatif  aux  surfaces  ré(;técs;  par 
M.  A.  M.\:<>UKi3i 7 


—  262  - 

Théorème  sur  la  Géométrie  des  Quinconces  ;  par  M.  Éoooard  Lvcas  

Sur  les  singularités  des  courbes  gauches  algébriques;  par  M.  HALrauf 

Sur  le  nombre  des  normales  communes  à  deux  courbes,  à  deux  surfaces,  à  une 
courbe  et  à  une  surface  ;  par  M.  G.  Fooket 

Sur  les  congruences  des  nombres  eulériens  et  des  coefficients  différentiel» 
des  fonctions  trigonométriquea,  suivant  un  module  premier;  par  M.  Édouaro 
Lucas 

Sur  ll^  courbes  unicursales  de  troisième  classe;  par  M.  Lagcerre 

Sur  les  développements  en  séries;  par  M.  Edouard  Lucas 

Sur  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques;  par  M.  Laguerrb 

Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques;  par  M.  Laguirrb 

Détermination  de  la  classe  de  la  courbe  enveloppe  des  axes  des  coniques,  per- 
spectives sur  un  plan  vertical  de  cercles  de  rayons  égaux  situés  dans  un  plan 
vertical  et  dont  les  centres  sont  une  horizontale.  Construction  des  axes  de  ces 
courbes;  par  Bf .  Picquet 

Sur  une  relation  remarquable  entre  quelques-unes  des  singularités  réelles  des 
courbes  algébriques  planes  ;  par  M.  Peiri!! 

Sur  les  suites  de  Farey  ;  par  M.  Edouard  Lucas i 

Sur  les  sommes  des  diviseurs  des  nombres  entiers  et  les  décompositions  en  deux 
carrés;  par, M.  Halphkn , i 

Note  sur  le  développement  des  puissances  de  certaines  fonctions;  par  M.  DésirA 
André » i 

Sur  l'intégration  de  réquation^^—|/j^j  =  6/(jr  ),/ étant  un  polynôme 

du  second  degré  ;  par  M.  Laguerrb i 

Sur  la  recherche  du  facteur  d'intégrabilité  des  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre  ;  par  M.  Laguerrb 2 

Sur  certains  réseaux  singuliers  formés  par  des  courbes  planes;  par  M.  Laggerre.      i 

Sur  un  manuel  du  calculateur  découvert  dans  un  papyrus  égyptien;  par  M.  L. 
Rodet '. I 

Sur  des  fonctions  analogues  à  celles  de  Sturm  ;  par  M.  Lemo?(?iier 

Note  sur  la  Géométrie  des  Quinconces  ;  par  M.  Laisajit 

Représentation  graphique  de  la  résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation  in- 
déterminée ax  -i-  by  =  c\  par  M.  G.  de  Polig?iac 

Sur  le  développement  de  la  fonction  elliptique  /a(x)  suivant  les  puissances 
croissantes  du  module  ;  par  M.  Désire  André 

Problème  sur  les  équations  génératrices  des  séries  récurrentes;  par  M.  Déliré 
Amdrê 

Note  sur  un  théorème  relatif  au  déplacement  d'une  figure  plane  dans  son  plan  ; 
par  M.  H.  Léauté 

Sur  diverses  formules  récurrentes  concernant  les  diviseurs  des  nombres  entiers; 
par  M.  Halphen 

Sur  la  résultante   de  deux  forces  appliquées  à  un  seul  poii|t;  par  M.  Tcuebi- 

l.ll  KK 


—  2IJ3  — 

Note    touchant   deux    théorèmes  do    Lagrange   sur   le  centre  de  gravite;    par 
M.  Laisant ig3 

Sur  une  représentation  géométrique  des  covariants  des  formes  binaires  (deuxième 
Note);  par  M.  Lixdemanx 195 

Mémoire  de  Géométrie  sur  la  construction  des  normales  à  plusieurs  courbes  mé- 
caniques; par  M.  CuASLEs ^08 

État  de  la  Société  au  mois  d'octobre  1878 255 


« 


« 


FIN    DE    LA    TABLE    DES    MATIERES    DU    TOME    VI. 


iiih3  i>nris.  —  Impriu.erl*  de  GAUTttlER'VII.LARS,  quai  de*  Adiro»tintf  jj. 


w 


BULLETIN 


DK   LA 


r  r 


SOCIETE  MATHEMATIQUE 


DE  FRANCE. 


r 


f 


COMITÉ  DE  RÉDACTION. 


MM.  COLUGNON. 
FtlDRET. 

lUTO^  ne  i.a  golhiu.iére. 

JORDAN. 

MANNHEIH. 

l'ICQUET. 


BULLETIN 


DE    LA 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE 


DE  FRANCE, 


PUBLIÉ 

PAR  LES  SECRÉTAIRES. 


TOME  SEPTIÈME.  -  ANNÉE  1878-79. 


PARIS, 


»  • 


AU   SIEGE  DE   LA  SOCIETE, 

7,  Rt'K  DES  GRANDS-ACGUSTINS,  7. 

1879 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 


ANNÉE  1879. 

Président  honoraire M.  CHASLES. 

Président M.  OSSIAN  BONNET. 

M.  JORDAN. 

Vice-Présidents {    ^'  ^JL^^^^!^/',^ 

M.  DE  POLIGNAC. 

M.  ROUCUÉ. 

Secrétaires i    ^  ^9,™ 

(    M.  PICQUET. 

VirA-SfH*rPtairpfi  i    ^'   MOREL. 

Vice-Sccretaires |   ^    PERRIN. 

Archiviste M.  FABRE. 

Trésorier M.  CLAUDE-LAFONTAINE. 

/    M.  BF.fSSE. 
M.  COLLIGNON. 
M.  DARBOUX. 
M.  DE  LA  GOURNERIE. 
M.  HALPHEN. 

Membres  du  Conseil l    ^'  H^1??J'^  ^^  GOUPILLIÈRE. 

M.  LAiSANT. 

M.  LEMONNIER. 

M.  LUCAS. 

M.  MANNHEIM. 

M.  PUISELX. 

M.  RESAL. 


BULLETIN 


DE    LA 


^  ^ 


SOCIETE  MATHEMATIQUE  DE  FRANCE. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Note  relative  à  deux  théorèmes  de  Lagrange  sur  le  centre 

de  gravait é;  par  M.  G.  Darboux. 

(Séance  du  3i  juillet  1878.) 

L'intéressante  Communication  de  M.  Laisant  [voir  le  volume 
précédent,  p.  193)  a  trait  à  deux  remarquables  théorèmes  qui, 
depuis  La^ange,  ont  été  étudiés  par  différents  géomètres.  Poinsot 
les  a  donnés  dans  sa  Statique,  et  Jacobi,  après  les  avoir  établis 
dans  sa  Mécanique  analytique  (p.  22),  en  fait  un  usage  impor- 
tant dans  les  considérations  qu'il  développe  sur  la  stabilité  du 
système  du  monde. 

J'indiquerai  ici  comment  je  démontre,  dans  mon  enseignement, 
les  propositions  ou  plutôt  la  proposition  de  Lagrange  (car  le  pre- 
mier théorème  de  Lagrange  n'est  qu'un  cas  particulier  du  second). 
En  développant  une  remarque  de  Leibnitz,  on  est  conduit,  en 
nicme  temps  qu'au  théorème  de  Lagrange,  à  un  nouveau  mode 
d'exposition  de  la  théorie  du  centre  des  forces  parallèles. 

On  sait  que,  étant  données  trois  forces  concourantes  qui  se  font 
équilibre,  leur  point  commun  d'application  est  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  formé  par  leurs  extrémités.  Leibnitz  a  remarqué 
plus  généralement  que,  si  n  forces  concourantes  se  font  équilibre, 
leur  point  commun  d'application  est  le  centre  de  gravité  de  n  points 
de  masses  égales  placés  à  leurs  extrémités.  C'est  cette  remarque. 
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un  peu  généralisée,  qui  nous  servira  de  point  de  départ-  Nous 
allons  d'abord  indiquer  quelques  définitions  qui  servironl  à  abré- 
ger les  raisonnements. 

Étant  donnée  une  force,  nous  la  désignerons  toujours  en  com- 
mençant par  son  point  d'application.  Ainsi,  la  force  OA  aura  son 
point  d'application  en  O  et  son  extrémité  en  A.  Comme  nous 
n'examinerons  que  des  forces  concourantes,  il  n  y  a  aucun  incon- 
vénient à  dire  qu'une  force  OA  est  la  résultante  de  deux  forces  PB, 
QC.  Cela  signifiera  que,  si  les  trois  forces  étaient  déplacées  paral- 
lèlement à  elles-mêmes  et  ramenées  à  avoir  le  même  point  d  ap- 
plication, la  première  deviendrait  la  résultante  des  deux  autres. 
Ainsi,  en  tenant  compte  des  deux  conventions  précédentes,  nous 
pourrons  dire,  étant  donné  un  triangle  ABC,  que  AB  est  la  résul- 
tante de  AC  et  de  CB. 

Étant  donnée  une  force  OA,  nous  dirons  que  nous  la  multi- 
plions par  un  nombre  positif  ou  négatif  m,  quand  nous  lui  substi- 
tuerons une  force  OB  de  même  direction  et  de  même  point  d'ap- 
plication, égale  à  la  première  multipliée  par  la  valeur  absolue 
de  m,  de  même  sens  si  m  est  positif,  de  sens  contraire  si  m  est 
négatif.  Il  est  clair  que  la  force  (m|-f- /nj)OA  est  la  résultante 

de  mi  OA  et  de  m^  OA,  et,  d'autre  part,  que,  si  une  force  F  est  la 
résultante  de  deux  autres  F',  F''',  mF  sera  de  même  la  résultante 
de  mF',  mF'^ 

Ces  définitions  étant  admises,  nous  pouvons  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  I.  —  Considérons  p  points  A|,  A2,  •  •  .,  A^  affectés 
(hi  coefficients  positifs  ou  négatifs  ni^y  ni^y  .  .  • ,  fTip  dont  la  somme 
n'est  pas  nulle;  O  désignant  un  point  quelconque  de  l'espace,  la 

résultante  des  forces  m^  OA|,  7/12  OA  2,  ...,  ntpOAp  ira  passer 

pur  un  point  fixe  C  et   era  égale  à  M.  OC,  M  désignant  la  somme 


uii  -+-  nf  j^  H-  .  .  .  -f-  nip. 


J)tni^  h",  cas  exceptionnel  oh  la  somme  M  est  nulle,  la  rrsul- 
t'itiiecnii^r^r^^f^rn  u//^  grandeur  et  une  direct  ion  ins^ariables  quand 
le  poirr  O  .>r  drplavern  ;  en  pnriiculier,  si  elle  est  nulle  pour 
un'  position  du  point  O,  elle  sera  nulle  pour  toutes  les  autres. 

Soît,  en  effet,  OR  la  résultante  des  forces  w/  OA/.  Cherchons 
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la  résultante  O'S  quand  le  point  O  est  remplacé  par  le  point  O' 

et  les  forces  m/OA/  par  w/O'A/.  La  force  0'A|  peut  être  regardée 
comme  la  résultante  de  O'O  et  de  OA/.  De  même,  m/O'A/  peut 

être  regardée  comme  la  résultante  de  m/O'O  et  de  m/OA,.  On 
obtiendra  donc  la  résultante  O'S  :  i°  en  composant  toutes  les 
forces  m,  OA|,  ce  qui  donnera  OR;  2°  en  composant  toutes  les 

forces  niiO'Oy  ce  qui  donnera  M.O'O;  3**  en  composant  les  deux 
résultantes  partielles 


(1)  OR    et    M. 00. 

Supposons  d'abord  que  M  ne  soit  pas  nul,  et  déterminons  sur  OR 
un  point  C  par  la  condition 

OR  =  M. OC. 


Alors  O'S,  étant  la  résultante  de  M.  OC  et  de  M.0'0,  sera  évi- 
demment égale  à  M.O'C.   Elle   passera   donc    toujours   par  le 

point  C,  et  sera  égale  à  M.O'C,  ce  qui  démontre  la  première 
partie  du  théorème,  relative  au  cas  où  M  n'est  pas  nul. 

Supposons  maintenant  que  M  soit  nul.  Alors  les  deux  résul- 
tantes partielles  (i)  se  réduiront  à  une  seule.  O'S  sera  égale  et 
parallèle  à  OR,  ce  qui  achève  de  démontrer  la  proposition. 

Il  est  évident  que  le  point  C,  par  lequel  va  passer  la  résultante 
quand  M  n'est  pas  nul,  ne  dépend  que  des  rapports  mutuels  des 
coefficients  w/.  En  mettant  à  profit  cette  remarque,  considérons 

les  iorces  trii  —7-»  tno—--'i  •••1  nip—-^\  elles  auront  pour  resul- 

M  ^^ 
tante  —  UC 
fi 

Prenons  A  =  OA,,  et  supposons  que  le  point  O  s'éloigne  indé- 
finimt-nt.  Alors  -4-^»  •••>  —j^  auront  pour  limite  l'unité.  Les  dif- 

lerenlcs  iorces  — -  —  ?  que  1  on  peut  supposer  transportées  paral- 
lèlement à  elles-mêmes  de  manière  que  leurs  points  d'application 
coïncident  avec  les  points  A/,  finiront  par  devenir  parallèles  et 
auront  pour  grandeurs  les  valeurs  absolues  de  /7i|,  ni^j  ...,  m^, 
deux  forces  correspondantes  à  des  coefficients  de  signes  contraires 
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ayant  des  sens  opposés.  Quant  à  la  résultante  qui  passe  par  C  et 

a  pour  valeur  —^7 — 9  on  peut  transporter  son  point  d'application 

en  C,  et  elle  aura  pour  valeur  limite  M.  Ainsi  la  résultante'  des 
forces  parallèles  passera  par  un  point  fixe  et  sera  égale  &  leur 
somme  algébrique.  On  reconnaît  la  proposition  fondamentale  de 
la  théorie  des  forces  parallèles  ;  le  point  C  est  le  centre  des  forces 
parallèles  considérées,  ou,  si  Ton  veut,  le  centre  de  gravité  des 
masses  m/  appliquées  aux  points  A/,  et  Ton  voit  que  la  notion  et 
les  propriétés  de  ce  centre  se  déduisent  comme  cas  particuliers 
du  théorème  1. 

Ces  remarques  préliminaires  étant  faites,  nous  obtiendrons  sans 
peine  le  théorème  de  Lagrange  et  une  proposition  nouvelle.  Nous 

avons  appelé  OR  la  résultante  des  forces  m/OA/.  En  employant 
la  formule  connue  qui  donne  la  résultante  en  fonction  des  compo- 
santes, nous  aurons 


(:»)  OR  =lm}OAi  —  alm/m^OA/  OA^cosÀ/OA^. 

Or,  dans  le  triangle  A|  OA^,  on  a 


2  OA/  OA*  ces  A/  OA4  =  OA/  -f-  OA^  —  A/  A*  . 

En  se  servant  de  cette  relation  pour  éliminer  les  cosinus,  la  for- 
mule (2)  deviendra 


(3)  OR  =  M2my  OA/  —  22m/ m^  A,  A^  . 


Si  Ton  remplace  OR  par  M.  OC,  on  aura  précisément  la  propo- 
sition de  Lagrange.  Sans  insister  sur  ce  cas  bien  connu,  je  vais 
examiner  spécialement  le  cas  où  l'on  a  M  =  o.  Alors  nous  savons 
que  la  résultante  OR  est  constante  en  grandeur  et  en  direction, 
cl,  en  effet,  la  formule  (3)  nous  donne  pour  cette  résultante  la 
valeur 


(4)  OR  =  — 22//!/ /w^ A/ Ait  , 

indépendante  de  la  position  du  point  O. 

Supposons  maintenant  que,  considérant  un  certain  nombre  des 
points  A/,  on  les  supprime  et  on  les  remplace  par  un  seul  point, 
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leur  centre  de  gravité,  affecté  d'une  masse  égale  à  la  somme  de 
leurs  masses,  je  dis  que  la  résultante  ne  sera  pas  changée.  En 

effet,  cela  revient  à  supprimer,  par  exemple,  deux  forces  nit  0A|, 

/W2  OA2,  et  à  ajouter  la  force  (mi  -+-  mj)  OA'  dirigée  vers  le  centre 
de  gravité  A'  des  points  A|,  Aj.  Or,  d'après  le  théorème  I,  cette 
dernière  force  est  la  résultante  des  deux  premières.  L'opération 
indiquée  a  donc  pour  effet  de  substituer  à  deux  ou  à  plusieurs 
composantes  leur  résultante  partielle,  ce  qui  ne  changera  pas  évi- 
demment la  résultante  totale. 

Donc,  dans  l'équation  (4)»  le  second  membre  conservera  sa 
valeur  quand  on  substituera  aux  points  A/  les  nouveaux  points,  en 
nombre  moindre,  que  l'on  aura  déduits  des  premiers  par  des  com- 
positions partielles.  Nous  sommes  ainsi  conduits  à  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  II.  —  Considérons  un  système  de  points  dont  la  masse 
totale  est  nulle.  Remplaçons  un  ou  plusieurs  groupes  de  ces  points 
par  leurs  centres  de  gravité,  en  affectant  à  ces  centres  la  masse 
totale  des  points  qu'ils  remplacent.  Pour  un  quelconque  des 
systèmes  de  points  ainsi  obtenus,  la  somme 


Zt2é  m/  /7t^  A/  A^ 
conservera  une  valeur  constante,  négative  ou  nulle. 

II  serait  facile  de  prouver  que  ce  théorème  peut  donner  celui  de 
Lagrange;  je  me  contenterai  de  faire  remarquer  que  l'on  peut 
toujours  réduire  à  deux  le  nombre  total  des  points  du  système, 
par  exemple,  en  prenant  le  centre  de  gravité  de  tous  les  points  à 
masse  positive  d'une  part,  et,  d'autre  part,  celui  des  points  à 
masse  négative.  Soient  B,  B'  les  deux  points  ainsi  obtenus  de 
masses  fx,  — [k.  La  somme  précédente  sera  réduite  à  un  seul  terme 

ce  qui  permettra  de  la  construire  géométriquement.  Du  reste,  les 
points  B,  B'  donnent  aussi  la  direction  de  la  résultante  OR;  car, 
si  le  point  O  vient  en  B',  cette  résultante  se  réduit  à  la  seule  com- 
posante fxB'B,  et,  comme  elle  est  constante  en  grandeur  et  en  di- 
rection, elle  sera  toujours  parallèle  à  BB'et  égale  à  /i.B'B. 


-  «  - 

Le  théorème  II  peut  conduire  à  de  nombreuses  propositions 
de  polygonométrie.  J'en  indiquerai  une  seule  application. 

Soit  ABCD  un  quadrilatère ,  et  soient  placées  les  masses  i,  —  i, 
if  —  I  aux  sommets  A,  B,  C,  D.  Si  nous  appelons  I^  K  les  milieux 
des  diagonales  BD,  AC,  on  aura 

bdV  âc*—  s*—  bc'—  CD*—  5Ï*= — 4S'. 


z'^e    ^       dz;  par  M.  Laguerre. 


0 

(Séance  du  2a  novembre  1878.) 


i .  Je  suppose,  dans  tout  ce  qui  suit,  que  n  soit  un  nombre 
entier  positif.  On  a  évidemment 

&n  désignant  un  polynôme  entier  en  x  et  en  Zy  Un  et  Vu  deux  po- 
lynômes entiers  en  x.  Si,  pour  mettre  les  variables  en  évidence, 
on  écrit  pour  un  instant  @/f  (z,  x)  au  lieu  de  6/,,  on  a  d'ailleurs 

En  dérivant  l'équation  précédente,  on  a 

et  de  cette  relation,  pour  /i  =  o,  /i  =  i  et  /i  =  2,  on  déduit  facile- 
ment les  systèmes  de  valeurs  suivants  : 

Uo  =^  I ,     ©0  =^  o  ;     U|  =  X,     01  =  1;     U,  i^  x'  -+-  1 ,     S^=^z  -\-  X. 
En  général,  de  Tidentité 

on  déduit 

(2)  U«+,=:.rU«-f-/iU;»_i 


-  13  - 

cl 

2.  La  relation  (2),  jointe  aux  valeurs  données  de  Uo  et  de  U|, 
montre  immédialeraent  que  les  polynômes  U^  sont  précisément 
ccuK  qui  ont  été  considérés  par  M.  Hermite,  au  sujet  du  dévelop- 

rt.r*      a  . 

pement  de  e  '      '  en  série  (*),  dans  le  cas  particulier  où  Ton 

a  a  =  —  I  et  A  ==  —  z. 

Ces  polynômes  peuvent  donc  être  définis  par  Téquation 

1.7.  i  ,1.5, .  ,n 

3.  De  Tégalilé 

on  déduit,  en  égalant  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport 
à  x^ 


e     «     "  ./5  -h  V, 


—         -+-5Jf 


-f  zx 


_  _.  H-  z.r  _        -^.  -jr  ^/0^ 


'« 


ttJC 

d'où  les  relations  suivantes  : 

r/B 

(l.V 


■-{--^)r'""''^^ 


r/. 


/. 


(  '  )  Sur  un  nouveau  développement  en  série  des  fonctions  {Comptes  rendus  de  V Aca- 
démie des  Sciences,  8  février  |8C4,  t.  LVIII). 


~  u  - 

4.   On  en  déduit  facilement  ces  éqtiatii 

II 

rf'U,  rfU, 


il) 


rfx> 


qui  oDt  été  données  par  M.  Hermite. 
Posons,  pour  abréger, 


on  aura  les  relations  suivantes  : 


rfH, 


rfH, 


-V,e 


."«-.=  ^+'    ."(D. 


-rtH,  =  * 


-(— — '^)- 


Il  est  remarquable  que,  le  polynôme  Un  étant  une  solution  de 
l'équation  linéairo  du  second  ordre 


la  fonction 

sati^fas.sfî  à  l'équation 


-"(— — '^) 


qui  ne  dilTère  de  l.i  précédenl<>  que  par  la  présence  du  second 
membre. 


5.  Les  fonctions  &  peuvent  s'exprimer  facilement  au  moven  des 
fonctions  L , 


-  iri  - 

On  a,  en  effet, 

où,  en  posant,  pour  abréger,  n  —  m:=  iiy 

A„,„=  2"+  — —  (p  -  1)2"'-»+  5^ }-\ '  (;*-  a)  (p  - 3)*"-  • 

1  1  •  ^ 

(  //i  -+•  I  )  (  //i  -4-  2  )  (  m  -4-  3  )  ,  ^ .  ,  , . ,  ^ , 

^ ,,^..3 ^(f^-3)(,x-4)(fi-5)zH-«.... 

Le  terme  constant  de  cette  expression  est  nul  si  fx  est  impair,  et, 
si  yi  est  pair,  égal  à 


(m-+-i)(m-h2)...(m-h  -) 


2 


Par  suite,  en  faisant,  dans  la  relation  (9), 


o, 


Il  vient 

n>;      V„^,  r.-3  U^4-  (/i  -  i)IJ„-,4-  («  -  2)  (/i  -  3)U„_4-f-.  . .  . 

0.   lin  faisant  c  ==  00  dans  Féquation  (i),  il  vient 

»/0  •    0 


ou  encorr 


/      ;"£?    «  riz:     V„         e    *  _4- v„tf     '  . 

Posons  ::  — jr;  =r=  /,  il  viendra 

formule  où  figure   dans   le  premier  membre  l'intégrale  multiple 
(rordre  //  do  la  fonction  r     *. 


Ces  mtégmles  multiples  donnent  donc  naissance  anx   mêmes 
polynûmes  U„  qui,  dans  la  théorie  développée  par  M.    HerntilR. 

proviennent  des  dérivées 


r 


Sur  la  résolution  de  trois  équations  du  second  da^ré  en  X,  T,  s; 

par  M.  Lemokmeh. 

{S«nce  du  11  notemPjiii  1878.) 

Étanl  données  les  trois  équations  du  second  degré 

/  Kx*  +A'.t'  -i-A'î'+iB^B   +  aB'ï.f -f-îB'j^r 

l  +-xCx   -i-aCj  +aC'3-f-D  =  0. 

]  A,r»-t- A'i.r' +  A' »*+ ïB,.r«  +  »tf,»«-4-aB',j-^ 

1  -f-aC,j:  -i-2C,j  +  aC;s  +  D,  =  o. 

I  A,  jr'-+-A',^'-t- A',  î*-t-aB,_rî  +  aB^tTH--  ïB^jt" 

elles  peuvent  ou  non  se  résoudre  par  rapport  aux  carrés  de  deux 
variables  et  de  leur  produit,  suivant  que  l'un  au  moins  des  trois 
déierminants 


A"     A      B' 
A'     A,     B', 

A'   A,   b: 


A      A' 

Al     A', 
A,     A', 


A,    a; 
est  difTérent  de  zéro,  ou  qu'ils  sont  nuls  à  la  fois. 


Supposons  qu'on  ait 


I. 

A'  A" 
A',  A' 
A',     A'. 


En   résolvant  les  trois  équations  (i)  par  rapport  à  ^',  s*,  jyz. 
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on  les  mettra  sous  la  forine 

(3)  I  z*  =zay-i-b'z-\-c\ 

a^hy  a\h\p^  q  désignant  des  fonctions  entières  de  x  du  premier 
degré,  c,  c',  c'^  des  fonctions  du  second  degré. 

Déduisons  de  là  deux  expressions  du  produit  j^^z  =j^z,  en 
les  ramenant  à  être  du  premier  degré  en  y  et  z.  On  a 

)-'  z  :=z  [ay  -h  ^ z  -h  c)  r  =  ayz  -h  bz^-^-  cz 

=z  a[py  -4-  72  -4-  r)  -h  b[a'y  -h  b'z  -h  c')  -h  cz 
=  [ap  -h  ô«'  )^'  -h  («7  -+-  66'  -h  c)  z  -h  «r  4-  ^' 

et 

yyz  =jr(py  -4-  73  -h  r)  =;?7*4-  772  -f-  rj 

=  /?(«j  4-  62  -h  c)  4-  7(/?J  -h  7«  4- r)  4-  r^- 

=  («/?  4-/77  -+-'•)  J  -+-  {bp  4-  7*)3  4-/?c4-  7/-. 

Il  s'ensuit 

(pq  4-/* —  ba']y  4- (7*4- 6/9  — £?</  —  bb' —  c)z4-/w:4-  çr  —  ar —  bcf=o. 

On  trouve  d'une  façon  semblable 

z*jr  =  (n'y  4-  6's  4-  c' )  j  :=  a  j*  4-  6'zj  4-  c'y 

=  a!{ay  4-  6z  4-  c)  4-  b'[py  4-  7  3  4-  r)  4-  c'j 
=r  (««'  4-  b'p  4-  c'  )  j  4-  (6a'  4-  76'  )  2  4-  a!c  4-  6V, 

3ZJ  =r  z[py  -V-  qz  4-  r)  =:  /?j«  4-  9^3*4-  rz 

=  <7  («S'  4-  6'z  4-  r'  )  4-  /?  (/?  r  4-  7  3  h-  r)  4-  r« 

=  (/?*4-  qaL)y  4-  (^^  4-  6'<7  4-  r]z  4-  qd  -^  pr^ 
d'où 

(/?*  4-  <7«'  —  6'/?  —  aa'  —  c']y  4-  [pq  4-  r  —  6a') 3 

4-  ^r  4-  qc'  —  b'r  —  ca'  =  o  ; 
puis 

j*2'  =:  [py  -^  qz  -h  r)^  =  p^y^  -\-  <7'z'4-  ^pqyz  4-  2/?rj  4-  2qrz  4-  r* 
:   :p^(ay  4-634-^)4-  q*{ay  4-  6'3  4-  c') 

4-  2/><7  (^r  4-  73  4-  Ty  4-  a/^ry-  4-  a^rz  4-  /* 
zir  («/?'  4-  a'<7*4-  2/?'^  4-  7,pr]y 

4-  (6/?*  4-  6'<7*  4-  2/?<7'  4-  *iqr)  z  4-  /?*<:  4-  ^'c'  4-  TLpqr  4-  r* 
VU.  "ï 
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et 


r*3* 


:  (aj-  -^  bz-he)  [a'y  -+-  h'z  -h  c') 
:  fla'j'-h  hb'z^  4-  [ab''\-  ba']xz  -h  (oc' 
:  aa'{ax  -h  bz-hc)  -^  bb"\a*y  -4-  ^'z 
•H-  (fl^'  -4-  Art')  (/>jr  -^  ^3  4-  r  )  -4-  (flc' 
[a*  a'  -h  ba*y  -4-  (a6'  4.  W  )  p  -4-  (ai/ 
-f-  \aba'  -4-  AA'«  -h  (a*'  4-  ^a'  )  ^  -h  Ac' 


[b<f-\-cb')z 


^[bc'-^cb')z-^ce 


aac 


bb'c' 


[ab'-^-ba')r  +  cc 


d'où 


[ap^-^-a'q^  4-  2/^*7  4-  apr  —  («•  4-  bb')af  ^  («A' 4-  baf)p—  [oc*  -f-  ca'  )]/ 
[A/i«  4-  * V 4-  2/>^«  4-  a^r—  (A'«4-  «a')*  —  [ab'^ba')q  —  (Ac' -+-  c^')]5 
4- <?/>*  4- cy  4-  2/>^r4-r*—  (a6' 4- Afl*  )  r  —  aa'c  —  bh'c'^cé 

Nous  avoDS  ainsi  trois  équations  du  premier  degré  en  y  et  s, 

iluy  4-  Mz  4-  N  =r  o, 

(4)  J  L,j4-MiZ4-N,  =  0, 

(  L,^  4-  M,  «  4-  N,  =r  o, 

qui  donnent,  à  Tégard  de  Xj  Téquation 

L      M      N 

(5)  A=     L,     M|     N,      =0. 

L,    M,    N, 

C'est,  en  général,  Féquation  résultante  en  x,  du  huitième  degré. 
Les  éléments  ont  pour  valeurs 

L    r=^^  4- r — Ao*, 

M   •=  q*  -h  bp  —  ag  —  bb'  —  r, 

N    z=z  cp  -\-  qr  —  ar  —  bc\ 

L|  =/>*  4- «'7 — b'p — aa' — c', 

M|  =/?7  4-  r  —  6a\ 

Li  =^  /»/^4-  fl'7'4-  2//*  7  4-  2/>r 

—  (rt»  -4-  66'  .a'—  [ab'  4-  6^'  >  —  [ne'  -hca'), 

M,  r-T  A^*4-  6'7'-f-  :>/>7*  4-  ^i^r 

—  A"  -4-  ^///  ^  ù  —    al»'  4-  ba'  ]q—    bc^  cb'  \ 

2^^  =  rp'  4-  <*'7*  4-  3»/>7r  -T-  r^ —  «6' 4-  bar — fia'c  —  bh'c —  «/. 


=  0. 


-  19  - 
On  voit  que  Ton  a  M|  =  L,  et  il  est  aisé  de  reconnaître  que  : 

et 

Nî=:cLi4-r'M  -^rL-hp{cb'—  bc)  -{-qlac—ca')  -^  r(pq  ^  ab') -h  ce' , 

Comme  exemple,  soit 

j'^  z=  bz-h  c,      5*  =  b'z  -hc\     jrzz=zqz  -h  r. 

L'équation  (5)  donne  là 

[f^^c'{q*—bb'^  e)]  —  [^y  4-  27r—  6^'*—  bc'-^cb'] 

X  [r{qc'  -  6V)  -f-  c'f^r  -  Z^ir'  )]  =  o, 

résultat  qui  s'obtient  aisément  d'autre  façon. 
Par  l'élimination  de  j-,  on  obtient 

par  suite, 

de  sorte  que 

(<7*—  /;//)z*  -f-  (2<7r  —  ^r'  —  rb')z  -+-  r*  —  ce'  =:  o, 

avec 

3*— //z  — c'==o, 
d'où 

2'  3 


—  c'(2y/-—  /;c'—  cb')  -{-  /»'(r^—  ce')  "~  r*—  ce'  4-  c'(î*—  ^'^^  ) 

I 


_  6'(7«—  ^6')  —  2qr-hbc'-t-  cb' 
et,  par  conséquent, 

[r  4-  c'[q^—bb'  —  c]Y—  [b'[q^—bb']  -+-  27r—  ^»c'  —  cb'] 

X  [c'( 2  ^r  —  ^c'  -  c6'  )  —  b'[r^  -  ce'  )]  =  O, 

comme  plus  haut. 

Les  équations  ainsi  obtenues  se  prêtent  à  une  discussion  qui 
n'est  pas  sans  intérêt. 

Deux  circonstances  principales  sont  à  examiner  :  celle  où  le 
déterminant  A  n'est  pas  nul  identiquement,  et  celle  où  il  se  trouve 
nul  pour  toute  valeur  de  x. 

Soit  A  une  fonction  de  x  ou  une  constante  autre  que  zéro. 

2. 
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Si  A  ne  dépend  pas  de  x  sans  être  nul,  les  équations  (4)  so<^^ 
incompatibles  pour  toute  valeur  finie  de  x.  Les  équations  (  i)  n^ont 
pas  de  solution  finie. 

Si  A  dépend  de  x,  Téquation  (5),  du  huitième  degré  au  plus, 
aura  des  racines.  Attribuons  à  x  une  valeur  qui  annule  À.  Pour 
cette  valeur,  les  équations  (4)  se  réduiront  à  deux,  ou  se  trouve- 
ront incompatibles,  ou  se  réduiront  à  une  seule,  ou  encore  se 
trouveront  identiquement  vérifiées,  en  ce  que  la  valeur  de  x  annu- 
lera à  la  fois  les  coefficients  de  j^,  de  z,  et  les  termes  indépendants 
de  y  et  de  z. 

Dans  le  premier  de  ces  cas,  deux  équations  étant  distinctes,  les 
coefficients  de  j^  et  de  z  ne  donneront  pas  un  déterminant  nul;  on 
en  pourra  déduire  des  valeurs  de  j^  et  de  z.  De  là  une  solution  des 
équations  (i)  :  c'est  le  cas  général. 

Si,  dans  les  trois  équations  (4)>  les  coefficients  de  j^  et  de  js  se 
trouvent  proportionnels  sans  que  les  autres  termes  soient  dans  les 
mêmes  rapports,  le  système  de  ces  équations  n'aura  pas  de  solu- 
tion; il  en  sera  de  même  des  équations  (i). 

Si  les  équations  se  réduisent  à  une  seule  parla  proportionnalité 
des  coefficients  et  des  termes  connus,  il  y  aura  lieu  d'y  joindre 
l'une  des  équations  (3).  Comme  il  ne  peut  en  être  autrement 
lorsque  les  équations  (i)  présentent  deux  solutions  composées 
d'une  même  valeur  de  x  avec  des  valeurs  à^  y  et  de  z  qui  ne 
sont  pas  les  mêmes,  l'équation  résultante  (5)  doit  alors  présenter, 
comme  racine  double,  au  moins  la  valeur  de  x  dont  il  s'agit. 

Nous  allons  reconnaître  par  une  analyse  directe  que  cela  a  bien 
lieu. 

Dans  les  conditions  dont  il  s*agit,  on  a,  pour  la  valeur  de  x 
considérée, 


L,        M, 

Nt 

L,       M,        N, 

L,        M,        N, 

L         M 

n' 

L         M         N  ' 

L,        Ml  ~  N, 

Eu  égard  aux  relations  (7),  on  a 

A  =  N,(L'— ML,)-4-N,[-9.yL*-f-a'M«-h(i/?  — ^')LM— ^LLi-f-«ML,] 

Cherchons  ce  que  devient  la  dérivée  de  A  par  rapport  à  x  pour 
la  racine  dont  il  s'agit. 
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Il  est  à  observer  que,  cette  racine  annulant  les  coefficients  de 
N,  N|,  Na  dans  A,  nous  pouvons  omettre  les  dérivées  de  ces  élé- 
ments. Nous  aurons  donc,  en  faisant  Tomission,  et  tenant  compte 
des  valeurs  de  N2  et  de  N|, 

ND.  A  ..  g,'-  +  "'^  +  ^Ph  (L.  _  ML.  )' 

-f-  (—  ipL^  4-  A  L*  -+-  (27  —  a)  LLi  —  a'LM  -\-  Z»'ML,  )' 

=  iV{aLi-ha'M  4- 2/?L)  —  L'j    -  («L,  H-fl'M  -h  2/?L) 

I-'i 

—  M' ^  (^L,  -+-  a'M  -h  2/?L) 

-^  T^  i  -  47TX'— 2L*7'-4- 2fl'MM' 

-4- M*  («')'  +  !' M  (2/?  —  ^')  -hLM'[2/?  — i»') 
H-  LM[7/?'-  (/»')']  —  L'L,  ^  -  LL',  Z»  -  LLi  [b]'  4-  L', M^ 

L,  M'a  -I-  Li  M  («)'j 


—  4LL>  —  2LV'  —  26L1  L'i  -h  L?  [by 

H-  L'  Li  (2  y  —  rt)  -+-  LL'j  [zq  —  a) 
-h  LL,  [2  7'  —  («)']  —  L' Ma'  —  LU' a'  —  LM  (a'  )' 
L'i  IVU' -h  L,  M'A' -4- L,  M  (^' )' 


LM 
m  rzL,  L'  4-  «'ML'  —  flLL',  —  «'  -7-  L', 

—  2/?  ml;  —  2  7  Lj  L'  -h  (2/?  —  6'  )  LL' 

_  ^  ^^  L'  -f-  «ll;  +  ^L,  L\  -+.  (27  —  a)  LL'j  -h  ^'ml;. 

L 

Mais  la  relation 

ah^-h  n'M  -h  2/;L        AL1-+-  //M  -*-  27L 


M 


> 


a  cause  de  —  =:  —  »  donne 

1^1  Là 


^—^  =  — ^  =rtL,-4-a'M  -f-2/yL   -  6'L—  27L,, 

31  la 
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et  la  relation 

E;  ■"  L 

donne  de  même 

«-y?  =  *L.-^*'M-.a,L-aL-./,M. 

En  substituant  ces  valeurs,  on  trouve 

ND;pA  =  o; 

la  racine  considérée  est  donc  racine  double  au  moins. 

Lorsqu'une  racine  de  A=  o  annule  à  la  fois  L,  M,  L|y  IV,  N^ 
Nsy  les  équations  (4)  disparaissent.  C'est  alors  une  racine  triple 
de  Ay  car  elle  annule  les  deux  premières  dérivées  de  ^,  puisque 
les  termes  de  ce  déterminant  sont  du  troisième  degré  à  l'égard  de 
ces  éléments. 

Comme  on  a,  pour  lors, 

c  =  q*-^  bp  —  aq  —  bb\ 
e'  =  />*  -4-  a'q  —  aa  —  b'p^ 
r  =pq^  bel^ 

les  équations  (3)  deviennent 

y^  •=.  ay  -^  hz  -\-  q^  -^  bp  —  aq  —  bb\ 
z'  =  afy  -+-  yz  -t-/^  —  clq  —  aa*  —  6//, 
rz=py  -^qz  -\-b4J—pq^ 
c'esl-à-dire 

1=  —  p\  V-  -^p]  ~  *\-  —/>;-+-  ^'[y  -+-  9  —  «N 

ou 

[r  —  qx  +  q  —  '^    --zzb[z  ^p^b'), 

;-  —  p.  v^  -+-/»  —  *'  =  «  (r  -*■  f7  -~  «)• 

De  là 

z  —  p  ^= 1 

p  —  b   — -+-  -yp  -  y= L_L_C . 


rf^ 
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puis 


(/- ?ru + 7 -«)  =  *{r-î)b/' -*')  +  *'«'. 


Ainsi,  y  est  donné  par  une  équalion  du  troisième  degré;  trois 
couples  des  valeurs  de  j^  et  de  z  correspondent  à  la  valeur  de  x. 
Là,  si  h  devient  nul,  on  a 

Pour  (j  —  y)'-  =  o,  on  a 

et,  pour  J  -\-  q  —  «  =  o,  on  a 

z  — p  =  o. 

Les  équations  (3)  ne  comportent  pas  qu'il  y  ait  pour  une  valeur 
de  X  =  X|  quatre  couples  de  valeurs  correspondantes  àej  et  de  z, 
que  par  suite  Téquation  résultante  ait  une  racine  quadruple. 

Car,  si  les  équations  (i) 

P  =:  A.r«  -4-.  .  ,-4-D  =0, 
Q  rr=  A,  X*  4-  .  .  .  4-  D,  =:  O, 
R  r=  A,  J7*  4-  .  .  ,  4-  D,  =  o 

présentaient  quatre  solutions  pour  x=^X\^  on  aurait,  pour  celte 

valeur  de  x, 

R— >P-h^Q; 

par  suite, 

A'j  ^r:  >.A'  4-  f*A', , 

A';  =  XA''4-^A';, 

Bj  =  ÀR   4-fxBi, 


cl,  en  conséquence. 


$  = 


A'      A"     B 

A',     A'J     B, 

A'      Al     B, 


=  0, 


ce  qui  est  contraire  à  Thypothèse. 

\()us  avons  à  voir,  en  second  lieu,  ce  qui  concerne  les  équa- 
tions (3)  et  (4),  quand  le  déterminant  A  est  nul  pour  toute  valeur 
de  X, 
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Si  deux  des  équations  (4)  présentent  alors  pour  j^  et  z  des  coef- 
ficients qui  ne  soient  pas  proportionnels  pour  toute  valeur  de  x, 
les  équations  (4)9  x  restant  arbitraire,  reviennent  à  ces  deux 
équations.  Celles-ci  détermineront  alors  y  eX.  z  pour  toute  valeur 
attribuée  à  x  arbitrairement.  Il  y  aura  une  ligne  commune  sur  les 
surfaces  représentées  par  les  équations  (3),  mais  cette  ligne  ne 
présentera  qu'un  point,  en  général,  dans  un  plan  quelconque 
parallèle  au  plan  yz.  Comme,  d'ailleurs,  pour  toute  valeur  de  x 
d'un  module  fini,  les  équations  (3)  ne  peuvent  admettre  que  des 
valeurs  finies  de  y  et  de  z,  la  ligne  sera  une  ligne  droite. 

Cette  droite  pourra  analytiquement  se  fixer  par  deux  points 
particuliers.  Mais  les  trois  surfaces  n'auront-elles  pas  d*autres 
points  communs  que  ceux  de  la  droite?  Pour  étudier  la  question, 
considérons  le  cas  où  l'axe  des  x  est  une  droite  commune. 

Les  équations  (3)  sont  alors 

et  les  équations  (4)  deviennent 

[pq  —  ba!  ]y  -|-  (7*  -^  bp  ^  aq  ^  bb*)zz=zo^ 

(/?*  -h  a'q  —  b'p  —  aa!  )  j^  -+-  (/^y  —  ^a'  )  2  =  o, 
[a/?*  -4-  a'q^  -4-  2p*  q  —  («*  -f-  bb'  )  a'  —  [ab'  -+-  ba'  )  p]  y 
-f-  [bp^  -4-  b'q^  4-  2/7<y*  —(6'*  H-  «r/z')  5»  —  [ab'  -i-  ba')q]z=z  o. 

Les  deux  premières  de  ces  dernières  équations  se  réduisent  à 
une  seule  pour  toute  valeur  de  x  satisfaisant  à  la  condition 

[pq—  ba'Y^[p^-\-  a'q  ^b'p  —  aa')[q*  -\- bp  ■— aq -^  bb')z=o. 

C'est,  en  général,  une  équation  du  quatrième  degré  qui  donnera 
quatre  valeurs  de  x.  Pour  avoir  les  valeurs  de  y  et  de  z  corres- 
pondantes à  une  racine,  on  prendra 

(pq  —  ba']jr  -f-  (^*  -f-  bp  —  aq  —  bb')z  =  o, 

yz  =pjr-h  q  z. 

Delà 

y  z 

q*  -\-  bp  —  aq  —  bb'        ba'  —  pq 

X[ba'  —pq]  z=zp[q*-h  bp  —  aq  -- bb' ] -^  q{ba' —pq), 
«(^'-1-  bp  —  aq  —  bb')  =  p^q^-^-  bp  —  aq  —  bb')  -4-  q[ba' —  pq). 
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Pour  que  Téquationj^^  =  aj^-4-  bz  soit  vérifiée  par  les  valeurs 
Aej  et  de  z  ainsi  obtenues,  il  faut  avoir 

j(^*-f-  bp  —  aq  —  hb')^a[q^  -^  ùp  —  aq  ■—  bb')  -^b(ba'  —pq], 
puis 

7*  -^-  bp  —  aq  —  hb'  «(^*4-  bp  —  aq  —  bb')-^  b[ba!  —-pq) 

ba'  —  pq  p  [q^  -h  bp  —  aq  —  bb')-\-  q  [ba'  —  pq) 

b[ba'  —  pq]  ba'  —  pq 

—  aba'  -^bp* —  Ob*p  h-  a'  Oq      /7*-f-  a'q  —  O'p  —  aa' 

ce  qui  est  la  relation  supposée. 

L'équation  z^  =  afj-  -i-Vz  est  également  vérifiée. 

Ainsi,  outre  la  droite  commune,  il  y  a  quatre  points  communs 
sur  lesquels,  bien  entendu,  il  peut  s'en  trouver  de  coïncidents  ou 
passant  à  Tinfini. 

Observons  toutefois  que,  si  Ton  avait  pour  toutes  valeurs  de  x 

[pq  —  ba'Y—  (p* -f-  a'q  —  b'p  —  aa')  [q^ -^  bp  —  aq  —  bb')  =  o 

ou 

pq  —  ba'  q*-h  bp  —  aq  —  bb' 

p^  -f-  a'q  —  b*p  —  aa'  pq  —  ba' 

on  satisferait  aux  équations  proposées,  sans  détermination  de  x, 
par  des  valeurs  dey  et  de  z  déduites  de 

fz  =:  pjr -i- q  z     et      [qp — ba')x -h  (q^-\- bp — aq —  bb']zz=zo. 

Ces  valeurs,  étant 

P  (a*  -+-  bp  —  aq  —  bb'  ] 

Ua  — pq 
q[ba'  —  pq) 


q^-i-  bp  —  aq  —  bb' 

seraient  du  premier  degré  en  x,  si  le  rapport  — , -, ., -, 

était  constant.  11  y  aurait  donc  alors  une  seconde  droite  commune. 
Mais  on  peut  voir  aisément  que 


X-       r      .       /,         tn : — \  b^  —  lac-^bJb*  —  àac\ 

{ax^'\-bx-\-cYz=\  ax^-\-[b-h^b*'-^ac)a;-\ — 

[*      //         m — 7 — \  b*—2ac—b\/b*—^ac\ 
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de  sorte  que 


a.M^  -f-  b.r  -\-  c 
'  '  'lu 

identité  où  les  membres  varient  avec  x. 

Si  le  rapport  — ^ — ,  était  donc  dans  ces  conditions, 

les  expressions  précédentes  dej^'^et  de  z  ne  seraient  plus  du  pre- 
mier degré  en  x.  Avec  la  droite  ox  commune,  les  trois  surfaces 
auraient  une  ligne  du  troisième  degré  commune,  une  cubique  com- 
mune, c^est-à-dire  que  Tintersection  complète  des  deux  premières 
appartiendrait  à  la  troisième.  Comme  la  forme  des  trois  équations 
ne  comporte  pas  ce  fait,  puisque  la  troisième  ne  saurait  être  une 
combinaison  linéaire  des  autres,  il  y  a  lieu  de  conclure  que  pa- 
reille circonstance  ne  peut  se  présenter. 

Diaprés  ce  qui  vient  d'être  vu,  pour  en  revenir  aux  équa- 
tions (3),  lorsque  le  déterminant  ùl  est  nul  identiquement  et  que 
celui  des  coeflScients  dejr  et  de  z  dans  deux  des  équations  (4)  ^^^ 
l'est  pas,  on  trouvera  la  droite  commune  et  les  points  qui  sont  en 
outre  communs,  en  posant 

a,.r  -f-  p^r  -h  yjC  -h  d%=r:  «•, 
ou  plutôt 

^  zz:  an  -I-  j3r  -h  yjc  ■+•  (î, 

z=a*u  -h  P'v  -f-  y'z  -h  (T, 

substituant  ces  expressions  àey  et  de  z  dans  les  deux  équations  (4) 
a  considérer,  puis  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  différentes 
puissances  de  x.  Les  constantes  pourront  se  déterminer  de  façon 
que  Ton  ait  ainsi  deux  équations  homogènes  en  u  et  i'.  La  droite 
commune  sera  donnée  par  u  =  o,  i'  =  o,  par  suite,  y  =  yx  -H  d^ 
z  =  y'x  -H  (?';  et  Téquation  relative  aux  valeurs  particulières  de  x 
s'obtiendra  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  des  coefficients  de  u 
et  de  t^dans  les  résultats  de  la  substitution  ou  celui  des  coeflicients 
de^  et  de  z  dans  les  premières  équations. 
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Prenons  pour  exemple  les  trois  équations 

z^  =  {a'  -h  b'  -\-  2-r)r-f-  [b'  -h  .r)3-f-  a'x  4-  2.r*, 
yz  =  —  xjr  —  JTZ  —  .r*. 

l^es  deux  premières  équations  (4)  sont  alors 

[a'  -f-  6'  -f-  2x)  jcj  -f-  (^'  -h  ^)-c3  -+-  a'x^  -h  x*  =  o, 

2(a'-f-  x)xj'-h{a'-h  ù'  -{-  2x)jr3  4-  (a' —  ^')x' —  o. 

Si  Ton  pose 

r  =  an  -4-  ,ôt'  -h  y.î"  -4-  <y, 

z  =  uu-\- P'i* -+■  y'x -h  J', 
on  devra  avoir 

(a' H-  ù'-h  ^j:)x{yx  -\-i)  -f- (^' -f--r)x  (y'x -+- J' ) -t- tf'jr*  + .r' — -  o, 
2(«'-hJr)x(7X-+-(î)  -+-  («'-*-  /;'-f.  2x)x(7'x-f-<y')  -f- (^/' -f- ^' ) x*  ~  o, 

identiquement,  d'où 

27  -f-y'-f- 1  =  o, 

fa'  -h  ^'  )7  -f-  2<r  -4-  ^^'7'  -h^'-^a'  =  0, 
27  -h  '27'rr:  o, 

2(î-4-2tf'7  -4-  [a'  -f-  ^»')y'4-2j'-|-«'—  ^'ziro, 

Il  s*ensuit,  supposé  a'^i',  qu'on  aura 

$  z=  o,     (?'  r=  o,     puis     7  =^  —  1 ,     7'  =  1 , 

et,  d'autre  part, 

(«'-f-  ft'-f-  riJ-).r(atf  4-  |3i')  -4-(^'-h  u:)x(a'//  -|-  j'S'i»)  ==  o, 

2  (a  "h  x).r(aw  -f-  ?v)  -h  (a'  -4-  6'  H-  2.r)  x(a'i/  -f-  6V)  r=  o, 
OU 

[[a' -h  b' -h  i.jc]x  -^  {b'-i-.r)a']xu  -h[{a'-h  ^'-4- 2x)j3 -4- (^'-4-.r)  l5'].ri^  =  G, 

[2(rt'  4-.r)a-4-  (a' -f-  b'  -+-  24:)a']«// 
H-  [2(a'4-x),'3  4-  (a' -+-^'-4-  2J:);5']xr^-  o, 


C'est  bien 

[a'  ■i-b'  +  aa;)»—  2  [a'  +  *)(fr'  +  x) ; 
delà 

x'=o     et     a'  -\-T=±\b'-^x)i. 

__a'-i~h'  _^  h'  —  n' 

La  droite  commune  a  d'ailleurs  pour  équalioQS 
y=^  —  x     et     a  =  x. 

Les  équalions  (4)  pourront  élre  incompatibles,  en  ce  que  les 
coeflicients  de^  et  de  z  y  soient  dans  des  rapports  constants  autres 
que  ceux  des  autres  termes.  Alors  les  équations  (3)  n'auront  pas 
de  solution. 

Soient  li^s  équations  (4)  ^^  réduisant  à  une  seule  par  la  propor- 
tionnalité des  termes. 

On  tirera  de  cette  équation  la  valeur  de^j-  ou  de  z  et  on  la  por- 
tera dans  I  une  des  équations  (3)  :  de  là,  une  équation  en  j^  ou  :; 
du  second  degré,  par  suite,  pour  toute  valeur  de  x,  deux  couples 
de  valeurs  du  y  et  de  =,  ou,  pour  les  trois  surfaces,  deux  points 
communs  dans  tout  plan  parallèle  au  plan  j  s.  C'est  ce  qui  peut 
avoir  lieu  quand  les  surfaces  ont  deux  droites  communes,  et 
encore  quand  elles  ont  une  conique  commune. 

Or,  quand  deux  surfaces  du  second  degré  P  et  Q  ont  deux, 
droites  communes  D  et  D'  du  même  svstèmc  sur  cliacune,  leur 
intersection  se  complète  par  deux  autres  droites  analogues  D,  et 
D',  d'autre  système  qui  peuvent  se  confondre.  Qu'une  troisième 
surface  R  contienne  D  et  D',  elle  coupera  I'  suivant  deux  autres 
droites  Di,  D',  du  système  de  D,  et  D'^,  et  Q  suivant  les  droites 
analogues  Dj,  D'^.  Les  trois  surfaces  n'auront  donc  de  points  com- 
muns que  sur  D  et  D',  ou  bien  elles  auront  avec  ces  droites  une 
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troisième  droile  commune  les  rencontrant,  ou  bien  elles  auront 
avec  elles  deux  autres  droites  communes.  Dans  la  circonstance  qui 
nous  occupe,  le  premier  de  ces  cas  sera  le  seul  possible. 

Si  les  trois  surfaces  ont  une  conique  commune,  les  trois  équa- 
tions étant  susceptibles  d'être 

Pz=:o,     Q  =  A:P4-tt<'-=o,     Ii=zk'P-h  u(v  =  o, 

il  y  aura,  outre  la  conique  commune,  deux  points  communs  don- 
nés par  P=  o,  v'  =  o,  w  =  o.  Les  équations  (i)  et  (3)  seront  telles 
que,  deux  à  deux,  elles  donneront,  par  une  combinaison  linéaire 
convenable,  le  système  de  deux  plans,  et,  dans  les  combinaisons, 
il  y  aura  un  plan  commun.  Par  cette  voie,  ce  cas  se  distinguera 
immédiatement  du  précédent.  Il  est  d'ailleurs  à  observer  que,  pour 
chacune  des  valeurs  de  x  relatives  aux  points  communs  en  dehors 
de  la  conique  commune,  Téquation  du  premier  degré  en  j^  et  s 
deviendra  identique,  en  sorte  que  ces  valeurs  résulteront  d'un 
facteur  en  x  commun  aux  termes  de  Téquation. 
C'est  ainsi  que,  pour 

P  z=  Ax» -t- j« -f- AV -+- D  =  G, 

Q  =  A  j:«  -t-  j*  -4-  A V  -h  D  4-  î  ( J  -4-  ^)  (s  -f-  A)  =  o, 

R  =  Ao:»  -h  j*  -f-  AV  -+-  D  -f-  2  (  5  -h  //)  (3  -h  A-)  =  o, 

on  trouve 

r-  =  —  f^y  —  g^  —  gf^'^ 

J-»  —  A'  (A  -+-  X  )  s  —  A.r«—  D  -4-  A'ViX'. 
Les  trois  équations  du  premier  degré  sont 
'O'  -^-  (i?*  -f-  A^A*  +  D  -f.  Aa:« )  3  -f.  ^  (Ax'  -+-  D  4-  ^*  -f.  A'7/»  )  =  o, 

o  r  -h  o  3  -f-  o  =:  o. 

Il  n'y  a  bien  là  qu'une  seule  équation 

(  Ax«  o-  D  -+-  5^'  -f-  A'7/«)  (2  -4-  /•)  =  o, 

d'oii  le  plan  de  la  conique  commune  par  z  -h  Ar  ==  o,  et,  pour  les 
deux  points  communs  par  ailleurs, 

Ax*  H-  D  ^  /?«  -h  A'V/^  =  o. 
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Une  dernière  circonstance  est  celle  où  les  équations  (4)  de- 
viennent identiques  pour  toute  valeur  de  x.  Cela  arrive  quand  on 
a,  quelque  valeur  qui  s'attribue  i  x, 

L  =  o,  Lt=o,  M  =0, />(cô'— ^c')-*-7(«c'— c«')-f-«'(/>7 — tfô')  =  o. 


Les  équations  (3)  peuvent  alors  s^écrire 

(«-A'Kr  — 7)  =  ^fl'- 


Les  surfaces  représentées  par  les  deux  premières  équations  ont 
une  droite  commune  que  déterminent 

7  -4-  ^  —  a  =  o, 
z-\-  p —  6'=  o, 

et  tout  point  appartenant  à  ces  mêmes  surfaces  en  dehors  de  la 
droite  appartient  à  la  troisième  surface.  Il  y  a  donc  là  une  cu- 
bique commune  ayant  pour  équations 


2  —  /?  =  - 

X 


ba' 


IL 

Nous  avons  encore  à  traiter  les  équations  (i)  lorsque  les  trois 
déterminants 


A' 

A" 

B 

A" 

A'. 

A' 

B, 

f 

A'. 

a; 

A'. 

B, 

a; 

A 

A. 
A, 


B' 

B', 
B". 


A 

A, 

A, 


A' 
A'. 

a; 


B' 
B' 
B 


1 

n 

1 


sont  nuls  à  la  fois,  de  sorte  que  ces  équations  ne  peuvent  alors  se 
résoudre  par  rapport  aux  carrés  et  aux  produits  de  deux  des  in- 
connues X,Jj  z. 

Nous  écarterons  d'abord  le  cas  où,  les  termes  du  second  degré 
ayant  leurs  coefficients  proportionnels,  à  prendre  les  équations 
deux  à  deux,  on  pourra  immédiatement,  par  l'élimination  de  ces 
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lermes,  obtenir  deux  équations  du  premier  degré  en  J*,  j,  z;  ceJa 
a  lieu  en  particulier  pour  trois  sphères.  Il  en  est  ainsi  quand  les 
déterminants  mineurs  relatifs  aux  déterminants  i  sont  tous  nuls. 
Si.  dans  le  déterminant  i,  les  éléments  sont  tous  nuls,  les 
équations,  étant 

A.r«  -+-  2B\tz  -h  2B''x)  -4-  2C  r  -f-  ?.C'j  -f-  ^.Cz  -4-  D  =  o, 
ApT*  -h  '2B\.tz  •+•  iB\.rf  -f-  2C1JC  ^-  2C',^>"  -H  7.C,z  -h  D|  =^  o, 
Ai-i'  -4-  2B',.r3  -t-  2B^.r>  -f-  2C,.r  -f-  2C',  )  -f-  2C,3  -t-  D,  =  o, 

sont  du  premier  degré  enj-elz;  il  s'ensuit  alors 


B".r  -f-  C 

B*.r  -f-  C" 

A.i*  -+-  2Cx   4-  D 

B'-r-t-C, 

BVr-hC; 

A,.r*  H-  2Ci.r-f-Di 

B>  -h  C, 

B;.r  4-  c; 

A,J*4-  2Cj.t'  -t-Dj 

On  aurait  une  équation  analogue  pour  j'-  si  les  éléments  de  5' 
étaient  nuls,  une  équation  en  z  si  ceux  de  5''  Tétaient. 

Au  cas  où  les  trois  coefficients  de  j^^,  ceux  de  z*,  mais  non  ceux 
^\cjZy  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  les  équations  étant 

Ax*  -4-  2hyz  -f-  2B'3.r  -\-  2B".rv  -^  iCx  +  ^C>  -h  2C''z  4-  D  =  o, 
A,.r*4-  2B1  rs  -+-  2Ti\zx  4-  2B*.r;'4-  iCjX  4-  2Cj  J  4-  2CjZ  4- D,  —  O, 
Aj.r^  4-  2B2  J3  4-  2B'j3.r  4-  2Bj.r)   4-  2Cj.r  4-  2C',J  4-  2C^3  4-  0,=  O, 

on  pourra,  par  deux  éliminations  de  yz,  obtenir  deux  équations 
(lu  premier  degré  en  y  et  z]  en  y  joignant  l'une  des  premières 
(''([nations  contenant  jZj  on  aura  un  système  équivalent,  et  une 
('•quation  résultante  en  x  s'ensuivra  immédiatement.  Pour  l'ob- 
lenir  sous  forme  d'un  déterminant,  observons  que,  en  désignant 
U\s  trois  équations  par 

arz  -4-  f\y  -\-  cz  4-/7  =  0, 
av  4-  J33  4-  ^  z=  o, 
a')-  4-  ;3'3  4-  r  =  G, 


et  V  joignant 


aj3  4-  [iz^  4-7«  "O, 
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on  aura 


d'où 


pu 


is 


ou 


o     o 

a      6 

c 

/> 

o     o 

o      a 

|î      9 

o     o 

a       o 

o      «' 

1»      î 

O      o 

=  < 

a. 

a'     O 

(5'     r 

o     o 

O      15 

a       O 

q      o 

O      a 

*      c 
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O      o 
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r      o 
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o 
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o 
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P' 
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V- 

-a'jS 
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P 
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=  0, 


équation  du  sixième  degré  en  x. 

Si  les  coefficients  de  yz  sont  nuls,  ainsi  que  ceux  de  y^  ou  de 
z'^y  ceux  de  z^  par  exemple,  les  équations  étant 

Ax*  -H  A'j*  -4-  ^îB'xz  4-  aB^xj  -f-  2Cx  4-  aC'j  -f-  aCs  -h  D  =  o, 

AiJ:*4-.  .  .  -h  D,  =  0, 

A,x'-+-.  .  .-f-D,=zo,  ' 

on  pourra  en  déduire  deux  équations  ne  contenant  pas  j^^  et  Ton 

aura  ainsi 

A'j*  -^  ay  -\-  bz  -\-p=io^ 

%X  -\-Pz  -\-  q  —  G, 

v!x  -f-  ;3's  -h  r  =  O, 
d*où 

«J  *  -^  PJ^'»  -i-  9  J  =  o, 
a'j'4-]S'>2-f.  ;•)   =0. 
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Delà 


d'où 


A'      o 

a 

h  ,, 

o      o 
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?   '/ 

o      o 
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?'  '• 

«      /3 
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0     o 
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o      o 
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=  0, 


pUl! 


jS'  /■ 

A'(|S,-p'î)-a(lS«'-«|3')     -6(p«'-«;S')     _y,(|S«'-«.9') 


a 


=:0. 


nul, 


Ces  premiers  cas  particuliers  ainsi  traités,  soient  les  équa- 
tions (i)  au  cas  où  les  trois  déterminants  d  sont  nuls,  sans  que 
deux  colonnes  y  aient  leurs  éléments  nuls  ;  par  exemple,  5  étant 
A'      A"     B 

A\     A*     Bi     =  o  ;  nous  supposerons  que  dans  deux  co- 

a;    a;    B, 

lonnes  au  moins  les  éléments  ne  sont  pas  nuls.  Si  cela  est  pour 
les  deux  dernières  colonnes,  les  trois  déterminants  A'Ba — A^Bi, 
A."B2 — A^B,  A"B|  —  A*B  pourront  ne  pas  être  nuls  à  la  fois. 
Si  Ton  multiplie  les  équations  (i)  respectivement  par  ces  mineurs, 
et  qu^on  ajoute,  les  termes  enj^^, j^z,  z*  disparaîtront,  et  Ton  aura 
une  équation  telle,  que 

ax^  -H  2 b*xz  -4-  a b"xy  4-  icx  -f-  idy  -i-  ic"z  -h  d=  o. 

Il  en  sera  de  même  si  Ton  multiplie  par  A'^Ba — A'^Bi,  A'B^ — A'jjB, 
A'B, — A'^B,  au  cas  où  ces  mineurs  ne  seront  pas  nuls  à  la  fois, 
les  équations  (i)  supposées  distinctes. 

Si  ces  deux  suites  de  déterminants  mineurs  sont  nulles  à  la  fois 


VII. 


3 
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avec  B^Oy  on  aura 

A»  A*'^*  A*  A*'^  A*   A'^  A'   A  ^  ^* 

A,  =  A   — >      A,  =  A   — f      A,=  A— >      A,  =  A    — • 

B 

Qu'on  multiplie  alors  la  première  équation  par  -^  et  qo*on  sous- 

traye  la  seconde,  les  termes  en  j-*,  z^f  yz  disparaîtront,  et  Foo 
aura  une  équation  de  la  forme  indiquée  ci-dessus. 

'  Dans  les  conditions  supposées,  on  obtiendra  de  même  les  équa- 
tions 

«I  j*  -4-  a ôiX5  -4-  a 6'xr  -4-  ac, X  -♦-  a^, y  -4-  ac^s  -♦-  <fj  =  o. 

Si  les  trois  équations  sont  distinctes,  qu'aucune  d'elles  ne  poisse 
se  déduire  des  autres,  elles  pourront  remplacer  les  premières. 
Cest  ce  qui  a  lieu  lorsque  les  coefficients  en  a, ,  a,  sont  chacun 
différents  de  zéro,  même  lorsqu'un  seul  d'entre  eux  est  nul. 

Les  trois  équations  peuvent  s'écrire 

WLJ  -h  «'5  '■\'P  =  o, 

«,  r*-4-  ï^i.rs  -4-  jSir  -h  ^* -f-  7  =  o, 

«^»*  -*-  s^t^  -»"  ty  -+-  7'z  -»-  r  =  o. 

Si  l'on  avait 

«  j  =  o    et    «^  =  o, 

les  deux  dernières  équations  pourraient  devenir  équivalentes;  il 
y  aurait  alors  à  prendre  a  la  place  de  Tune  d*elles  Tune  des  équa* 
lions  (1). 

CVst  pourquoi  il  convient  de  considérer  d*abord  les  trois  équa- 
tions 

Ajr«-<-  AV*-4-  A*»*-4-  iJfzx  -h  aB'xr  -4-  aCx  -f-  aCr  -+-  aCT*  h-  D  =  o, 

%  hTx  -4-  r'  '  r  -4-  2  h'x  -+-  c^  ^  3  H-  « x*  -r-  ticx  -+-  rf  =  o, 
1  ^i  _»-3  -!-  ^Cy^r  -t-  ir*  »  -t-  a  r,  X  -f-  ^t  =  o, 

&i  supposé  différent  de  zéro,  et  le  terme  yz  pouii'ant,  par  suite, 
avoir  été  éliminé  de  la  première  équation.  Sous  une  désignation 
plus  simple,  les  équations  sont 

A' »  *  -r-  A*  j*  -T-  «  r  -I-  «5  -4-  />  =  o. 
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Multiplions  la  seconde  par  hxj  eti|  z,  nous  aurons 

pbyyz  -h  ^'èj  3'  -f-  Z>,  75  =  o, 
ce  qui  donne,  eu  égard  à  la  troisième, 

pbyx^  —  P'iyx-^  i^  -h  r)  -+-  7^, 7  =  o, 

—  S(7J-f-  y'z-t-  r) -f.  P'^i  «' -f-  bxqz=zo^ 

ou  bien 

?  ^  J' -^  (7^,  -  |S'7)r  -  |3 V3  -  ;5V  =  o, 

P'^z^-  Py^  -t-  (^,7  -  PY)z  -  I3r=  o. 
D'autre  part,  en  multipliant  la  première  équation  par  |3^,  on  a 

ce  qui  se  change  en 

puis 

I  A"5v  âv'  A'^Sr 

-^  «13 j«  -f-  a'jSj^z  H- /?;3j  =  o, 
ou 

et  par  suite 

+  U'p'r  +  pbtp-  X'p'y'y  i-  -»-  A'^»  ^  -  «'jSyV 
-  ^X'pr  +  ij  (A'^'Z-  A"j3y  +  «'|36,)]  * 

—  7-  (J^'PV—  J^"JS7  +  «'iS*i)  =  o. 

Les  cinq  cqualions  que  nous  venons  d'obtenir  enj^*,  ^*»^  et  - 

3. 


laiArv 

lAnt 
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lalCll 
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en  posant 
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u 


u 


=  k'[P'y  -  b^q)  +  a^b^, 

=  k'p'{r-  ^)h-A'J87«1  +  .6(6,,,-  «V). 

=  -  A'iSr  -  'L  t^i^p'y-  _  K'Pr,  +  a'jî A,  ), 


équation  du  huitième  degré,  en  général,  où  le  coefficient  de  x^  est 
^î  j  -  A'A-'a^H-  4(A-'B'^r-+-  A'B'*')a» 

-+-i6^'Z»''(i^'B''  +  ^''B')aA  — i6*'«*''«A«{. 

On  peut  obtenir  Féquation  avec  des  éléments  simples  sous  la 
forme  d*un  déterminant  du  neuvième  ordre. 

Le  cas  particulier  de  a^  =  o  mérite  encore  d*étre  traité  à  part. 
Les  équations  étant 


2(^^r-f-c')j -4- 2(^'x-+-c")«-f-  ax^  -h  ncx -i- d  — 

O, 

1  bijrz  ■+■  2  [b''^  j: -H  c  J j  -4-  2 Cj  z  -4-  2Ci o: 

+rf.- 

o. 

a\z^  -hi  b^yz  -h  a  {b\  .r  -f-  c'J)  z  -f-  2c,^  -+-  ac,x 

-t-rf. 

o. 

design 

ons-les 

par 

aj^-+-  ql'Z'^'P  —  0, 

On  en 

déduit 

a^  8*  4-  2  0,^2  -4-  7 7  -h  y'  S  -+-  r  —  o 

aj*  -h  a' jz  -4-  /»r  —  O, 

a jz  -f-  «'z*  -f-  />  z        O. 

«J*z  -j-  «  )'z*  -hpjrz       Oy 

• 
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et,  (l'autre  part, 

1  ùi  jz^  -h  Px^  -h  p'z^  H-  (jz  '_-  o, 

fi\  z^x  4-  2^1  j'2  -+-  77*  -H  7>«  -4-  rj  =  o, 
d'où 

—  7.h^ib^y^z — 2^,7j'-|-«*  ;3'z*-f  [a\p  —  ib^y)rz  —  ^b^ry -^  a\qz=:o^ 

—  2 ^ 1 2 ^ j Jz'  —  ^b^^j'z  —  2 ^, ô'z'  —  ib^qz=z  o, 

par  suite, 

2  ^1  2  b^pyz  —  2  ^1  a7/*  -h  [a\  up'  —  ib^  a'jS'  )  z* 

-h(^j^a  —  2^17'a  —  2Ô, |3a')j^3  —  2^1  raj  4-(û^ga  —  2/;,  9a')z  =:  o, 

OU 

—  26,  a7^  •  4-  [a\  a  —  ib^a!)  |5'z* 

-h  (fl'J  a|3  —  ib^ay' —  2^,  a'jS  H-  2  6i2^,/?)/2 

—  2  /^i  ray  -f-  («^  a  —  2  ^1  a'  )  ^ 3  =  o. 

11  y  a  là  six  équations  d'où  résulte 

o  OL  af  p 

2^j  7  7'  r 

a'  />  o  o 

a  o  /?  o 

—  2/^1^7     (^/Ja  — 2^ja')p'     (^/^p  —  2^i7')a  —  2^ia'P  +  2^i2^sP  — 2^ira  («^x  — a^ja'jy  o 

ce  qui  peut  se  réduire,  suppression  faite  du  facteur  a,  à 

o  o 

o  ibi 

a'  a 

r/^a  — 2^2  3t')j^'    a\oL^  —  ib\xy'-^'ibix'y  —  -Abix'p-¥-'Àbxibtp     'xbipy  —  'ibirx.     [a\x—ibi7.')(/    o 

Les  termes  du  degré  le  plus  élevé  sont  là  du  septième  et  pro- 
viennent de 

[a"^  olP  —  2  ^1  «7'  —  2  A,  a'j3  -f-  2  ô,  2  ^j  /^)  a'  S7'/>, 

ce  qui  donne 

./:'  (rt'j  //'^';  —  2  ^1  ///>;  —  2  /;j  ////,  4-  2  ft,  2  ft,  a)  b'h\  b\  a. 


0 

0 

0 

0 

0 

< 

a 

0 

0 

a' 

=  0, 


a 

a' 

Z' 

P 
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y 
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7' 
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0 

/^ 

0 
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En  cas  de  a^  =  o,  cette  équation  peut  se  réduire ,  suppression 
faite  de  a',  à 

o  a  0e'  / 

^h,  '  j3  13'  f 

a^t  7  /  '' 


ou  à 


o  v,  tt  p 

2&,  7  y'  '" 

2^1  («'7  —  a7')  H-  2^,  (a|3'  —  a'P]  -H  2&i  2  ^,/?     2i^i (/?7  —  r«)     a&sd^/»  —  «'^)     o 

le  terme  du  plus  haut  degré  ^  est  ^ 

ab\  b\(-^  2^4  r^;  -  2*,  k'b\  -h  2*,  26,/i)  x«. 

Remarque.  —  Quand  on  fait  i|  =  o  dans  l'équation  due^  plus 
haut,  à  Télimination  dej^z  eijz^y  on  obtient 

[a\a  —  26,a')  (|3jz  -f-  |3V4-  <7«)  =  o  ; 

or,  Téquation  résultante  pour  les  équations 

ajr-\-o(fz-\-pz=  Oy 

Py  +  P'z-r-q=z  O, 
a*  2*  4-  2  b^z  H-  7  j  -4-  7'^  4-  r  =  o 

peut  s'obtenir  en  y  joignant 

«/*  -t-  a'jz  4-  />7  =  o, 

a^«  H-  «'z*  4-  jDz  =  o 

et 

Pyz  4-  |3V  4-  g«  =  o- 

L'équation  précédente,  sauf  à  en  dégager  le  facteur  a^ct, —  :xb20L, 
peut  donc,  quand  on  y  fait  i«  =  o,  s'appliquer  à  cette  circon- 
stance. 
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Mais,  plus  simplement,  Téquation  résultante  est  alors 
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c'est,  en  écartant  le  facteur  «, 
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En  prenant  Téquation 


au  lieu  de 


j3j34-  (5'z'  -I-  ^«  =:  o, 
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puis 


(«î-pp)(<*;«-at,«')  +  <»'7(«iS'-«'|!)  (-«>+«'/)(-?'— «'^)  ■''t*^" 
détermiDaDt  qui  s'annule  pour  «'=  o,  de  sorte  qae  «^  «*'  *•»' 
un  facteur  à  supprimer. 

Le  résulut  qui  s'ensuit  s'obtient  phi«  simplement  en  réson 
par  rapport  iy  et  à  £,  les  deux  premières  équations  de  la  qne: 
et  substituant  leurs  valeurs  dans  la  troisième.  De  m£me,  au  ci 
&i  =  o,  l'équation  résultante  devient 


••,  o  7  y' 

«'  «  o  p 

équation  où  le  terme  du  sqilième  degré  est 

x»  M*'*;  -  »*,  ***; }  *'i;*;-- 

Sî  fri  et  ht  sont  nuls,  soppresuon  opérée  de  a^a,  on  a 
o    ■     ■' 

o     ?     S' 


ce  qui  |»eul  sv  réduîiv  i 


S^^ienl  cuKd  l*i  trois  équations 


..  —  »'=  — p  =  ov 
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IMultiplIons  la  première  par  d^jy  et  dans  le  produit  remplaçons 
d^y'^  par  sa  valeur  tirée  de  la  seconde;  nous  aurons 

( —  a^ia  -+-  d^ot!)yz  -f-  ( — a|3  •¥ pd^)jr  —  olP'z  —  aq  =  o. 

En  multipliant  la  même  équation  par  d^Zj  et  tenant  compte  de 
la  valeur  de  d^z^^  on  a 

(—  ib^od  ■^a\(x.)xz  —  a'77-f-  {—  «y -h  d^p)z^  (x!r=io. 

En  prenant  j^z  pour  facteur,  on  obtient  d'abord 

«7*2  +  odyz^  H-  pjrz  =  o. 

Mais  on  a,  par  les  deux  autres  équations, 

2b^X*z-{-a\xz*    -f- 77* -4- y'j*  +  rj^  =  o, 
d'où  Ton  tire 

-+■  d^ p'z^   —  ih^ry-^-  d^qz    =0, 

—  2 ^,  j3'z' -^  d^ry   —  ib^qzz:^  o. 
L'élimination  de  j^z  et  jz^  conduit  à 


[ 


«K|3  -  26,/)  +  «>',/-  2^3')  -  K<-  2^  26,)/, 

1  '*î  J 

-t-     (—  2  6,a4-fl',a')r %y  (— 2  ^,a -h  a^a') 

L  ^1 

-|j7'(-2^«'+fl;«)]z 

y  *  jS' 


«,  «, 


Par  les  quatre  équations  en  yz,  y  et  z  ainsi  obtenues,  on  a  pour 


équation  résnltante 


en  posant 

.■,=-a»,«' -!-«;-.     t.',  =-,'7,  ,,——<d-f-V*^d'*     •',=— ■''^ 

-K  («',v'—  3*»p')«'—  -^  7«i  —  -y  P  •■»• 

Les  termes  en  x*  dans  l'éqnatioo  ne  pronainent  qoe  de  /Mis  t'a  f***  • 

leur  ensemble  est 

*•«[—  ^*'*',  -I-  «/,)  [—  46**;  +  «a',) 
X    —  «[o>;  — aA,3i,) 

-i-î*'(a',a6',  — ai,a*';)-»-2*'(a;a6";  — a*,at;) 

—  ^3c;[—a6,  »*--*.«;  ai*)  — ^a<(— a*,  2** -♦-«';  a*")!- 


On  aura  j  et  z,  en  général  do  moins,  par 


—  «jf,  -♦-  >'rK,  ^  o. 

Les  circonstances  de  discussion  seraient  analogues  à  celles  que 
nous  avons  présentées  dans  la  première  Partie,  mais  avec  plus  de 
complication. 
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Détermination  du  nombre  des  arrangements  complets  oii  les 
éléments  consécutifs  satisfont  à  des  conditions  données;  par 
M.  Désiré  André. 


(Séancf^  du  i3  décembre  1878.) 


I.  —  Introduction. 

1.  Les  arrangements  complets  de  m  objets  n  k  n  sont^  comme 
on  le  sait,  les  groupes  qu'on  obtient  en  plaçant  sur  une  même 
ligne  y  les  uns  à  la  suite  des  autres  et  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles, n  des  m  objets  donnés,  un  même  objet  pouvant  entrer  plu- 
sieurs fois  dans  un  même  groupe,  et  deux  groupes  différant  entre 
eux  soit  par  les  objets  qu'ils  contiennent,  soit  par  l'ordre  où  ces 
objets  s'y  succèdent. 

Les  objets  dont  nous  parlons  constituent  les  éléments  des  groupes 
et  sont  de  nature  quelconque.  Ils  peuvent  être,  par  exemple,  des 
lettres  de  l'alphabet.  Quels  qu'ils  soient,  le  nombre  des  arrange- 
ments complets  de  m  lettres  nk  n  est  égal  à  m". 

Nous  ne  rappellerons  point  ici  le  procédé  très-simple  et  très- 
connu  qui  conduit  à  ce  résultat,  le  présent  Mémoire  ayant  uni- 
quement pour  but  la  résolution  des  problèmes  particuliers  contenus 
dans  l'énoncé  général  suivant  : 

Parmi  les  m"  arrangements  complets  de  m  objets  nàn,  combien 
y  en  a~t-il  oit  les  éléments  consécutifs  satisfont  à  des  conditions 
données? 

2.  Ces  problèmes  particuliers  sont  en  nombre  infini,  car  les 
conditions  données  peuvent  présenter  une  variété  inépuisable.  Ils 
sont  difficiles,  ou,  du  moins,  réputés  tels.  Nous  exposons  d'abord 
une  méthode  générale  qui  permet  de  les  résoudre  tous,  quelque 
compliqués  qu'en  soient  les  énoncés,  d'une  manière  uniforme  et 
simple. 

A  cause  même  de  sa  pleine  généralité,  cette  méthode,  pour  être 
bien  comprise,  demande  à  être  appliquée  à  de  nombreux  exemples. 
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Le  premier  problème  auquel  nous  rappliquions  est  celui-ci  : 

Avec  un  alpliahet  contenant  v  voyelles  et  c  consonnes,  combien 
peut'-on  former  de  mots  de  n  lettres  où  il  nj  ait  jamais  consécu-- 
tii^ement  plus  de  deux  voyelles  ni  de  deux  consonnes? 

Ce  problème  rentre  évidemment  dans  notre  énoncé  général.  II 
en  est  de  même  du  suivant  : 

Ai^ec  V  notes  distinctes,  combien  peut-on  former  de  phrases 
musicales  différentes  présentant  une  durée  déterminée  et  dans 
lesquelles  chat/ue  temps  ne  subisse  que  des  diï^isions  d 'un  certain 
ordre? 

Le  troisième  problème  considéré  par  nous  ne  rentre  point  aussi 
visiblement  dans  notre  énoncé  général  [1  ].  Au  fond,  toutefois,  il 
s'y  ramène,  et  notre  méthode  lui  est  parfaitement  applicable.  C'est 
le  problème  que  voici  : 

Sur  un  damier  présentant  une  largeur  de  c  cases  et  une  pro^ 
fondeur  indéfinie,  par  combien  de  chemins  différents  un  pion 
qui  ne  recule  jamais  et  qui  part  d'une  case  donnée  peut-il  arritfer 
à  une  autre  case  donnée  ? 

On  connaît  la  difficulté  proverbiale  des  problèmes  sur  le  cava- 
lier du  jeu  d'échecs.  Notre  méthode  néanmoins  s'applique  très- 
bien  à  celui-ci  : 

Sur  un  échiquier  présentant  une  largeur  de  c  cases  et  une  pro- 
fondeur indéfinie,  par  combien  de  chemins  différents  un  caualier 
qui  ne  recule  jamais  et  qui  part  d'une  case  donnée  peut-il  arriver 
à  une  autre  case  donnée? 

Ces  quatre  problèmes,  résolus  facilement  par  notre  méthode 
générale,  suffisent,  croyons-nous,  à  en  montrer  la  commodité  et 
l'importance.  Nous  nous  bornons  donc  à  ces  quatre  applications, 
et  nous  terminons  par  quelques  réflexions  sur  la  méthode  en  ana- 
lyse combina  toire. 
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II.  —  Méthode  générale  de  résolution  des  problèmes  considérés. 

3.  Rappelons  d'abord  notre  énoncé  général  [1]  : 

Parmi  les  m"  arrangements  complets  de  m  objets  n  à  riy  com- 
bien y  en  a-tAl  où  les  éléments  consécutifs  satisfont  à  des  condi- 
tions données? 

Puis,  supposons  formés  tous  ces  arrangements  dont  on  demande 
le  nombre,  et  désignons  ce  nombre  lui-même  par  X;,. 

4.  Évidemment,  les  conditions  données  nous  fournissent  le 
moyen  de  classer  en  différentes  espèces  les  parties  terminales  de 
nos  X/x  arrangements,  et,  par  conséquent,  ces  X^  arrangements 
eux-mêmes.  Celte  classification  est  le  premier  fondement  de  notre 
méthode. 

Supposons  qu'elle  soit  effectuée,  c'est-à-dire  que  nos  X„  arran- 
gements soient  ainsi  distribués  en  différentes  espèces,  et  désignons 
par  A;,  le  nombre  des  arrangements  de  la  première  espèce,  par  B;, 
le  nombre  de  ceux  de  la  deuxième,  par  C^  le  nombre  de  ceux  de 
la  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons 

Xfl  '=.  Kfi  -f-  B„  -4-  Cn  -h  .  .  . , 

et  le  calcul  du  nombre  X„  sera  ramené  à  celui  des  nombres  A», 
''^m  ^/i»  •  •  •  • 

5.  Pour  déterminer  ceux-ci,  revenons  aux  conditions  données. 
Quelles  qu'elles  soient,  elles  fournissent,  pour  les  nombres  A;,, 
B/i,  G/2,  . . . ,  des  équations  liant  chacun  d'eux  aux  nombres  A/i.f , 

1j«_0  ^/i— O   •  •  •>  -^/l— 2>  *^/I— 2>  ^/I-.2>   •  •  •  >  An_3,  -D/f.s,  Li/f«3,   •  •  •  >  CtC. 

Dans  la  presque  totalité  des  cas,  ces  équations  ne  contiennent, 
outre  A„,  B;,,  G;,,  ...,  que  les  nombres  A;,_|,B„_|,  C^^i,  .... 
Dans  des  cas  exceptionnels,  comme  le  problème  [2]  sur  le  ca- 
valier du  jeu  d'échecs,  on  est  obligé  de  prendre  aussi  A,i_2» 
B„_2>  C„_2>  •  •  •  ;  mais  il  n'arrive  pour  ainsi  dire  jamais  qu'il  faille 
aller  jusqu'aux  nombres  A;,_3,  B;,_3,  C;,_3,  . . . ,  ni,  a  fortiori,  aux 
nombres  antérieurs. 

Quoi  qu'il  en  soit,  si  nous  appelons  X  le  nombre  des  espèces  de 
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nos  arrangements,  les  conditions  données  entre  les  éléments  con- 
sécutifs nous  fournissent  X  équations  reliant  les  nombres  cherchés 
A«,  Bjty  Cny  . . .  aux  nombres  analogues  correspondant  aux  précé- 
dentes valeurs  de  n. 

6.  Entre  ces  X  équations  et  celles  qu'on  en  peut  déduire  en 
faisant  varier  n^  séparons  les  nombres  A,  B,  C,  . . . ,  c'est-à-dire 
effectuons  les  éliminations  nécessaires  pour  obtenir,  à  la  place  de 
ces  équations,  des  équations  nouvelles,  telles  que  chacune  d'elles 
ne  renferme  que  des  nombres  A,  ou  des  nombres  B,  ou  des  nom- 
bres C,  etc. 

L'équation  ne  contenant  que  des  nombres  A  exprime  la  loi 
d'une  suite  récurrente  dont  A«  constitue  le  terme  général.  De 
même  pour  celles  qui  ne  renferment  que  des  nombres  B,  que  des 
nombres  C,  et  ainsi  de  suite. 

7.  Ainsi  Aj,  est  le  terme  général  d*une  certaine  suite  récurrente 
dont  on  connaît  la  loi.  €k>mme  on  peut  toujours  calculer  direc- 
tement les  premiers  termes  de  cette  suite,  on  peut,  en  se  fondant 
sur  la  théorie  des  suites  récurrentes,  parvenir  à  l'expression  géné- 
rale de  Ajt.  Par  des  procédés  identiques,  on  arrivera  à  celle  de  Bj,, 
à  celle  de  C^,  etc. 

Il  va  sans  dire  que,  dans  le  cours  de  ces  calculs,  on  profitera  de 
toutes  les  simplifications  qui  se  pourront  présenter,  et  que,  les 
expressions  de  Ai,,  B^,,  Cn,  ...  une  fois  obtenues,  il  suffira  de  les 
ajouter  pour  avoir  X,,,  c'est-à-dire  pour  obtenir  la  solution  même 
du  problème  considéré. 

8.  En  résumé,  noire  méthode  se  réduit  aux  quatre  opérations 
suivantes,  dont  les  deux  premières  sont  purement  combinatoires 
et  les  deux  dernières  purement  algébriques  : 

Tirer  des  conditions  relatives  aux  éléments  consécutifs  un 
mode  de  classification  des  arrangements  dont  on  cherche  le 
nombre; 

Déduire  de  ces  mêmes  conditions  les  équations  qui  donnent 
Am,  Bji,  Cji,  ...  en  Jonction  des  nombres  analogues  correspondant 
aux  précédentes  valeurs  de  n  ; 

Entre  ces  équations  et  celles  qu'on  en  déduit  en  faisant  varier 
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w,  séparer,  par  une  suite  d* éliminations,  les  nombres  inconnus  A, 
15)  \jtj  •  •  •\ 

Enfin,  déterminer  les  expressions  respectives  de  AnyB/fjCuf  '»- 
et  les  ajouter. 

9.  Nous  allons  appliquer,  et  d'une  façon  absolument  littérale, 
cette  méthode  générale  à  la  résolution  des  quatre  problèmes  que 
nous  avons  déjà  énoncés  [2]. 


ni.  —  Problème  sur  l'alphabet. 

10.  ^vec  un  alphabet  contenant  u  "voy elles  et  c  consonnes, 
combien  peut-on  Jbr mer  de  mots  de  n  lettres  oii  il  ri  y  ait  jamais 
consécutivement  plus  de  deux  voyelles  ni  de  deux  consonnes  ? 

Tel  est  le  premier  problème  énoncé  par  nous.  Il  rentre  évidem- 
ment dans  notre  énoncé  général  [1],  et,  par  suite,  notre  méthode 
générale  lui  est  applicable.  Cette  application,  comme  nous  Talions 
voir,  présente  une  simplification  remarquable  qui,  d'ailleurs,  se 
rencontre  très-fréquemment  et  que  Ton  peut,  pour  ainsi  dire,  faire 
naître  à  volonté. 

11.  Supposons  formés  tous  les  mots  de  n  lettres  dont  nous 
cherchons  le  mombre,  et,  par  la  considération  des  conditions  don- 
nées, d'une  part,  des  lettres  qui  terminent  ces  mots  d'autre  part, 
tâchons  de  les  classer. 

Nous  trouvons  que  ces  mots  sont  de  quatre  espèces  différentes  : 

i*^  Ceux  qui  finissent  par  une  voyelle  unique; 

2°  Ceux  qui  finissent  par  deux  voyelles  consécutives  ; 

3®  Ceux  qui  finissent  par  une  consonne  unique  ; 

4°  Ceux  qui  finissent  par  deux  consonnes  consécutives. 

Appelons  V'„,  V^,  C^,  C^  les  nombres  de  mots  respectivement 
compris  dans  ces  quatre  espèces;  désignons  par  X,,  le  nombre 
total  des  mots  cherchés.  Nous  avons 

X;t  =  V„  H-  V„  H-  C„  -t-  C^ , 

et  nous  serions  conduits  à  calculer  V^',^,  V',,  C'„,  C',,  n'était  la  sim- 
plification annoncée. 
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12.  Continuant  à  appliquer  notre  méthode  générale,  cherchons 
les  équations  qui  lient  les  nombres  V'^,  V,,,  C^,  C]^   aux  nombres 

V  \'      C       C 

Les  mots  de  n  lettres  finissant  par  une  voyelle  unique  se  dé- 
duisent évidemment  des  mots  de  /i  —  i  lettres  finissant  soit  par 
une,  soit  par  deux  consonnes.  Il  suffit,  pour  obtenir  ceux-là, 
d'écrire  à  la   suite  de  ceux-ci,  successivement,  une   à   une,  les 

V  voyelles  données.  De  là  cette  relation 

v;=(c„_.+c;_.)... 

Chaque  mot  de  n  lettres  finissant  par  deux  voyelles  s'obtient 
évidemment  par  Tadj onction  d'une  des  v  voyelles  données  à  la 
suite  d'un  mot  de  /i  —  i  lettres  finissant  par  une  voyelle  unique. 
Donc 

V"  —  V      V 

En  raisonnant  de  la  même  façon  sur  les  mots  terminés  par  une 
ou  par  deux  consonnes,  on  trouve  les  deux  nouvelles  relations 

c„=(v;_,+v;_,)c, 

qui,  jointes  aux  précédentes,  forment  un  nombre  d'équations  égal 
au  nombre  des  espèces  de  notre  classification. 

j3.  A  l'aide  d'un  calcul  fort  aisé,  nous  tirons  de  ces  quatre 
équations  les  quatre  relations  nouvelles 

c;  =  ^cc^-t  -+-  ^'^^  •+■  ^)  c;-3  -4-  [^cYC^-K- 

Ces  relations,  où  V,  V",  C,  C"  sont  séparés,  montrent  que 
ces  nombres  sont  chacun  le  terme  général  d'une  série  récurrente 
proprement  dite. 

Il  se  trouve  que  ces  quatre  séries  récurrentes  ont  des  lois  iden- 
tiques, et  cette  particularité,  origine  de  la  simplification  annoncée 
[10],  nous  dispense  de  calculer  isolément  V'„,  V^,  C,,,  C',  et  nous 
permet  d'obtenir  immédiatement  X„. 


'  n 

— 

'•^v'„. 

-1 

K 

•"^v:,. 

-î 

c„ 

"^c;. 

-j 
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14.  En  effelj  ajoutons  membre  à  membre  nos  quatre  dernières 
équations,  en  nous  rappelant  l'égalité  fondamentale 

X„  =  V„  -4-  V^  -4-  C„  -t-  C^ ; 

nous  trouvons  aussitôt 

X„  =r  PcX„-,  -hvclv-h  c)X„_sH-  ( w)*X„^v- 

Le  nombre  X«  est  donc  le  terme  général  d'une  série  récurrente 
proprement  dite,  dont  Téquation  génératrice  est  Téquation  du 
quatrième  degré 

Gomme  nous  ne  connaissons  point  les  racines  de  cette  équation  y 
nous  ne  pouvons  appliquer,  pour  écrire  l'expression  générale  de 
X;,,  les  règles  de  Lagrange,  lesquelles  supposeraient  cette  équation 
résolue.  Nous  recourrons  donc  aux  règles  que  nous  avons  précé- 
demment données  pour  écrire  le  terme  général  d'une  série  récur- 
rente en  fonction,  non  plus  des  racines,  mais,  ce  qui  est  infiniment 
plus  commode,  des  coefficients  de  l'équation  génératrice. 

Ces  règles  pourraient  nous  conduire  à  plusieurs  expressions 
de  X/i*,  nous  n'en  donnerons  qu'une. 

15.  Posons,  conformément  à  ces  règles, 

Xi  =  ar,, 
Xj=  x,, 

X3=^8-|-  »'^X,, 

J^e  nombre  cherché  X„  sera  donné  par  la  formule 

X„  =  ^iH^(«,  i)  -t-  x,^(/i,  a)  -f-  ^3^ (/î,  3)  -4-  Jc,W{n,  4), 

dans  laquelle  Xi,  ar^,  x^,  x^j  qu'on  peut  aisément  calculer,  ont 
pour  valeurs  respectives  i^-t-c,  (i'-hc)^,  ^\fc[v'^-c)  et  2(i^c)^, 
et  où  Y(/2,  i)  est  fourni,  pour  chaque  valeur  de  i,  par  l'égalité 

le  signe  \  s'étendant,  pour  les  entiers  (3,  y,  î,  à  tous  les  systèmes 
VII.  4 
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de  valeurs  positives  ou  nulles  qui  satisfont  à  la  condition 

ap  H-  Sy  -4-  4^  =  '^  —  '• 
Telle  est  l'expression  générale  de  Xj,. 

nr.  —  Problème  sur  la  mntiqiia. 

i6.  Avec  V  notes  distinctes,  combien  peut-on  fortner  de  phrases 
musicales  dijfférentes  présentant  une  durée  déterminée  et  dans 
lesquelles  chaque  temps  ne  subisse  que  des  divisions  d'an  certaÎM, 
ordre? 

Avant  d'aborder  la  résolution  de  ce  très-intéressant  problirae, 
nous  ferons  remarquer  que  Ton  peut  toujours  le  ramener  au  cas 
où  les  temps  ne  sont  point  divisés.  Si  Jes  temps  étaient  partagés, 
par  exemple,  en  moitiés,  en  tiers  ou  en  quarts,  on  pourrait  prendre 
une  moitié,  un  tiers  ou  un  quart  de  temps  pour  unité  de  durée. 
En  d'autres  termes,  nous  pouvons  toujours  supposer  la  durée  to- 
tale de  la  phrase  partagée  en  un  certain  nombre  de  petites  durées, 
toutes  égales  entre  elles,  et  remplir  chacune  entièrement  par  on 
élément  musical  unique  ;  rien  ne  nous  empêche  d*appeler  chacune 
de  ces  petites  durées  im  temps. 

En  conséquence,  nous  pouvons,  sans  restreindre  la  généralité 
de  notre  présent  problème,  en  mettre  Fénoncé  sous  cette  nouvelle 
forme  : 

jivec  V  notes  distinctes,  combien  peut-on  former  de  phrases 
musicales  dij^ér entes,  de  n  temps  non  divisés? 

17.  A  chacun  de  ces  nouveaux  temps  correspondra,  comme 
nous  venons  de  le  dire,  un  élément  unique.  Donc  chacune  de  nos 
phrases  sera  un  groupe  de  n  éléments. 

Ces  éléments,  d*aiUeurs,  seront  é^îdemment  de  trois  sortes  : 
note  articulée,  silence,  prolongation. 

La  note  articulée  sera  l'une  quelconque  des  v  notes  données: 
elle  pourra  se  placer  après  un  élément  quelconque. 

LiC  silence  pourra  aussi  se  mettre  après  tout  élément. 

La  prolongation  pourra  suivre  une  note  articulée  ou  une  pro- 
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longation,  mais  ne  devra  jamais  suivre  un  silence,  un  silence  pro- 
longé ne  différant  point,  en  effet,  d'un  silence  répété;  il  y  aurait 
double  emploi. 

18.  Ces  explications  données,  supposons  formées  toutes  les 
phrases  musicales  qu'on  nous  demande  et  désignons-en  le  nombre 
par  X„. 

Ces  phrases  sont  de  trois  sortes,  puisque  leur  dernier  élément, 
qui  occupe  par  hypothèse  le  /i**"*  rang,  est  une  note  articulée,  un 
silence  ou  une  prolongation. 

Nous  désignerons  par  An  le  nombre  des  phrases  de  n  éléments 
qui  finissent  par  une  note  articulée  ;  nous  appellerons  Su  le  nombre 
de  celles  qui  finissent  par  un  silence,  et  P^  le  nombre  de  celles  qui 
finissent  par  une  prolongation. 

19.  Conformément  à  notre  méthode  générale,  nous  venons  de 
classer  nos  phrases  de  n  éléments.  Il  nous  reste,  pour  transformer 
notre  problème  en  une  simple  question  de  calcul,  à  trouver  les 
équations  qui  relient  les  nombres  A/j,  S/,,  P/i,  dont  la  somme  est 
X„,  aux  nombres  précédents  A,|»|,  S««i,  P/i-|. 

Évidemment,  on  obtiendra  toutes  les  phrases  de  n  éléments 
terminées  par  une  note  articulée  en  faisant  suivre  successivement 
de  chacune  des  v  notes  données  toutes  les  phrases  de  n  —  i  élé- 
ments. De  là  cette  première  équation 

K  —  (  An~i  H-  S„_i  4-  P„_i  )  V. 

De  même,  on  obtiendra  toutes  les  phrases  de  n  éléments  finis- 
sant par  un  silence  en  plaçant  un  silence  après  toutes  les  phrases 
Ae  n  —  I  éléments.  De  là  cette  deuxième  équation 

S»  =  A|i_i  -f-  Brt_i  -4-  Cn-i* 

Enfin,  pour  former  toutes  les  phrases  de  n  éléments  terminées 
par  une  prolongation,  il  suffira  d'écrire  une  prolongation  à  la  suite 
de  chacune  des  phrases  de  n — i  éléments  finissant  soit  par  une 
noie  articulée,  soit  par  une  prolongation.  De  là  cette  troisième 
équation 

4- 


Nous  possêfloDs  ainsi  trois  relalions  entre  les  nonifares  A*.  S«« 
P«  el  les  nombres  A«^i,  S«.i,  P«.|. 


âO.  De  ces  relations  et  de  ceUes  qn^on  en  dMoil  «  laisanl 
varier  m  on  tire,  par  un  calcul  facile,  les  trois  rdatioBS  Boaireiles 


P.-  >  — a  P*-,  — P.-t  =  €>, 


<i|ifti  nous  pennettiaienl  de  dêtenaiBcr  les  eipressaoBS  vespcctnes 
des  noakiwes  A«^  Ss«  P«. 

Grk^  4  ridendlê  de  ces 
cette  dêtenainatiMi*  En  les 


^^K^^^^V^MiHlH^H^t   ^M^^K^^  ^HKf^^^u 


^.  Eit  jpf^fi^uiutt  À  ces  degnieis  lesufcito  k  pauccdê  de  Lt- 


\- 
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22.  Si;  au  lieu  du  procédé  de  Lagrange,  on  emploie  le  premier 
de  ceux  que  j^ai  fait  connaître,  on  trouve 

X;.=  (v-M)y(//,  l)-Y(/i,2), 

H'(w,  i)  étant  donné  par  Tégalité 

dans  laquelle  le  \  s'étend  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  possibles 
des  entiers  non  négatifs  a  et  |3  qui  satisfont  à  la  condition 

23.  On  peut  remarquer  que,  si,  négligeant  absolument  les  effets 
d'intonation  y  on  veut  ne  tenir  compte  que  des  effets  de  mesure, 
notre  problème  se  réduit  à  celui-ci  : 

Parmi  les  phrases  musicales  composées  de  n  temps  non  divisés, 
combien  s'en  trou^e-t-il  qui  diffèrent  par  la  mesure? 

Ce  problème  est  évidemment  un  cas  particulier  du  précédent; 
il  suffit,  pour  en  obtenir  la  solution,  de  remplacer,  dans  les  ré- 
sultats qu'on  vient  d'écrire,  la  lettre  v  par  Tunité. 

V.  —  Problème  sur  le  jeu  de  dames. 

24.  Sur  un  damier  présentant  une  largeur  de  c  cases  et  une 
profondeur  indéfinie,  par  combien  de  chemins  un  pion  qui  ne 
recule  jamais  et  qui  part  d 'une  case  donnée  peut-il  arriver  à  une 
autre  case  donnée? 

Pour  abréger  les  éliminations  auxquelles  conduit  notre  méthode, 
nous  supposerons  c  égal  à  6.  Cette  hypothèse  n'aura  d'autre  effet 
que  d'abréger  les  calculs;  notre  méthode  générale  n'en  sera  ni 
restreinte  ni  altérée. 

25.  Nous  supposons  donc  notre  damier  formé  par  une  suite  de 
rangées  de  six  cases  chacune.  Nous  supposerons  de  plus  que,  dans 
la  première  rangée,  la  première  case  à  gauche  soit  blanche,  et  que 
noire  pion  parle  d'une  case  blanche  de  celle  première  rangée. 


Nous  distinguerons  d'ailleurs  deux  sortes  de  rangées  :  celles  de 
rang  impair,  qui  commencent  par  une  case  blanche  et  (jiie  nous 
nommerons  rangées  impaires;  celles  de  rang  pair,  qui  commen- 
cent par  une  case  noire  et  que  nons  nommerons  rangées  paires . 

La  case  de  départ  de  notre  pion  appartenant  toujours  à  la  pre- 
mière rangée  impaire,  la  case  d'arrivée  pourra  appartenir  soit  à 
la  h'*°"  rangée  impaire,  soil  à  la  n'*™  rangée  paire.  De  là,  dans  le 
problème  actuel,  deus  cas  différents  que  nous  traiterons  l'un  après 
l'autre. 

â6.  Supposons  d'abord  que  notre  pion  ait  sa  case  d'airiv^  mr 
la  n"*""*  rangée  impaire. 

Tous  les  chemins  par  lesquels  ce  pion  peut  arriver  snr  une  case 
de  cette  n'*"  rangée  impaire  peuvent  se  classer  en  trois  espèces  : 
ceux  qui  se  terminent  sur  la  première  case  blanche  de  cette 
rangée,  ceux  qui  se  terminent  sur  la  deuxième,  ceux  qui  se  ter- 
minent sur  la  troisième,  les  cases  étant  comptées  à  partir  de  la 
gauche. 

Nous  appellerons  P„,  Q»,  Rn  les  nombres  respectifs  de  ces  trois 
sortes  de  chemins. 

27,  La  n'*°"  rangée  impaire  est  précédée  par  la  (n — 1}'*°"  rangée 
paire.  Si  nous  appelons  S„_(,  Tn_),  Un_i  les  nombres  respectifs 
des  chemins  qui  se  terminent,  à  partir  de  la  gauche,  sur  la  pre- 
mière, la  deuxième  ou  la  troisième  case  blanche  de  cette  rangée 
paire,  nous  avons,  d'après  la  marche  bien  connue  du  pion  du  jeu 
de  dames,  les  six  égalités  suivantes  : 

Q„=  S„-,  +  T„_,.     T„_|  =  Q,_i  +  R„-„ 
R„  =  T„^,  +  U„_,,     U„_,  =  B,_,, 

d'où  nous  tirons  immédiatement 

P„  =  P„_,  +  Q„_,, 

R„  =  Q„_,-l-aR„_,. 

28.  Une  suite  d'éliminations   faciles,  cfïccluécs  sur  ces  der- 
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nières  égalités,  nous  donne  les  relations  suivantes  : 

P„  =  5P„^,  -  6P„-,  -4-  P„.„ 

lesquelles  nous  montrent  que  chacun  des  nombres  P;,^  Q;i>  ^n  ^st 
le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite,  admettant 
Téquatlon  génératrice  du  troisième  degré 

x* —  Sx^-h&x—  I  =  o. 
29.  Par  suite,  si  nous  posons 

Pi  =7^1. 
Pî=/'i-+-5Pi, 

P,=;;,4-5P,-6P|, 

lu  valeur  de  P,i  nous  est  donnée  par  la  formule 
l'expression  V(/i,  i)  étant  définie  par  Tégalité 

n».')=2t^î|^5-,-6,.. 

dans  laquelle  leN  s'étend  à  tous  les  systèmes  possibles  de  valeurs 
des  entiers  non  négatifs  a,  ]3,  y  qui  satisfont  à  la  condition 

a  -+-  ^|5  -f-  3y  =  «  —  /. 

Les  expressions  de  Q;,  et  R/,  sont  identiques;  il  suffirait,  pour 
les  obtenir,  de  remplacer  dans  tout  ce  que  nous  venons  d'écrire  P 
et  p  soit  par  Q  et  y,  soit  par  R  et  r. 

30.  En  raisonnant  de  même  pour  le  cas  où  la  case  d'arrivée 
appartient  à  une  rangée  paire,  on  trouverait 

T»  =  5T„-i  —  6T„»a  -+-  T„_„ 
Pour  obtenir  les  expressions  de  S,,,  U,i,  T„,  il  suffirait  de  prendre 


celles  de  P^,  Q«,  R»  et  d'y  remplacer  les  leUres  P  et  ^,  Q  et  f ,  R 
et  r  respectiYement  par  les  lettres  S  et  « ,  T  et  t,  U  et  u. 

31 .  Il  est  bien  clair  que,  par  les  réaidtats  qui  précèdent,  notre 
problème  sur  le  pioo  dn  jeu  de  dames  se  trouve  complètement 
résolu.  Pour  le  bien  montrer,  considérons-ea  un  cas  parUcolier 
quelconque,  celui,  par  exemple,  où,  la  case  de  départ  étant  la  se- 
coode  case  blanche  de  la  première  rangée  impure,  la  c««e  d'ar- 
rivée est  la  troisième  de  la  n'*~  rangée  paire. 

Le  nombre  cherché  est  V^,  Nous  trouvons,  par  un  calcnl  dûect, 

U,  =  o,     D,  =  i,    V,  =  4, 
et,  par  suite, 

«i:=:a,     «1=1,     *(  =  — ■■ 

Donc  nous  avons,  pour  toutes  valeurs  de  a,  et  en  consemnt  aoK 
expressions  V  les  signi6cations  [S9]  que  nous  leur  avons  assignées, 

n.  -  fiékUÊÊ»  av  la  tM  riilm 

3S.  S«r  «n  échiquier  préiaitant  une  largeur  ife  c  cases  eC  nue 
profondettr  ùtdéfitiie,  par  omtBiea  de  ckemims  diffih'emts  tm  ca- 
valier qui  ne  reatle  jamais  et  qui  part  d'une  case  donnée  peut-il 
arriver  à  une  autre  case  doanée? 

Tel  est  le  problème  que  nous  nous  proposons  de  résoudre. 
Pour  en  abréger  les  calcub,  nous  prendrons  c  égal  à  4-  Mais  nous 
ferons  obsei^er  que  celte  valeur  particulière  attribuée  i  c  n'enlète 
rien  à  la  généralité  de  la  mélbode  que  nous  allons  suivre;  elle  n*a 
d'autre  effet  cpie  de  rendre  moins  longnes  les  éliminations  aux- 
quelles se  rédoit  la  troisième  partie  [ft]  de  notre  métbode  gé- 
nérale. 

33.  Dans  cette  hvpotliêse.  notre  éclùqnïer  aura  une  largenr  de 
quatre  cases  et  une  profondeur  indéfinie.  Nous  pourrons  le  re- 
garder comme  formé  par  une  suite  de  rangées  de  quatre  cases 
chacune.  Nous  supposerons  que  notre  cavalier  ait  pour  point  de 
départ  une  case  de  la  première  rangée  et  pour  point  d^arrîvée 
Hue  ea^e  de  la  t/*^. 
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34.  Les  chemins  différents  que  peut  suivre  un  cavalier  partant 
d'une  case  de  la  première  rangée  et  arrivant,  sans  jamais  reculer, 
à  une  case  de  la  7i**°°  peuvent  se  classer  en  quatre  espèces,  suivant 
qu'ils  aboutissent  finalement  à  telle  ou  telle  des  quatre  cases  de 
cette  rangée.  Prenons  ces  cases  de  gauche  à  droite,  et  appelons  P« 
le  nombre  des  chemins  aboutissant  à  la  première  case,  Q;,  celui 
des  chemins  aboutissant  à  la  deuxième,  R;,  et  S,i  ceux  des  chemins 
qui  aboutissent  respectivement  à  la  troisième  et  à  la  quatrième. 
Si  nous  donnons  un  moyen  de  calculer  chacun  de  ces  nombres, 
notre  problème  sera  résolu. 

35.  Pour  trouver  ce  moyen,  cherchons  les  relations  qui  existent 
entre  les  nombres  P»,  Q,i,  R/j,  S„  et  les  nombres  analogues  d'in- 
dices moindres. 

La  marche  connue  du  cavalier  et  la  figure  formée  par  les  trois 
rangées  correspondant  sur  notre  échiquier  aux  trois  indices  /i. 
Il  —  I ,  n  —  2  nous  donnent  immédiatement  les  égalités  suivantes  : 

P«  =  Q/.-i-4-R»-i. 

^n=  Pn— 1  "•"  Q/»— <  ~*~  S;,_j, 
S»  =  Qn— 1  "♦"  ^/i— 4ï 

et,  amenée  à  ce  point,  la  solution  de  la  question  n'est  plus  qu'un 
calcul  ordinaire. 

36.  Par  une  suite  d'éliminations,  que  des  remarques  assez 
simples  peuvent  rendre  faciles,  nous  déduisons  des  quatre  rela- 
tions qui  précèdent  les  quatre  relations  suivantes  : 

P„    =    2P„^,    -+-    2P;,_,    H-    4P;,.5    H-    2P;,^«     -      P„_g, 

Q«  =  ^Qn-«  -^  ^Q/,-^  +  4Q/I-B  -+-  ^Qn-6  —  Q«-8, 

R„  =  2R;,«, -+-  2R„>.,  4-  4R«-»  +  2R;,_e  —  R„^8, 

s„  =  2S„_,  -f-  2S„_^  -h  4s«-5  -^  ^s„-6  —  S„_8, 

qui  nous  montrent  d'abord  que  les  nombres  P;,,  Q„,  R„,  S„  con- 
stituent chacun  le  terme  général  d'une  série  récurrente  propre- 
ment dite,  ensuite  que  chacune  de  ces  séries  admet  l'équation 
^génératrice 

.r'  —  nx^  —  2a:*  —  ^x^  —  2a:'  -♦-  I  =  O, 


laquellff  peut  s'écrire  aussi 
37.  Or«  krs  procédés  que  im 


^»ressioD  générale  de  P^.  Q^ 
sidét\Miis«  tm  effet.  P^  :  noos  savons  que,  si  Ton  pose 

Pi=^- 
Pt  =  /^ 

P»=:#^—aF,--aF,. 
Pé^A-^^P^—  iP,— 4P,. 
P^=^^3P,-iP,^4Pf>Pt. 

P»  =i^—  *P«—  *P.—  iPi—  *P«- 


^Mft  ^  ifciwHilîfwniwctil 


9 

P,  =X    »*▼    c:  ^ 


r^jac  >»7«uitf  TMT  .  ^ 


■    I. 


*  ''    -   4       -•  ^»-  —  ï^  —  T^'  =:  »  —   * 


-so- 
dés que  l'on  connaîtra  la  case  de  départ;  donc  notre  problème  est 
complètement  résolu. 

39.  Pour  en  bien  faire  comprendre  la  solution,  prenons  un 
exemple  particulier.  Supposons  que  la  case  de  départ  soit  la  se- 
conde de  la  première  rangée  et  la  case  d'arrivée  la  quatrième  de 
la  w**™*  rangée.  Il  s'agira  de  calculer  S«. 

Or,  dans  ce  cas  particulier,  on  voit  directement  que  les  huit 
nombres  ^o  ^27  ^3>  ^4»  ^5>  ^67  ^7>  «^8  sont  respectivement  o,  1,0,  —  1 , 
I ,  I  y  Oy  o.  Donc  on  a 

Sn=zV(n,  2)  -  T(/i,  4)  -f.  ^(n,  5)  -h  Y(//,  6), 

les  quantités  ¥  gardant  les  significations  qu'on  leur  a  données  [37] 
plus  haut. 

VIL  —  Snr  la  méthode  en  analyse  comliinatoire. 

40.  Les  problèmes  de  l'analyse  combinatoire  sont  de  telle  na- 
ture, que  la  résolution  s'en  réduit  presque  toujours  à  la  recherche 
du  nombre  X;„^„  des  groupes  que  l'on  peut  former,  suivant  cer- 
taines lois  données,  avec  m  objets  pris  7t  à  /i.  La  détermination 
de  ce  nombre  dépend  évidemment  des  lois  données;  d'ordinaire, 
elle  présente  des  difficultés  réelles  d'autant  plus  grandes,  qu'on 
ne  trouve,  dans  les  Livres  et  Mémoires,  pour  ainsi  dire  aucune 
indication  sur  la  manière  de  les  surmonter. 

Évidemment  d'ailleurs,  ces  diflicultés  sont  de  deux  sortes,  les 
unes  de  raisonnement,  les  autres  de  calcul;  car  la  détermination 
du  nombre  ^m,ny  comme  la  résolution  des  problèmes  de  l'analyse 
ordinaire,  comprend  deux  parties  successives  :  une  partie  de  rai- 
sonnement, analogue  à  la  mise  en  équations  des  problèmes  d'Al- 
gèbre ;  une  partie  de  calcul,  analogue  à  la  résolution  de  ces  équa- 
tions. 

41 .  C'est  dans  la  première  partie  que  se  présentent  les  difficultés 
les  plus  sérieuses.  On  s'y  propose,  non  pas,  certes,  de  trouver  l'ex- 
pression même  de  ^m,n  en  fonction  de  //i,  de  n  et  des  paramètres 
introduits  par  les  lois  dont  nous  avons  parlé  :  une  détermination 
aussi  immédiate  ne  pourraitconvenir  qu'à  des  cas  tellement  simples. 


Nous  possédons  ainsi  trois  relations  entre  les  nombres  A,,,  Sy,, 
P„  et  les  nombres  A;,_i,  S;,_i,  Pff_|. 

20.  De  ces  relations  et  de  celles  qu*on  en  déduit   en  faisant 
varier  n  on  tire,  par  un  calcul  facile,  les  trois  relations  nouvelles 

A„  —  (  V -h  2  )  A„_, -t- A«_,  =  o, 
S;,  —  (v  -f-  2)  S„_i  -h  S„^,  —  G, 

P„  —  (v  -f-  2)  P«-t  -+-  P„-,  =  O, 

qui  nous  permettraient  de  déterminer  les  expressions  respectives 
des  nombres  A„,  S/j,  P,,. 

Grâce  à  Tidentité  de  ces  relations,  nous  sommes  dispensés  de 
cette  détermination.  En  les  ajoutant  membre  à  membre,  nous 
trouvons  immédiatement 

X„  —  (v  -f-  2)  X„_i  -+-  X„^,  =  o, 

et  nous  voyons  que  X„  est  le  terme  général  d'une  série  récurrenle 
proprement  dite,  dont  Téquation  génératrice  est  évidemment 

x' —  (v  -h  2)x-M  =  o. 

21.  En  appliquant  à  ces  derniers  résultats  le  procédé  de  La- 
grange,  nous  trouvons,  pour  Texpression  générale  de  X„, 

X„  =r  fj  R j  -f-  /jj R j, 

Ri  et  R2  étant  les  racines  de  Téquation  génératrice  qui  précède  [20\ 
et  t^  et  <2  des  coefiîcients  indépendants  de  n,  satisfaisant  aux  équa- 
tions 

/i  Ri  -f-  /,  R,  —  Xi,     ty  RJ  4-  /i  RJ  =  X„ 

dans  lesquelles  on  a,  comme  on  peut  le  voir  directement, 

Xi  =  v-f- 1,     X,  =  v*-t-  3v  -h  I. 

Si  Ton  effectue  les  calculs,  on  trouve  finalement 


1/  V  \    /v  -+-  2  V'v*  -+-4v\'' 
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22.  Si;  au  lieu  du  procédé  de  Lagrange,  on  emploie  le  premier 
de  ceux  que  j^ai  fait  connaître,  on  trouve 

X„=(v4-i)T(«,l)-Y(«,2), 

H'(w,  i)  étant  donné  par  Tégalité 

dans  laquelle  le  \  s'étend  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  possibles 
des  entiers  non  négatifs  a  et  |3  qui  satisfont  à  la  condition 

23.  On  peut  remarquer  que,  si,  négligeant  absolument  les  effets 
d'intonation,  on  veut  ne  tenir  compte  que  des  effets  de  mesure, 
notre  problème  se  réduit  à  celui-ci  : 

Parmi  les  phrases  musicales  composées  de  n  temps  non  divisés, 
combien  s'en  trouv^e-t-il  qui  diffèrent  par  la  mesure? 

Ce  problème  est  évidemment  un  cas  particulier  du  précédent; 
il  suffit,  pour  en  obtenir  la  solution,  de  remplacer,  dans  les  ré- 
sultats qu'on  vient  d'écrire,  la  lettre  v  par  Tunité. 

V.  —  Problème  sur  le  jeu  de  dames. 

24.  Sur  un  damier  présentant  une  largeur  de  c  cases  et  une 
profondeur  indéfinie,  par  combien  de  chemins  un  pion  qui  ne 
recule  jamais  et  qui  part  d'une  case  donnée  peut-il  arriver  à  une 
autre  case  donnée? 

Pour  abréger  les  éliminations  auxquelles  conduit  notre  méthode, 
nous  supposerons  c  égal  à  6.  Cette  hypothèse  n'aura  d*autre  effet 
que  d'abréger  les  calculs;  notre  méthode  générale  n'en  sera  ni 
restreinte  ni  altérée. 

25.  Nous  supposons  donc  notre  damier  formé  par  une  suite  de 
rangées  de  six  cases  chacune.  Nous  supposerons  de  plus  que,  dans 
la  première  rangée,  la  première  case  à  gauche  soit  blanche,  et  que 
noire  pion  parle  d'une  case  blanche  de  celle  première  rangée. 


--  54  - 

Nous  distinguerons  d'aillears  deux  sortes  de  rangées  :  ceUes  de 
rang  impair,  qui  commencent  par  une  case  blanche  et  que  nous 
nommerons  rangées  impaires  ;  celles  de  rang  pair,  qui  commen- 
cent par  une  case  noire  et  que  nous  nommerons  rangées  paires. 

La  case  de  départ  de  notre  pion  appartenant  toujours  à  la  pre- 
mière rangée  impaire,  la  case  d'arrivée  pourra  appartenir  soit  à 
la  n}^^  rangée  impaire,  soit  à  la  it'*"*  rangée  paire.  De  là,  dans  le 
problème  actuel,  deux  cas  différents  que  nous  traiterons  l*un  après 
l'autre. 

26.  Supposons  d'abord  que  notre  pion  ait  sa  case  d'arrivée  sur 
la  n«*- rangée  impaire. 

Tous  les  chemins  par  lesquels  ce  pion  peut  arriver  sur  une  case 
de  cette  ti'*"*  rangée  impaire  peuvent  se  classer  en  trois  espèces  : 
ceux  qui  se  terminent  sur  la  première  case  blanche  de  cette 
rangée,  ceux  qui  se  terminent  sur  la  deuxième,  ceux  qui  se  ter- 
minent sur  la  troisième,  les  cases  étant  comptées  à  partir  de  la 
gauche. 

Nous  appellerons  P^,  Q^,  Rn  les  nombres  respectifs  de  ces  trois 
sortes  de  chemins. 

27.  La  7i**"*  rangée  impaire  est  précédée  par  la  {n — i  )'*"^  rangée 
paire.  Si  nous  appelons  S„_4,  T;,_|,  U;t_i  les  nombres  respectifs 
des  chemins  qui  se  terminent,  à  partir  de  la  gauche,  sur  la  pre- 
mière, la  deuxième  ou  la  troisième  case  blanche  de  cette  rangée 
paire,  nous  avons,  d*après  la  marche  bien  connue  du  pion  du  jeu 
de  dames,  les  six  égalités  suivantes  : 

P»  =^  S;,_|,  S„_i  =  P„_i  4-  On— l» 

Qn=  S„_i  ■+-  Trt— I,     T;,«|  =  Qn-i  -+-  R/»-i, 
R«  =  T;i-i  -h  U„_i,     Urt_i  =  R/i— 1  » 

d'où  nous  tirons  immédiatement 

Q»=Pn-l-+-^Qn-|-+-R«-.|, 

28.  Une  suite   d'éliminations  faciles,  effectuées  sur  ces   der- 
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nières  égalités,  nous  donne  les  relations  suivantes  : 

P„  =  5P„^i  -  6P„_,  -4-  P„«„ 

lesquelles  nous  montrent  que  chacun  des  nombres  P^,»  Q/i»  ^n  est 
le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite,  admettant 
Téquation  génératrice  du  troisième  degré 

x* —  54r'-t-6x—  1  =  0. 

29.  Par  suite,  si  nous  posons 

Pi  =7^1. 

Pi=/'«-+-5P„ 

P»=/'»H-5P,-6P|, 

lu  valeur  de  P,i  nous  est  donnée  par  la  formule 

P»  =  iPi^('^  i)  -f-/>,H(/<,  2)  -f-T'a^l'^  3), 

l'expression  V(/i,  i)  étant  définie  par  Tégalité 

dans  laquelle  le\  s'étend  à  tous  les  systèmes  possibles  de  valeurs 
des  entiers  non  négatifs  a,  ]3,  y  qui  satisfont  à  la  condition 

a  -+-  2/5  -h  Sy  =  «  —  /. 

Les  expressions  de  Q/,  et  R/,  sont  identiques  ;  il  suffirait,  pour 
les  obtenir,  de  remplacer  dans  tout  ce  que  nous  venons  d'écrire  P 
et  p  soit  par  Q  et  y,  soit  par  R  et  r. 

30.  En  raisonnant  de  même  pour  le  cas  où  la  case  d'arrivée 
appartient  à  une  rangée  paire,  on  trouverait 

T„  =  5T„— 1  —  6T„_2  -4-  T„_„ 
U„=  5U^,  -  6U,_,+  U,_,. 

Pour  obleair  les  expressions  de  S,„  U,,,  T„,  il  suffirait  de  prendre 


celles  de  P„,  Q„,  R„  el  d'y  remplacer  les  lettres  P  et  /»,  Q  cl  y,  R 
et  r  respectiyement  par  les  lettres  S  et  J,  T  et  l,  U  et  u. 

31 .  Il  est  bien  clair  que,  par  les  résultats  qui  précèdenl,  Dotit 
problème  sur  le  pion  du  jeu  de  daines  se  trouve  compléienieni 
rt^solu.  Pour  le  bien  montrer,  considérons-en  un  cas  parliculîer 
quelconque,  celui,  par  exemple,  où,  la  case  de  départ  étant  la  sr- 
conde  case  blanche  de  la  première  rangée  impaire,  la  case  d'ar- 
rivée est  la  troisième  de  la  n'*"°  rangée  paire. 

Le  nombre  cberché  est  U„.  Nous  trouvons,  par  un  calcul  direct. 

U,  =  o,    U,=  i,    u,  =  4. 
et,  par  suite. 

Donc  nous  avons,  pour  tontes  valeurs  de  n,  et  en  coaserrant  aux 
expressions  W  les  significations  \fSl]  que  nous  leur  avons  assignées, 

r.=T(«.ï)-T(«,3). 

VI.  —  ProUèn»  nu  la  Im  d'èohwa. 

33.  Sur  un  échiquier  présentant  une  largeur  de  c  cases  et  une 
profondeur  indéfinie,  par  combien  de  chemins  différents  un  ca- 
valier tjui  ne  recule  jamais  et  qui  part  d'une  case  donnée  peut-il 
arriver  à  une  autre  case  donnée? 

Tel  est  le  problème  que  nous  nous  proposons  de  résoudre. 
Pour  en  abréger  les  calculs,  nous  prendrons  c  égal  à  4-  Mais  nous 
ferons  observer  que  cette  valeur  particulière  attribuée  à  c  n'enlève 
rien  à  la  généralité  de  la  métbode  que  nous  allons  suivre  ;  elle  n'a 
d'autre  elTet  qne  de  rendre  moins  longues  les  éliminations  aux- 
quelles se  réduit  la  troisième  partie  [6]  de  notre  méthode  gé- 
nérale. 

33.  Dans  cette  hypothèse,  notre  échiquier  aura  une  largeur  de 
quatre  cases  et  une  profondeur  indéfmie.  Nous  pourrons  le  re- 
garder comme  formé  par  une  suite  de  rangées  de  quatre  cases 
chacune.  Nous  supposerons  que  notre  cavalier  ait  pour  point  de 
départ  une  case  de  la  première  rangée  et  pour  point  d'arrivée 
une  case  de  la  n'*°". 
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34.  Les  chemins  difierents  que  peut  suivre  un  cavalier  parlant 
d'une  case  de  la  première  rangée  et  arrivant,  sans  jamais  reculer, 
à  une  case  de  la  7i**°°  peuvent  se  classer  en  quatre  espèces,  suivant 
qu'ils  aboutissent  finalement  à  telle  ou  telle  des  quatre  cases  de 
cette  rangée.  Prenons  ces  cases  de  gauche  à  droite,  et  appelons  P„ 
le  nombre  des  chemins  aboutissant  à  la  première  case,  Q;,  celui 
des  chemins  aboutissant  à  la  deuxième,  R;,  et  S;,  ceux  des  chemins 
qui  aboutissent  respectivement  à  la  troisième  et  à  la  quatrième. 
Si  nous  donnons  un  moyen  de  calculer  chacun  de  ces  nombres, 
notre  problème  sera  résolu. 

35.  Pour  trouver  ce  moyen,  cherchons  les  relations  qui  existent 
entre  les  nombres  P/j,  Q»,  R/j,  S„  et  les  nombres  analogues  d'in- 
dices moindres. 

La  marche  connue  du  cavalier  et  la  figure  formée  par  les  trois 
rangées  correspondant  sur  notre  échiquier  aux  trois  indices  /i. 
Il  —  I,  n —  2  nous  donnent  immédiatement  les  égalités  suivantes  : 

Rn=  P/i— 1  "•"  Q/»— <~*~  S„_,, 

Cl,  amenée  à  ce  point,  la  solution  de  la  question  n'est  plus  qu'un 
calcul  ordinaire. 

36.  Par  une  suite  d'éliminations,  que  des  remarques  assez 
simples  peuvent  rendre  faciles,  nous  déduisons  des  quatre  rela- 
tions qui  précèdent  les  quatre  relations  suivantes  : 

P„  =  2P;,_j  -f-  2P;._,  -f-  4P„-5  -^  ^Pn^«  -  P«-8^ 

Q„  =  9,Q„_,  4-  9,Q„»,  H-  4Q„^5  -^  2Q»-6  —  Q/l-8, 

R„  =  7.  R;,«,  -i-  ^  R„-v  -+-  4^/1-»  -^  2  R„-.e  —  R»-8» 

S„  =  rt^n-t  -f-  2S„_^  -h  4S„_5  -4-  :iS„-6  —  S„_8, 

qui  nous  montrent  d'abord  que  les  nombres  P„,  Q,,,  R„,  S«  con- 
stituent chacun  le  terme  général  d'une  série  récurrente  propre- 
ment dite,  ensuite  que  chacune  de  ces  séries  admet  l'équation 
génératrice 


laquelle  peut  s^ëcrire  aussi 

37.  Or,  les  procédés  que  nous  avons  &ii  connaitre  nous  dos- 
oeni  immédialement  Texpression  générale  de  P*,  Q^,  R«,  S^.  Con- 
sidérons, en  effet,  P^  ;  nous  savons  que,  si  Ton  pose 

P4=^-^aP„ 

P,=^-^«P,-*-aP„ 

P.=^c-*-aP4-nP,-4P„ 

PT=^-^«P.-^-*P»-t-4Pt+»Pi- 
P.  =^-^- ^P.-*- ^P*-^  4Pi-^  «Pf 

im  a  îdenliqucmenl 


=1. 


¥  Jt«  I    èlanl  donné  par  Té^ralilé 


iUn<  Liquelle  le  ^i^neX  :»Vtend  à  Uhi5  k$  systèmes  de  valeurs  de> 
«rttli«rr>  non  né^ùtV  p.  i.  t«  ^.  7  qui  salislant  à  la  cooditioo 

Le$  ei^ni^otts  de  Q,«  R«*  ^  ^  dêdoîraîent  d*aille«rs  iiutan- 

tanêofeenl  des  nrUlioas  qui  précèdent;  il  «oâBrait  de  remplacer. 
5  toutes  ceUe*<L  P  et  /►  par  i^  et  f .  ou  R  et  r.  oa  S  el  ^. 


3S^  N\HK»  \o>yoa$  aÎDSÎ  qne  P,.  Q«.  R«*  S«  «eroait  coobos  dès 
qite  Ton  vXMUKiÀtru  Tindice  i.  jinsî  qne  les  vakvr»  nnméviqmj  des 
itoodbres  p^  «/.  '".  <«  qui  50cit.  dons  ctuque  espèce,  au  mo^dire  île 
boit.  Or.  ce^  Jeruières  valeurs  poonrcnt  se  calculer  directement 
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dès  que  l'on  connaîtra  la  case  de  départ  ;  donc  notre  problème  est 
complètement  résolu. 

39.  Pour  en  bien  faire  comprendre  la  solution,  prenons  un 
exemple  particulier.  Supposons  que  la  case  de  départ  soit  la  se- 
conde de  la  première  rangée  et  la  case  d'arrivée  la  quatrième  de 
la  /i'**"®  rangée.  Il  s'agira  de  calculer  S,,. 

Or,  dans  ce  cas  particulier,  on  voit  directement  que  les  huit 
nombres  5^52 y  ^3,^4,  ^s^^o^^Ty  ^s  sont  respectivement  o,  1,0,  —  j, 
I,  I,  Oy  o.  Donc  on  a 

S„  =  Y(/i,  2)  -  Y(/i,  4) -f- Y(/i,  5) -h  v(«, 6), 

les  quantités  V  gardant  les  significations  qu'on  leur  a  données  [37] 
plus  haut. 

VII.  —  Sur  la  méthode  en  analyse  combinatoire. 

40.  Les  problèmes  de  l'analyse  combinatoire  sont  de  telle  na- 
ture,  que  la  résolution  s'en  réduit  presque  toujours  à  la  recherche 
du  nombre  X;„^„  des  groupes  que  l'on  peut  former,  suivant  cer- 
taines lois  données,  avec  m  objets  pris  ti  à  /t.  La  détermination 
de  ce  nombre  dépend  évidemment  des  lois  données;  d'ordinaire, 
elle  présente  des  difficultés  réelles  d'autant  plus  grandes,  qu'on 
ne  trouve,  dans  les  Livres  et  Mémoires,  pour  ainsi  dire  aucune 
indication  sur  la  manière  de  les  surmonter. 

Évidemment  d'ailleurs,  ces  difficultés  sont  de  deux  sortes,  les 
unes  de  raisonnement,  les  autres  de  calcul  ;  car  la  détermination 
du  nombre  ^m,nj  comme  la  résolution  des  problèmes  de  l'analyse 
ordinaire,  comprend  deux  parties  successives  :  une  partie  de  rai- 
sonnement, analogue  à  la  mise  en  équations  des  problèmes  d'Al- 
gèbre ;  une  partie  de  calcul,  analogue  à  la  résolution  de  ces  équa- 
tions. 

41 .  C'est  dans  la  première  partie  que  se  présentent  les  difficultés 
les  plus  sérieuses.  On  s'y  propose,  non  pas,  certes,  de  trouver  l'ex- 
pression même  de  X;„,„  en  fonction  de  m,  de  n  et  des  paramètres 
introduits  par  les  lois  dont  nous  avons  parlé  :  une  détermination 
aussi  immédiate  ne  pourraitconvenir  qu'à  des  cas  tellement  simples, 


-  60  - 

que  leur  extrême  simplicité  leur  enlèverait  toute  espèce  d'intérêt; 
on  s'y  propose,  disons-nous,  de  découvrir  des  relations  où  entre 
l'inconnue  Xm,n  ;  la  grande  difficulté,  c'est  d'arriver  à  de  pareilles 
relations. 

Si  l'on  étudie  les  procédés,  si  nombreux  et  en  apparence  sî 
divers,  employés  jusqu'à  présent  dans  cette  recherche,  on  voit 
qu'ils  consistent  tous  à  comparer  les  groupes  dont  on  cherche  le 
nombre  lim,n  soit  à  des  groupes  dont  les  nombres  sont  connus, 
soit  à  des  groupes  dont  les  nombres  sont  inconnus. 

Avec  quels  groupes  doit-on  comparer  les  groupes  étudiés?  De 
quelle  manière  doit  s'effectuer  cette  comparaison?  La  réponse  à 
cette  double  question  ne  peut  être  donnée  pour  tous  les  cas  pos- 
sibles. La  formuler  pour  une  série  de  cas  déterminés,  c'est-i-dire 
pour  un  ensemble  déterminé  de  problèmes,  ce  serait  donner  la 
méthode  générale  permettant  de  résoudre  tous  ces  problèmes,  ce 
serait  faire  pour  eux  ce  que  nous  venons  de  faire  pour  ceux  qui 
rentrent  dans  l'énoncé  général  [1]  donné  au  commencement  du 
présent  Mémoire. 

Nous  pouvons  dire  seulement,  d'une  façon  assez  vague,  et  eu 
nous  fondant  bien  moins  sur  le  raisonnement  que  sur  notre  expé- 
rience, que  le  plus  difficile  n'est  pas  d'effectuer  la  comparaison 
des  groupes  étudiés  avec  d'autres  groupes,  mais  de  choisir  ces 
autres  groupes.  Nous  serions  même  tenté  d'énoncer  cette  règle 
empirique  :  toutes  les  fois  que  la  comparaison  des  groupes  étudiés 
avec  les  autres  groupes  ne  s'effectue  pas  très-facilement,  toutes  les 
fois,  en  d'autres  termes,  qu'elle  ne  conduit  pas,  d'une  façon  presque 
immédiate,  à  une  ou  plusieurs  équations,  c'est  que  les  autres 
groupes  sont  mal  choisis;  il  faut  procéder  à  un  choix  nouveau. 

42.  Quoi  qu'il  en  soit,  les  groupes  étudiés,  comme  ceux  avec 
lesquels  on  les  compare,  n'entrent  que  par  leurs  nombres  dans  les 
relations  auxquelles  on  parvient.  Les  groupes  dont  les  nombrei^ 
sont  connus  n'apportent,  dans  ces  relations,  que  des  quantités 
connues,  dont  il  est  pour  ainsi  dire  inutile  de  s'occuper.  Les 
groupes  dont  les  nombres  sont  inconnus  y  apportent  des  quantités 
inconnues,  et  ces  quantités  inconnues,  qu'il  est  indispensable  de 
considérer,  se  partagent  en  trois  classes  parfaitement  distinctes  : 

D'abord,  le  nombre  X,;,^„  des  groupes  étudiés; 
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Ensuite,  les  nombres  X;,»/^„/,  Urntfynff  •  •  m  q^î  correspondent  à 
<les  groupes  formés  suivant  les  mêmes  lois  que  les  groupes  étudiés, 
mais  didérant  de  ceux-ci  par  les  valeurs  numériques  des  indices  m 
et  /2,  ou  de  Tun  seulement  de  ces  indices; 

Enfin,  les  nombres  ^p,qy  ^pf^qh  •  •  •>  Zr,*,  Z,f^,/,  . . .,  etc.,  qui 
correspondent  à  des  groupes  différant  de  ceux  qu'on  étudie,  non 
point  par  des  valeurs  numériques  d'indices,  mais  par  les  lois 
mêmes  qui  président  à  leur  formation. 

L'inconnue  ^m^n  entre  forcément  dans  une  ou  plusieurs  des  re- 
lations qu'on  obtient;  les  inconnues  IL^f^nh  ^mn.nny  •  •  m  jointes  à 
X/n,/i»  donnent  lieu  à  des  lois  de  récurrence  simples  ou  doubles, 
suivant  qu'elles  présentent  des  variations  d'un  seul  ou  des  deux 
indices;  les  inconnues  ^ p,q}^ pf,qf7  •••>  Zr,*,  Z/y^,/,  ...,  etc.,  peuvent 
presque  toujours  être  regardées  comme  des  inconnues  auxiliaires 
qu'il  faut  éliminer. 

43.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  achevé  la  partie  de  rai- 
sonnement, c'est-à-dire  qu'on  ait  réussi  à  former  une  ou  plusieurs 
équations  entre  les  inconnues.  Il  faut  passer  à  la  partie  de  calcul, 
qui,  comme  nous  l'avons  dit,  est  de  beaucoup  la  moins  difficile 
des  deux. 

Les  difficultés  qu'elle  présente  ne  consistent,  en  effet,  que  dans 
des  calculs  à  effectuer,  et  ceux-ci  s'effectuent  par  les  seuls  pro- 
cédés de  l'Analyse  ordinaire,  non  pas  prise  dans  toute  sa  généra- 
lité, mais  réduite  aux  trois  théories  de  la  résolution  des  équations, 
des  séries  récurrentes  et  de  l'élimination. 

Si  l'on  n'a  introduit  dans  les  calculs  que  la  seule  inconnue  X„|^;^, 
auquel  cas  il  a  suffi  de  former  une  seule  équation,  on  n'a  qu'à  ré- 
soudre celte  équation. 

Si,  outre  X;,,^/,,  on  a  considéré  encore  les  inconnues  analogues 
X;n',/i'>  ^mff,n"f  •  •  •  >  Correspondant  à  des  groupes  de  même  nature 
que  les  groupes  étudiés,  l'équation  ou  les  équations  reliant  ces 
inconnues  expriment  des  lois  récurrentes  d'où  l'on  pourra,  dans 
la  plupart  des  cas,  déduire  l'expression  de  X;„^„. 

Si  enfin  l'on  considère  à  la  fois  l'inconnue  X;„^„,  les  inconnues 
analogues  ^mf,nf9  ^m",nih  •  •  •  et  les  inconnues  non  analogues  Y^^y, 
Ypf^fff, ...,  Zr,f,  Tjrf^sff  •••>  etc.,  il  faudra  d'abord,  par  des  éliminations 
convenables,  séparer  les  inconnues,  c'est-à-dire  obtenir  des  équa- 


lions  ne  cootenant  plus  que  des  qnantités  X,  am  des  ifialît/t 
oa  des  (|iiantités  Z,  etc.;  3  fandim  easnite,  cette 
fois  effectuée,  Nodier  les  lois  réc un  entes  doBiiées 
tioDS  obtenues.  Comme  dans  le  cas  précédcnly  ob  ei 
ralement  conchire  Texpiession  mlmt  de 


44.  A  cet  avanla^  de  se  tnilcr  par  les  pfoc<d£a 
ofdinaire.  la  partie  de  calcul  joint  ceini, 
de  se  traiter  dans  Ions  les  cas  possibles  i 
La  partie  de  raisonnement  ne  participe  point  à 
elle  Tarie  tontes  les  fois  qne  Ton  passe  d^nn 
nn  antre. 


45.  En  résnmé,  ponr  caknkr  Xa^«,  la 
dans  le  raisonnement  qne  dans  le  calcnL  dépend  snrtoat  de  ce  qne 
la  comparaison  des  çronpes  donnés  avec  d*antrcs  ^rompes  poste 
snr  des  ponpes  dont  le  nombre  est  cmuw,  on  sar  des  yuapii 
dont  le  nombre  est  inconnn  et  qni  sont  de  mlmr  natne  q«e  les 
gronpcs  ctndiês«  oa  enfin  snr  des  çronpcs  dont  le  bo^Imc  est  en- 
core inconnn.  mais  qni  dilïrent  des  çronpcs  ctndiés  pmr  la  loi 
Biéme  de  foraialion. 

Le  cns  on  la  comparaison  fmhruiTf  a  la  fois  ces  trois  sortes  de 
groapes  o.^mprend  évidemment  tcms  les  antres^  Noos  pbiçaAt  dans 
cette  ii]rpocbè<e.  11005  pondons  esqui&ser  de  la  manière  soimiite  la 
manrhe  À  sai^tre  poor  arrÎTer  à  X«^  : 

i^  Cioùîr  Lf:f  gnMiper  aajcifuels  €hk  comparrra  les  ^1  iimjw~r  à 
étudier  : 

j*  Comparer  les  ^srvapes  étudies  anx  ^p^mper  fv'os  wmemt  de^ 
ckoùir.  p^Mir  relier  pur  des  eifUdâtions  les  momirer  ^mà  temu 
resf^ndent: 

3*  Séparer  tes  ûictTwmesF.  JefÎKtfn  à  ftm^Hr  plus  fne  des 
dons  Jiins  ckactute  Jesi^welles  les  incon/uies  currespomdt 
à  des  j^rijapes  <i*:me  TuAm»  mxtare: 

^  RfSL*iuIre,  par  La  inêtkode  des  ieries  nxurrenies^  ecUe  de 
ces  toa^felles  etfUiÂtioas  t{ui  nrpond  iiax  ^njapes  étudiés, 

49.  5t  es  nfïTird  «le  cette  e<^uiss<e  tut  pea  va^iie.  dans  ses  devsL 
preiiiiènf<  partie"?-  suri' ^n t.  ya  pluo*  lu  ni»fth«»«i»»    îSnaî  £itt  TobjeC 
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(lu  présent  Mémoire,  on  voit  que  cette  dernière  comprend  aussi 
quatre  opérations  successives,  rentrant  tout  à  fait  dans  celles  que 
nous  venons  d'indiquer,  et  il  s'ensuit  immédiatement  que  cette 
dernière  méthode  [8],  qui  nous  permet  de  résoudre  toute  une  série 
de  problèmes,  peut  être  regardée  comme  un  type  pour  les  méthodes 
qui  permettraient  d'en  résoudre  d'autres  séries. 

On  voit  par  là  l'importance  extrême  de  cette  méthode  [8]; 
mais,  niât-on  ce  rôle  de  type  qu'elle  peut,  selon  nous,  remplir, 
elle  n'en  serait  pas  moins  très -importante,  puisqu'elle  permet  de 
résoudre  une  infinité  de  problèmes,  et  que  ces  problèmes  appar- 
tiennent à  l'Analyse  combinatoire,  c'est-à-dire  à  ime  partie  des 
Mathématiques  où  les  méthodes  générales  étaient  jusqu'à  présent 
fort  rares,  pour  ne  pas  dire  inconnues. 


EXTRAITS  DES  PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  8  NOVEMBRE  1878. 

PRÉSIDENCE    DE   M.  DARBOUX. 

M.  le  Président  rappelle  la  perte  que  la  Société  a  faite  dans  la 
personne  de  M.  Bienaymé  ;  la  Société  s'associe  aux  regrets  expri- 
més par  son  Président. 

Communications  : 

M.  Darboux  :  Sur  la  description  mécanique  de  la  courbe  géné- 
rale d'un  degré  quelconque, 

M.  Halphen  :  Sur  ta  réduction  de  certaines  équations  diffé- 
rentielles. 


I 


SÉANCE  DU  22  NOVEMBRE  1878. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    DARBOUX. 

Communications  : 

M.  Lemonnier  :  Sur  la  résolution  d'un  système  de  trois  équa- 
tions du  second  degré  à  trois  inconnues. 
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z^e    *       dz. 

M.  Jordan  :  Sur  la  série  de  Fourier. 

M.  Darboux  :  Sur  l'extension  de  la  théorie  des  moui^ements 
plans  aux  transformations  les  plus  générales,  en  particulier 
sur  la  déformation  d'une  figure  qui  demeure  semblable  à  elle- 
même. 

M.  Darboux  :  Sur  le  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle. 

M.  Halphen  :  Sur  les  polygones  de  Poncelet. 


SÉANCE  DU  13  DÉCEMBRE  1878. 
prAsidbncb  de  m.  lbmonnibr. 

Communications  : 

M.  Laguerre  :  Sur  les  normales  aux  coniques. 

M.  Halphen  présente,  de  la  part  de  M.  D.  André,  un  Mémoire 
intitulé  Détermination  du  nombre  des  arrangements  compleU 
où  les  éléments  consécutifs  satisfont  à  des  conditions  données. 

M.  Halphen  :  Sur  l'absence  de  points  isolés  dans  les  cou/bes 
unicursales. 


SÉANCE  DU  27  DÉCEMBRE  1878. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    DARBOUX. 

Communication  : 

M.  Darboux  :  Sur  les  sj sternes  articulés. 


SÉANCE  DU  10  JANVIER  1879. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    DARBOUX. 

Electioîis  :  Le  Bureau  et  le  Conseil  sont  renouvelés ,    comme 
l'indique  Tclat  qui  est  au  commencement  du  Volume. 
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Communication  : 

M.  Laguerre  :  Sur  les  coniques  honiojocales 


SÉANCE  DU  2i  JANVIER  1879. 

PRÉSIDENCE  DE  U.   O.   BONNET. 

Communication  : 

M.  Laguerre  :  Siu*  les  coniques  homofocales . 


SÉANCE  DU  14  FÉVRIER  1879. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   O.   BONNET. 

Communications  : 


M.  Laguerre  :  Sur  V intégrale  1 


X 


M.  Halphen  :  Sur  la  formation  de  V  équation  différentielle  des 
coniques, 

M.  Stephanos  :  Sur  une  propriété  remarquable  des  nombres 
incommensurables, 

M.  Fouret  :  Sur  le  mouvement  d'un  corps  qui  reste  homothé- 
tique  à  lui-même. 

Présentation  d'un  nouveau  Membre  :  M.  E.  Picard  est  présenté 
par  MM.  Lemonnier  et  Picquet. 


Supplément  à  l'état  de  la  Société  mathématique  de  France, 

pour  l'année  1879. 

M.  ANDRÉ  (Désiré). 

%M      V.       A    r         1  A     .  î    M.  AOUS'r(  l'abbé). 

Membres  du  Conseil  non  rcsidcnUi /   „    -,_  .««tTv 

M.  LiLAYEUA. 

M.  WEYR  (Emile). 


vil. 
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Sur  quelques  propriétés  des  coniques  homi>focales ; 

par  M.  Lagubree. 

(Séances  des  lo  et  a4  Jenvier  187g.) 

I. 

1.  Je  considère,  dans  un  plan,  un  système  de  coniques  homo- 
focales;  soient  Ox  et  Oy  les  axes  de  ces  coniques,  F  et  F' leurs 
foyers  réels  communs,  que  je  supposerai  situés  sur  Taxe  Ox;  les 
deux  foyers  imaginaires  communs  ♦  et  ♦'  seront,  par  suite,  situés 
sur  Taxe  Oy,  Pour  abréger,  j'appellerai  simplement  conique  in, 
système  une  conique  ayant  pour  foyers  les  points  F,  F%  0  et  0'. 

Étant  donné  un  point  quelconque  M  du  plan,  deux  coniques  do 
système  se  croisent  en  ce  point  ;  désignons  par  N  et  N'  les  centres 
des  deux  cercles  qui  osculent  respectivement  ces  deux  coniques 
au  point  M,  et  par  fL  la  droite  qui  joint  ces  deux  points.  Cette 
droite  est  parfaitement  déterminée  quand  on  se  donne  le  point  M 
et  les  deux  foyers  F  et  F';  je  dirai  que  c'est  Taxe  du  point  M. 

3.  Réciproquement,  étant  donnée  une  droite  fx  du  plan,  il  existe 
trois  points  M,  M'  et  M''  pour  lesquels  cette  droite  est  un  axe. 

Si  l'on  considère  la  conique  du  système  qui  touche  lu  droite  it, 
et  que  l'on  désigne  respectii^ement  par  a  et  ^  les  points  où,  la  nor- 
male menée  au  point  de  contact  rencontre  les  axes  Ox  et  Or  les 
trois  points  M,  M' et  M'^  qui  ont  pour  axe  la  droite  ^,  sont  situes 
sur  le  cercle  A  passant  par  les  points  a,  P  et  le  centre  O  conwmn 
aux  coniques  du  système, 

3.  On  sait  que  toutes  les  propriétés  des  normales  et  des  centres 
de  courbure  d'une  conique  sont  triples;  les  normales  à  une  conique 
demeurent,  en  effet,  normales  à  la  transformée  de  cette  conique 
([uand  on  effectue  une  transformation  homographique  qui ,  aux 
deux  ombilics  du  plan  (*),  fait  correspondre  deux  des  foyers  indé- 
pendants de  cette  conique. 


(')  Je  désigne  ainsi  les  points  imaginaires  situés  à  l'infini  et  communs  à  tous  les 
£et*cles  tracés  dans  1^  plan. 
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De  la  proposition  précédente,  on  déduit  donc  immédiatement 
les  théorèmes  qui  suivent  : 

La  conique  (/ui,  passant  par  le  point  j3  et  les  deux  foyers  F  et  V, 
a  pour  asymptotes  l'axe  Oy  et  la  droite  «(3  contient  les  trois 
points  M,  M'  et  M". 

La  conique  qui,  passant  par  le  point  a.  et  les  deux  foyers  ♦ 
e^  4>',  a  pour  asymptotes  l'axeOx  et  la  droite  a(3  contient  éga^ 
lement  les  trois  points  M,  M' et  M''. 

4.  Les  trois  points  qui  ont  pour  axe  la  droite  <x  sont,  comme  on 
le  voit;  les  trois  points  communs  aux  deux  coniques  dont  je  viens 
de  parler  et  au  cercle  A  défini  précédemment  [2]. 

Mais  on  peut  aussi  les  déterminer  par  l'intersection  de  ce  cercle 
et  d'une  conique  avec  une  conique  ajant  pour  axes  les  droites  Ox 
et  Oj. 

Désignons,  en  effet,  par  C  la  conique  du  système  qui  touche  la 
droite  fx  et  par  K  la  conique  dont  les  sommets  coïncident  avec  les» 
points  de  rebroussement  de  la  développée  de  C;  nous  pourrons 
énoncer  la  propriété  suivante  : 

Les  points  M,  M'  et  M'',  qui  ont  pour  €ixe  la  droite  fx,  sont 
situés  sur  la  conique  K  ;  le  quatrième  point  de  rencontre  de  cette 
conique  et  du  cercle  A  est  le  point  O'  qui,  sur  le  cercle,  est  dia- 
métralement  opposé  au  centre  O  commun  aux  coniques  du  sys^ 
tème. 

5.  Le  point  O',  diamétralement  opposé  au  point  O  sur  le 
cercle  A,  est  le  conjugué  Iiarmonique  du  point  O  relativement 
aux  points  M,  M'  et  M". 

6.  Le  triangle  M  M' M''  est  circonscrit  à  la  conique  C  du  système 
qui  touche  la  droite  fx. 

7.  Considérons  l'hyperbole  équilalère  H,  qui  a  pour  centre  le 
point  O  et  dont  l'axe  transverse,  dirigé  suivant  O/,  a  pour  lon- 
gueur FF'  ;  nous  pourrons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Le  triangle  MM' M"  est  autopolaire  relativement  à  l'hyper^ 
bole  H. 

4. 


8.  Soit  M'M'  nn  câté  quelconque  du  triangle  MM'M";  du 
point  O  abaissons  une  perpendiculaire  sur  ce  cAté,  et  désignons 
par  Me  le  point  symétrique,  par  rapport  au  point  O,  du  pied  de 
cette  perpendiculaire. 

Le  point  Mo  est  situé  sur  t'axe  ft  du  point  M,  et  la  droite  Mltl. 
est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

0.  Étant  donnée  une  conique  C  du  système,  on  voit  que,  si  la 
droite  [jl  roule  sur  cette  conique,  les  points  correspondants  M, 
M'  et  M"  décrivent  la  conique  K,  tandis  que  les  côtés  du  triangle 
MM'M"  roulent  langentiellcment  à  C  elle-même. 

D'où  les  propositions  suivantes  : 

Etant  (tonnée  une  conique  quelconque  C  du  système,  désignons 
par  K  la  conique  dont  les  sommets  coïncident  avec  les  points  de 
rebroussement  de  la  développée  de  C. 

Cela  posé,  en  appelant  O'  un  point  quelconque  de  K.  et  O  le 
centre  commun  aux  courbes  du  système,  si,  sur  00'  comme  dia- 
mètre, on  décrit  un  cercle,  ce  cercle  rencontre  les  axes  en  deux 
points;  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  est  normale  à  ta  co- 
nique C. 

Ce  cercle  rencontre  de  nouveau  K.  en  trois  autres  points;  chacun 
de  ces  points  a  pour  axe  une  même  droite  tangente  à  C. 

Les  côtés  du  triangle  formé  par  ces  points  sont  circonscrits  à  C. 

Ce  triangle  est  autopolaire  relativement  à  l'hyperbole  équi- 
latère  H. 

10.  Les  coniques  G  et  K.,  qui  figurent  dans  l'énoncé  des  propo- 
sitions qui  précèdent,  ont  entre  elles  des  relations  qui  méritent 
d'être  étudiées. 

Entre  autres  propositions,  je  rappellerai  la  suivante,  que  j'ai 
déjà  fait  connaître,  il  y  a  quelques  années,  dans  les  Comptes  rendus 
de  l'académie  des  Sciences  (  '  )  : 

Si  d'un  point  de  la  conique  K  on  mène  des  tangentes  à  la 
développée  de  la  conique  C,  les  quatre  points  de  contact  sont 

:  rendut  de  l' Âcadéinir  du  Scitnea,  !>n- 
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en  ligne  droite,  et  la  droite  gui  joint  ces  points  de  contact  est 
normale  à  la  courbe  C. 


11.  Soit  M  un  point  quelconque  du  plan;  par  ce  point  passent 
deux  coniques  du  système.  En  désignant  par  N  et  N'  les  centres 
des  cercles  qui  osculent  ces  coniques  au  point  donné,  je  dirai  que 
N  et  N'  correspondent  au  point  M. 

Réciproquement,  étant  donné  un  point  N  du  plan,  on  peut 
chercher  combien  de  points  M  lui  correspondent,  c'est-à-dire 
combien  existent  de  cercles  ayant  le  point  M  pour  centre  et  oscu- 
lateurs  d'une  conique  du  système. 

12.  Pour  résoudre  cette  question,  je  m'appuierai  sur  les  consi- 
dérations suivantes. 

Étant  donné  un  point  N  du  plan,  si  de  ce  point  on  mène  les 
normales  à  une  conique  du  système,  les  tangentes  aux  points  de 
contact  touchent  une  parabole  P  tangente  aux  axes  de  la  conique. 
Cette  parabole  est  la  même  quelle  que  soit  la  conique  du  système 
que  l'on  considère;  elle  est  l'enveloppe  des  polaires  du  point  N 
relativement  aux  diverses  coniques  qui  ont  pour  foyers  les  points  F 
et  F^ 

13.  Pour  le  démontrer,  je  m'appuierai  sur  cette  importante  pro- 
position, due  à  M.  Chasles  : 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  relativement  aux  coniques  qui 
Jorment  un  système  homofocal  est  une  droite  qui  rencontre  la 
droite  donnée  au  point  où  elle  touche  la  conique  du  système  qui 
lui  est  tangente. 

Soient  P  l'enveloppe  des  polaires  dont  je  viens  de  parler  (on 
voit  immédiatement  que  c'est  une  parabole  tangente  aux  axes), 
G  une  conique  du  système,  et  T  une  tangente  commune  à  C  et  à  P. 
En  désignant  par  M  le  point  où  elle  louche  C,  on  voit  que  le  lieu 
des  pôles  de  T  relativement  aux  coniques  du  système  est  la  droite 
menée  par  M  normalement  à  C  ;  en  vertu  du  théorème  de  M.  Chasles 
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que  je  viens  de  rappeler,  celle  drolle  passe  par  le  point  N;  donc 
NM  esl  normale  à  la  conique  C. 

Réciproqueraenl,  abaissons  du  poinl  N  une  normale  à  la  co- 
nique C,  el  soit  M  le  pied  de  celte  normale.  En  désignant  par  T 
la  tangente  menée  en  ce  point,  on  voit  que  le  lieu  des  pAles  de  T 
relativement  aux  coniques  du  système  est  la  droite  MN.  Il  y  existe 
donc  une  conique  du  système  pour  laquelle  le  pôle  de  T  se  con- 
fond avec  le  poinl  N;  par  suite,  la  droite  T  est  tangente  à  la  para- 
bple  P. 

La  proposition  que  j'ai  énoncée  esl  donc  entièrement  établie  (•). 

14.  Le  foyer  de  la  parabole  P  peut  se  déterminer  aisément.  On 
peut,  en  efiet,  la  définir  de  la  façon  suivante  : 

Si  autour  du  point  N  on  fait  tourner  une  transversale,  et  que 
par  son  pôle  on  mène  une  perpendiculaire  à  cette  droite,  l'enve- 
loppe de  ces  perpendiculaires  est  la  parabole  P  (  ')• 

Pour  avoir  le  foyer  de  la  parabole,  il  faut  chercher  les  droites 
isotropes  tangentes  à  cette  courbe.  On  les  obtiendra  si  Ton  consi- 
dère les  transversales  isotropes  passant  par  le  point  N.  £n  dési- 
gnant par  I  Tun  des  ombilics  du  plan,  soit  NI  l'une  de  ces  trans- 
versales ;  menons  par  les  foyers  F  et  F'  des  parallèles  à  cette  droite. 
Le  foyer  y  de  la  parabole  se  trouve  sur  la  droite  isotrope  conjuguée 
harmonique  de  NI  relativement  aux  deux  droites  dont  je  viens  de 
parler;  des  conséquences  analogues  se  déduiraient  de  la  considé- 
ration de  la  transversale  isotrope  passant  par  le  second  ombilic  J. 

On  peut  donc  énoncer  la  propriété  suivante  : 

Le  foyer  de  la  parabole  P  est  le  conjugué  harmonique  du 
point  N  relativement  aux  deux  foyers  F  et  F'  communs  à  toutes 
les  courbes  du  système. 


(')  On  démontrerait  de  même  qae  : 

Si  d'un  point  N  de  l'espace  on  mène  les  normales  à  une  surface  du  s^cand  ordre 
les  pieds  des  normales  sont  les  points  de  contact  des  plans  qui  touchent  la  surface  et 
sont  osculateurs  de  la  cubique  gauche  enveloppée  par  Us  plans  polaires  de  N    relati- 
vement aux  diverses  surfaces  du  second  ordre  qui  ont  les  mêmes  focales  que  la  surface 
donnée, 

(*)  Chasles,  Traité  des  sections  coniques,  p.  i45. 
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J'ajouterai  que  : 

La  directrice  de  cette  parabole  est  la  droite  ON  qui  joint  le 
point  N  au  centre  commun  des  coniques  du  système. 

15.  Du  théorème  précédent  résultent  immédiatement  les  consé- 
quences suivantes  : 

Si  l'on  imagine,  dans  le  plan  des  deux  axes  Ox  et  Ojfy  deux 

droites  quelconques  D  et  D',  le  foyer  de  la  parabole  qui  touche 

ces  quatre  droites  a  pour  conjugué  harmonique,  relativement  aux 

foyers  F  et¥'y  le  point  de  rencontre  des  normales  menées  aux 

deux  courbes  du  système  qui  touchent  D  e/  D'. 

El,  si  l'on  suppose  que  les  droites  D  et  D'  viennent  se  con- 
fondre : 

Si  en  un  point  M  d'une  conique  on  mène  la  tangente,  et  si 
l'on  imagine  la  parabole  qui  touche  cette  tangente  au  point  M 
et  en  outre  est  tangente  aux  axes  de  la  conique,  le  conjugué 
harmonique  du  foyer  de  cette  parabole,  relativement  aux  deux 
foyers  de  la  courbe,  est  le  centre  du  cercle  qui  oscule  cette  courbe 
au  point  M. 

16.  Cela  posé,  pour  trouver  les  points  M  correspondant  à  un 
point  donné  M,  construisons  le  point  Mo,  conjugué  harmonique 
de  M  relativement  aux  deux  foyers  F  et  F',  et  imaginons  la  para- 
bole P,  qui  a  pour  foyer  le  point  M©  et  pour  directrice  la  droite  OM. 

Il  est  clair,  par  ce  qui  précède,  que  : 

Les  points  N  correspondant  au  point  M  sont  les  pieds  des  nor- 
males abaissées  de  ce  dernier  point  sur  la  parabole  P. 

Ces  points  sont  donc  au  nombre  de  trois,  et,  si  l'on  désigne  par  I 
le  milieu  du  segment  M©  M,  ils  s'obtiendront  en  cherchant  l'inter- 
section de  P  avec  le  cercle  décrit  sur  MqI  comme  diamètre. 

17.  Le  triangle  formé  par  ces  trois  points  jouit  de  diverses  pro- 
priétés intéressantes,  parmi  lesquelles  je  me  bornerai  à  mentionner 
la  suivante  : 

Le  triangle  formé  par  les  trois  points  correspondant  à  un 
point  donné  du  plan  est  circonscrit  à  une  conique  du  système. 


-  »  — 

Je  me  résenre  de  rerenir  sur  ce  sajel  et  d* 
homofocales  do  second  ordre  les  résnluis  codIcbos  ibas  txtti 
Note. 


Sur  t'iniêgrale  I     ;  par  M.  Lac 


i4  ci  )8  IcfTÎcr  it^ 


I. 


t.  L^întégration  par  parties  donne,  en  posant 

. I         I         1.1  _^i."i.3 —  m  —  1^ 


la  relation  suivante  : 

La  série  que  Ton  obtient  en  faisant  croitre  indéfiniment  n,  dans  le 
poKnùme  Y' x\  est  nécessairement  divergente  poor  toute  valeur 
dex.  quelque  grande  qu'on  la  suppose.  Néanmoins^  pour  de  grandes 
\aleurs  de  la  variable,  elle  peut,  en  ne  tenant  compte  que  des  pre- 
miers termes,  fournir  une  valeur  très-approchée  de  Tintégrale  con- 
sidérée ■  *  . 

Je  me  propose ,  dans  la  Note  qui  suit,  d'obtenir  le  développe- 
ment  en  fractions  continues  du  polvnôme  F'^x^. 

2.   Eln  posant,  pour  abréger.  N  =  ±i  i  .a.3 —  ji«  on  a 

F  j-  ^r*»' 


\r^-r-^) 


^  *  ;  Aelatiwnent  à  c«s  lerÎM  dm^coBTcrfemln»  vocr  U  !lote  d«  31.  Hcr^t»  Smr 
(MftfC'v^   1     "- ^*  ÎBacrcc  dans  h»  Jct9S  de  r^cmi^imi^  rmn 

T7  ««^vifBibrtf  l'^-ji  . 
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d'où 

N  F(x):=F(x)-i;-      ^ 


X         x^-»-* 


Soll  ^:| — I  une  réduite  du  polynôme  F(a*)  dont  le  dénominateur 
soit  d'un  degré  m^  -  •  On  a 


d'oii 


ou  encore,  en  vertu  de  la  relalion  (a),  et  en  remarquant  que  a/n 
est  au  plus  égal  à  n, 

?'(-r)/(x)-/'(x)y(x)_y(.r)         i     ,    /      1      \ 

OU  encore 

(3)  .r[/(x)/(,r)  -/'(x)  f  (*)  -  y(x)/(*)]+/«(*)  =  A, 

A  désignant  une  quantité  constante. 

3.  Formons  maintenant  Téquation   linéaire  du  second   ordre 
M^'' —  Nj>^'-f-  Pj-  =  o,  qui  a  pour  solutions 

— ^— ; 

on  a,  en  vertu  d'une  formule  bien  connue, 

Or  un  calcul  facile  donne,  en  tenant  compte  de  la  relation  (3), 

£ï= ; 

a: 

(*)  Je  désigne  généralement,  et  en  faisant  abstraction  des  râleurs  des  coefficients, 

par  l  —  j  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  et  commen- 

I 

caiit  par  un  terme  en  — • 
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on  a  donc 


s^-('-^î) 


d'où  il  suit  que  le  polynôme  y*(x)  satisfait  à  Téquatioii  différen- 
tielle du  second  ordre 

(4)  xy-+-(j:-+-i)/— m7  =  0, 

dont  une  seconde  solution  est 

u  =  f(x)e-'-/{x}J 


tr'dx 


X 

X 


Le  développement  en  série  donne  aisément 


i.a 


H ^ ^-\ ^x^-*-+-...-+-i.!i.3...i?i. 

i.a.3 

4.  En  dérivant  m  fois  de  suite  l'équation  (4)y  îl  vient 
d'où,  en  désignant  par  B  une  quantité  constante, 

et,  par  suite, 

c'est  une  solution  particulière  de  l'équation  (4),  et,  comme  elle 
ne  renferme  pas  de  termes  entiers  en  Xy  sa  valeur  est  précisément 
la  fonction  que  j'ai  désignée  précédemment  par  u. 

On  a  donc,  en  modifiant  un  peu  les  notations  déjà  employées 
et  en  mettant  en  évidence  le  degré  du  polynôme  y  (a:), 

en  y  faisant  x  =  o,  on  en  déduit 

B 


1  . 2  . 3 . . .  //< 


=  — //;i(o)  =  —  1.2.3. ../wi= —  /w!. 
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et  la  formule  précédente  devient 


5.  En  dérivant  Téquation  précédente,  on  a 


IMfl 


X 


en  combinant  cette  valeur  de  u^  avec  Téquation  (4)  à  laquelle  sa- 
tisfait Umi  on  obtient  la  relation 

(6)  u^^i=z(x  -+-  2«f  4- 1)  ir«—  m««^«i, 

d'où  Ton  déduit  les  deux  suivantes  : 

(7)  /mH-i(^)  =  (-«?-+-a'w-4-i)/«(ar)  —  iwV««i(*) 

et 

(8)  ?/i.4-i(*)  =  (  JT  -+-  2IÎI  -t-  i)  f«(*)  —  m»  f«-.i(ar). 

6.  Ayant,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 
on  déduit  de  la  formule  (6)  le  développement  suivant  : 


r^'= 


«  -h  I  — 


-c  -f-  3  — 


I 

I 
9 

4 

9 

X 

+  9 

I 

7S 

i6         jr 

■ 

dont  la  loi  est  évidente. 
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Les  diverses  réduites  de  cette  expression  soDt 


l'expression  générale  de  la  m'*" 


*«-l-9Jr'-t-l8i^-+-ti 

réduite  étant  i 


-rj!l|^i  Infor- 
mulés (7)  et  (8)  [termetleut  d'uiUours  de  calculer  successîveoMiii 
l«s  valeurs  des  polynftmes  fm(x)  elj'm{x). 

7.  Comme  la  fraction  continue  précédente  provient  d'une  tint 
divei^nte,  it  est  nécessaire  de  prouver  qu'elle  est  convergente  A 

a  pour  limite  /     •  A  cet  effet,  je  remarque  fjne  de  Téqu»- 

tion  (5)  CD  déduit 


e-'Jr 


r^ 


M')     /4')J. 


•)- 


De  là  résulte  immédiatement  que  les  diverses  réduites  dont  l'ex- 
pression générale  est  e^' ^?^j-^  vont  toujours  en  croissant  en  res- 
tant inférietu-es  à  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée.  Pour  démontra 
qu'elles  ont  cette  intégrale  pour  limite,  il  sufSt  de  faire  voir  qw 

la  limite  de  -  ,  '  .   /     — ^ est  nulle  quand  m  crott  indé- 

fintment. 

Je  ferai  observer  d'abord  que  le  facteur  -;-; — r  tend  vers  zëro 
puis,  en  désignant  par  A  une  quantité  très-grande  et  arbitraire 

ment  choisie,  je  mettrai  l'intégrale  /     — - — ^^,  sous  la  fonm 

suivante  : 

Relativement  à  la  première  intégrale,  comme   dans  l'intervall 
considéré  est  toujours  plus  petit  que  1 ,  cette  intégral 


est  plus  petite  que  { 


-i)T 


;  donc,  quelque  grand  qu 
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soil  A,  elle  tend  vers  zéro  quand  ni  augmente  indéfiniment.  La 

seconde  intégrale  est  évidemment  plus  petite  que  1     e^'dzj  c'est- 

à-dire  que  e~^;  donc,  pour  une  valeur  suffisamment  grande  de  A, 
elle  est  aussi  petite  que  Ton  veut.  Ainsi,  la  fraction  continue, 
quoique  provenant  d'une  série  essentiellement  divergente,  est  elle- 
même  convergente  et  a  pour  limite  /     - 


'^'dx. 


8.  Comme  application,  faisons  a:=  i;  les  réduites  suivantes  : 

4         ^o         1^4         9^o  794^ 

7^      34  tf      209^       i546tf       13327  e 

*,  en  les  ré- 
duisant en  décimales,  on  obtient  les  expressions  suivantes  : 
0,21;     0,216;     0,218;     0,2189;     0,2192. 

La  véritable  valeur  est  0,2193839. 

En  faisant  x  =  éij  la  deuxième  réduite  donne  pour  valeur  appro- 

I     la  valeur  ^7-;»  ou,  en  décimales ^ 

0,00377,  dont  les  trois  premiers  chiffres  significatifs  sont  exacts. 

9.  Dans  sa  Mécanique  céleste  (t.  IV,  Livre  X),  Laplace  a  donné 
le  développement  en  fraction  continue  de  l'intégrale  I     e"***rfx. 

Sa  démonstration,  reposant  sur  l'emploi  d'une  série  divergente, 
est,  comme  l'a  fait  remarquer  Jacobi,  entièrement  inadmissible  ; 
ses  résultats  sont  néanmoins  exacts  et  ont  été  démontrés  direc- 
tement par  l'illustre  géomètre  (  *  )  allemand. 

La  méthode  que  j'ai  développée  ci-dessus,  relativement  à  l'inté- 

>  s'applique  entièrement  à  l'intégrale  considérée 


g 


(*)/>«  fractiome  continua^  in  quam  intégrale  j      e-'* dx  evoivere  licei  {Journal  de 
Crelle,  t.  12,  p.  3^6). 
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par  Laplace,  et  elle  montre  d'une  façon  très-nette  comment,  tout 
en  partant  d*une  série  diTergente^  on  peut  néanmoins  arrivera 
une  fraction  continue  donnant  la  valeur  de  la  fonction  qu^il  s'agis- 
sait de  développer. 

II. 

i .  J*ai  montré  que  les  diverses  réduites  ^ — ^  de  la  série  semi* 
convergente 

„,     .  I  I  1.2  1.2.3  1.2.3.4 


avaient  pour  limite  la  transcendante  e*  j     • 

On  a  d'ailleurs,  en  représentant  par  TL(n)  le  produit  i .  a . . .  (/s — i  )/!, 

N  x/;H=/,A(x)-i,«A.|(-r) 

et 

(3)  /»+t(^)  =  (or  -+-  211  -f-  !)/,(*)  -  «•A-i(*). 

La  série  F(x)  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

J     e'-dzj-\-j     e^zdz  +  ^J     trz''dz-^...'^-^^J      e^z'^dz^.... 

Des  principes  posés  par  M.  Heine,  il  résulte  ininnédiatemenl 
que,  v|/(x)  désignant  un  polynôme  quelconque  d'un  degré  inférieur 
à  71,  on  a 

(4)  J*     ^fn{^y^[^)dx^O, 

d'où  l'on  conclut,  puisque  e*  est  toujours  positif,  que  Téquation 

/„(x)=o 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales;  elles  sont  d'ailleurs  évi- 
demment négatives. 

2.  En  particulier,  on  déduit  de  l'équation  (4)  ^^  relation  sui- 
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vante,  où  n  et  n'  désignent  deux  nombres  entiers  différents  : 


o. 


(5)  J     ^/n(^)A'(^)^.^: 

Pour  évaluer  /  e^f^[x)dxj  je  remarque  que,  en  intégrant  par 
parties,  on  a 

rintégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  de  cette  identité 
est  nulle,  en  vertu  de  la  relation  (4);  on  déduit  donc  de  la  rela- 
tion (i) 

(6)  J'  é'fi[x)dx=n^[n). 

Des  formules  précédentes  résulte,  comme  on  sait,  le  développe- 
ment d'une  fonction  quelconque  0(x)  au  moyen  des  polynômes 

Si  l'on  pose,  en  effet, 

♦  (x)  =:  Ao  H-  At/i  [x]  -+-  A,/,  (x)  -4-  ...  4-  knfn[^)  "h  .  .  . , 

on  a 

f    e'^[x]f^[x)dx 

3.  Soit,  comme  application, 

♦  (.r)=ie". 
On  aura 

r    e'^'-^'^fn[^)dx 

^  ^it-ht    1-4-/'     1.2    i-t-'r     J      ^(1+/ 


A«  = 
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d*où  le  développement  suivant  : 

s 
ou  encore,  en  posant  I  = ^> 

\//    |__,  •^».    .        i.a"^''  n(if)      ^  ' 

développement  qui  subsiste  évidemment  pour  toute  valeur  de  z 
dont  le  module  est  plus  petit  que  Funité. 

Les  diverses  propriétés  des  polynômesyji(x)  se  déduiraient  du 
reste  très-facilement  de  Téquation  précédente  en  employant  les 
méthodes  données  par  Legendre  relativement  aux  fonctions  Xj,. 

On  a,  par  exemple,  Tidentité 

^sV,(x)^l-/Jx)       /m-^    ^-'^  ^  _       ^i~ini-»i 

2é  n(ii)    2é  n(m)    -  (i-5){i-/) -(.-/)(,_,)' 

d*oJi,  en  intégrant, 

J_«     ^    n(/i)     é^    n(m)  i  — /a  ^^ 

et  de  là  résultent  Immédiatement  les  formules  (5)  et  (6). 

4.  De  la  formule 


J    é'^'^'^fn[x)dx^\\[n\ 


on  déduit,  en  dérivant  m  fois  par  rapport  à  t, 


f 


1      <?'(»+')x'«/.{.r)r/x=:n(/t)D'"- ^ ; 


d'où 


^    e'x-At.-)  ^  -  "«  [d-  ^7:;^]^^ 


0 


j,m 
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el,  en  supposant  m^n, 

d'où  le  développement  suivant  : 

;-.i)-n(;;i)[/o(x)-m/,(.r)^'^i^^/.{x) 

Cette  formule,  on  le  voit,  se  déduit  de  la  formule  (i)  (où  d'ail- 
leurs se  trouve  le  nombre  entier  n  au  lieu  du  nombre  m)  en  chan- 
geant/,, (j:)  en  ( — x)"  etx"  en  ( — i)'»/î,(x). 

De  là  résulte  que,  si  une  fonction  quelconque  4>(x),  ordonnée 
suivant  les  puissances  croissantes  de  Xy  s'exprime  au  moyen  des 
polynômesyîj(j:)  par  la  formule  symbolique  suivante  : 

♦  (x)  =  e(/), 

OÙ,  dans  le  second  membre,  la  puissance  /i»*"«  de  y  doit  être  rem- 
placée par  J'ny  on  a  aussi  symboliquement 


Sur  une  propriété  remarquable  des  nombres  incommensurables; 

par  M.  Stéphanos. 

(Séance  du  i4  février  1879.) 

1 .  Nous  allons  faire  connaître  un  mode  de  développement  des 
nombres  en  série  dont  on  peut  tirer  une  propriété  caractéristique 
des  nombres  incommensurables. 

2.  Pour  évaluer  un  nombre  quelconque,  on  peut  employer  un 
système  de  numération  complexe  qui  se  présente  très-naturelle- 
ment et  qui  admet  pour  unités  successives 

I  \  '  '  '  ' 

^    '  I  I .2  I .2.3  1 .2.3.4 

VII.  6 
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3.  Suivant  ce  système  de  numération,  tout  nombre  A  sentt- 
présenté  par  une  expression  de  la  forme 


I        i.a       1.2.3       1.-2.3.4 


où  /If,  a2,  ^3,  a^^  ...  seront  des  entiers  non  négatifs  délermioés 
par  les  conditions 

(3)  A-  ^  -  ^  -. . . ^^i—,  <  —!—•      (/=  I,  a.  3, 4, ...'. 

'    '  I         1,1  i.a.../        1.2.../      *  »     .    f-T» 

4.  Il  est  évident  que  tout  nombre  A  ne  peut  être  représenté  it 
cette  façon  que  d*une  seule  manière. 

On  aperçoit  de  plus,  aisément,  que  : 

L'expression  (2),  ifui  représente,  d'après  le  système  de  numé- 
ration (i),  un  nombre  quelconque  A,  a  un  nombre  limité  01 
illimité  de  termes,  suivant  que  le  nombre  A  est  commensurabk 
ou  non. 

5.  Les  nombres  entiers  n/,  qui  figurent  dans  Texpression  (2)  di 
nombre  A,  satisfont,  en  vertu  des  inégalités  (3),  aux  conditions 

(4)  «/<'     ('  =  2*  3,  4»  ••   N 

Etant  donnée  maintenant  une  expression  indéfiniment  proloneëe 


fit         a  m  ti*  a 


1.1  l.'i.i  1.2.3.4 


satisfaisant  aux  conditions  (4)?  on  peut  se  demander  si  le  nombre  A 
qu'elle  représente  est  incommensurable  ou  non,  question  qui  re- 
>irntà  savoir  si  les  nombres  a/ satisfont  ou  non  aux  conditions  (3' 
ou  l)ii:n  aux  suivnnt<\s  : 


/;  '  -«^        ^i        .  ^t-^y 


I .  s>. . . . .  /■  —  I  ;  '     1.2.../        1 . 2 ...(/"  -4-  I  )       '  •  •  • 

6.  Avant  de  répondre  À  cette  question,  on  peut  remarquer  que 
Jo  nombre  représenté  par  Texpression  particulière 

^  — I  k 

1 . 2 .  .  .  Ar         I  .  2 .  .  .   ^  -f-  I  ^^  • .  t 
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étant  le  plus  grand  nombre  représentable  par  une  expression  de 
la  forme 


I  .2.  .  .k  I  .2.  .  .[k  -h  l) 

OÙ  a/  <^  I ,  est  précisément  égal  à 


I  .2.  .  .(X-  —  l) 

7.  Cela  étant,  on  peut  conclure  que  : 

Une  expression  indéfiniment  prolongée  de  la  forme 


•  •  •  » 


I  1.2  1.2.3  1.2.3.4 

ou  ai  <^  I ,  représente  un  nombre  commensurable  ou  non,  suivant 
que  les  nombres  a/  sont,  à  partir  d'un  certain  rang  k,  égaux 
toujours  ai  —  i  ou  ne  le  sont  pas. 


Sur  r équation  différentielle  des  coniques;  par  M.  Halphen. 

(Sétnee  dn  i3  février  1879.) 

Dans  une  Note  insérée  au  Tome  IV  de  ce  Bulletin,  j*ai  indiqué 
un  moyen  de  former  immédiatement  l'équation  différentielle  du 
cinquième  ordre  des  coniques  dans  le  plan.  Je  m*y  fondais  sur 
cette  propriété,  facile  à  reconnaître  a  priori,  que  l'équation  ne 
doit  contenir  ni  la  variable  indépendante,  ni  la  fonction,  ni  sa  dé- 
rivée première.  Voici  maintenant  un  nouveau  procédé  pour  par- 
venir très-rapidement  aussi  à  cette  même  équation.  Soit 


X=zax  -h  b-^  ^jc*  4-  2Bj:  -4-  C 
Téquation  d'une  conique.  Par  deux  dérivations,  on  obtient 

y  =  (AC  —  B«)  (A«* -4-  2B«  -+-  C)"  «. 

On  en  peut  conclure  que  jr'',  élevé  à  la  puissance  —  79  est  un 

polynôme  du  second  degré  arbitraire.  Par  suite,  l'équation  cher- 
chée est  la  suivante  : 

6. 


—  *l  — 

oo,  développée. 
I  9.»  '*  r'  —  45.»^.»  V^  -^  4®.»^  =  o. 

Remarquons,  en  passant,  que  rëqoation  \y^  )  =  o  serait  réqui- 
tion  différentielle  des  paraboles. 

^intégration  de  Téqoation  (i)  nVst  pas  sans  intérêt  ;  on  t  trooTe 
Tapplication  de  plosienrs  procédés  d*abaissenient  classiques.  SI 
Ton  prend  j^  poor' variable  et^*  pour  fonction,  on  obtient  la 
transformée 

Celte  dernière  est  homogène  en  ^y%;  elle  Test  aassi  en  %,  1l^1S^ 
On  a  donc  deux  procédés  pour  l'abaisser  au  premier  ordre.  Pr«^ 
nous,  par  exemple,  celui  qui  découle  de  la  deuxième  homogénéité. 
Il  consiste  à  prendre  une  nouvelle  fonction  u  en  posant  n  =  «T*^. 
La  transformée  est  alors 

9?(«'-i-  m*)  —  45^* +  4^  =  0. 

Cette  dernière  est  une  de  celles  qui  s'intègrent  au  moyen  d'une 
intégrale  particulière.  Or  il  existe  manifestement  deux  intégrales 
de  la  forme  u=  A^"',  et  Ton  trouve  effectivement,  par  substi- 

tution, 

9  A*  —  27  A  -h  tïo  =  o, 

5       4 
équation  dont  les  racines  sont  -  ^^%'  ^^  achevant  Tintégration, 

on  obtient 


'^K'-tr} 


Par  une  quadrature,  on  a  ensuite 

Séparant  les  variables  et  effectuant  la  nouvelle  quadrature    on 
parvient  à  cette  nouvelle  équation,  en  modifiant  la  constante  c' 

t 

0[.r  4-  //)*  —  ^-'- 


-  m  " 

ou 

On  retrouve  ainsi  la  seconde  des  équations  ci-dessus,  exprimant 

3 
que  j"  est  la  puissance d*un  polynôme  du  second  degré  arbi- 

traire.  Deux  quadratures  ramènent  ensuite  Téquation  finie  qui  a 
servi  de  point  de  départ. 


Note  sur  la  Géomctrie  des  quinconces;  par  M.  Laquieue. 

(Séance  du  q8  mars  1879.) 

Le  Bulletin  de  1878  contient  divers  articles  fort  intéressants  de 
MM.  Lucas,  Laisant  et  de  Polignac  sur  cette  Géométrie,  qui  n'est 
autre,  à  proprement  parler,  que  la  peinture  graphique  de  la  théorie 
des  nombres,  à  laquelle  elle  semble  appelée  à  rendre  les  mêmes  ser- 
vices que  la  Géométrie  pure,  ou  le  raisonnement  sur  les  figures, 
rend  à  TAlgèbre  ordinaire. 

Cette  Note,  sans  rien  apprendre  de  nouveau  sur  la  question,  a 
pour  objet  de  relier  entre  eux  les  travaux  précités,  en  montrant 
que  les  résultats  obtenus  découlent  d'une  sorte  de  principe  unique, 
qui,  simplifiant  les  démonstrations,  en  rend  à  peu  près  le  tout 
évident.  En  dégageant  la  démonstration  des  élégantes  vérités  dues 
à  nos  savants  confrères  de  tout  élément  emprunté  au  calcul,  quelle 
qu'en  soit  d'ailleurs  la  simplicité,  nous  croyons  la  mettre  mieux 
en  harmonie  avec  le  sujet,  qui  n'est  autre,  nous  le  répétons,  qu'une 
question  particulière  de  la  Géométrie  pure  (ou  loi  des  formes 
concrètes  et  visibles),  la  branche  représentative  de  la  théorie  des 
nombres,  question  particulière  correspondante  dans  la  théorie  des 
grandeurs  abstraites  ou  numériques. 

En  prenant  comme  unité  de  longueur  le  côté  a  d'une  case  dans 
l'échiquier  indéfini,  et  la  direction  des  deux  côtés  d'une  case  dé- 
terminée comme  axes  coordonnés,  les  sommets  des  diverses  cases 
seront  tous  les  points  à  coordonnées  entières.  Par  suite,  les  couples 
de  solutions  entières  de  l'équation  indéterminée /(x,^)  =  o  seront 
les  coordonnées  des  points  de  rencontre  de  la  courbey  =  0  avec 
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les  sommets  de  l'échiquier  (ou  des  quinconces).  Il  est  tout  d'abord 
évident  que  les  inclinaisons  sur  les  axes  de  toute  droite  inscrite 
dans  Téchiquier  (c'est-à-dire  joignant  deux  sommets  de  qnia- 
conces)  seront  commensurabies,  et,  réciproquement,  que  toute  ia- 
clinaison  commensurable  sera  parallèle  à  une  droite  inscriptibk 
dans  les  quinconces.  Il  en  est  de  même,  ainsi  que  Tout  démontré 
les  articles  précités,  et  qu'il  va  être  appliqué  d'ailleurs  ci-après, 
de  l'inclinaison  de  deux  telles  droites  l'une  sur  Tautre.  On  peit 
d'ailleurs  substituer  aux  sommets  de  cases  leurs  centres,  ou  encoit 
considérer  à  la  fois  centres  et  sommets  comme  les  points  ou  som- 
mets d'un  même  système  de  quinconces,  en  diminuant  de  moitié 
l'unité  de  longueur. 

Observons  en  premier  lieu  que  toute  droite  i  inclinaison  com- 
mensurable sur  les  axes  coordonnés,  partant  d^un  sommet  de 
quinconce,  passe  par  une  série  de  sommets  ayant  pour  coordon- 
nées, par  rapport  au  premier  pris  pour  origine,  les  équimultipla 
du  numérateur  et  du  dénominateur  de  la  fraction  irréductible  ex- 
primant l'inclinaison. 

Complétons  cette  observation  en  remarquant  que,  une  droite 
étant  inscrite  dans  les  quinconces,  si  on  la  prolonge  de  segments 
égaux  à  elle-même,  tous  les  segments  successifs  seront  également 
inscrits  dans  les  quinconces;  qu'enfin  une  droite  de  même  lon- 
gueur que  la  droite  inscrite,  et  qui  lui  sera  menée  normalement 
par  up  des  sommets,  sera  également  inscrite  dans  les  quinconces, 
puisque  ses  projections  sur  les  axes,  étant  simplement  permutées 
de  lougueur,  aboutissent  également  à  des  sommets  de  quinconces. 
Il  en  résultera  que  les  quinconces  nouveaux  construits  sur  un  côté 
inscrit  dans  les  premiers  quinconces  ont  tous  leurs  sommets  en 
des  sommets  du  premier  système. 

Toute  droite  à  inclinaison  commensurable  sur  une  droite  in- 
scrite dans  le  premier  système  de  quinconces  passe  elle-même  par 
une  série  de  sommets  des  quinconces  construits  sur  celle-ci,  et  par 
suite  de  sommets  des  quinconces  du  système  primitif. 

Soit  un  système  A  de  quinconces  dont  la  base  a,  dirigée  suivant 
la  droite  A,  est  prise  pour  unité  de  longueur.  Une  droite  B,  d'in- 
clinaison commensurable  irréductible  —  t  est  l'alignement  de  som- 


mets distants  entre   eux   de  i  =  aym*-f- /i=*.   Le   système  B  de 
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quinconces  construits  sur  la  base  i,  en  grandeur  et  position,  a 
tous  ses  sommets  faisant  partie  des  sommets  du  système  A,  les 
surfaces  des  cases  ou  quinconces  étant  a^  et  a*(w*-+-  n^)  dans  les 
deux  systèmes.  De  même,  si  Ton  considère  une  troisième  droite  C, 

d^nclinaison  commensurable  irréductible  —  sur  B,  une  longueur 

c  =  h  yjp'^  4-  q'^  dirigée  suivant  c,  ayant  un  sommet  commun  avec 
a  eib,  sera  la  base  d^un  système  de  quinconces  de  surface 

dont  les  sommets  font  partie  de  ceux  du  système  B,  et  par  suite 
de  ceux  du  système  A.  Par  conséquent,  la  droite  C  a  sur  la  droite  A 
une  inclinaison  commensurable,  et  Ton  retrouve  par  le  raisonne- 
ment géométrique  cette  base  de  la  théorie  des  quinconces  que  :  Si 
deux  angles  ont  leurs  tangentes  commensurables,  il  en  est  de 
même  de  l'angle  égal  à  leur  somme  ou  à  leur  dijjérenve.  La 
valeur  de  Tinclinaison  du  second  côté  du  deuxième  angle  sur  le 
premier  du  premier  angle  s^obtient  du  reste,  sans  intermédiaire, 
par  l'évaluation  des  projections  sur  les  deux  axes  des  quinconces 

du  premier  système  a,  de  la  droite  dHnclinaison  -  sur  le  coté  b  du 

second  système  de  quinconces  incliné  de  —  sur  le  côté  a. 

D'après  la  construction  ci-dessus  expliquée,  le  côté  &,  inscrit 
dans  les  quinconces  a,  c'est-à-dire  ayant  ses  deux  extrémités  en 
deux  sommets  de  ces  quinconces,  le  plus  court  possible,  s'obtiendra 
si  m  et  n  sont  premiers  entre  eux,  comme  hypoténuse  du  triangle 
rectangle  des  coordonnées  égales  à  na  et  ma.  De  même  le  côté  c, 
inscrit  dans  les  quinconces  b^  aura  qb  et  pb  pour  projections  sur 
la  droite  B  et  sa  perpendiculaire.  On  a  donc  pour  projections, 
sur  les  axes  des  quinconces  primitifs  a,  les  valeurs 

qna  — pma^ 

qma  -h  pna^ 

qm  -♦-  pn 

Iiiclmaison  (c-,  r/l  = — • 

^  ([Il  —  pm 

\()iis  dirons  que  les  systèmes  de  quinconces  b  et  c  (c'est-à-dire 
construits  sur  les  côtés  &  et  c  en  grandeur  et  position)  sont  dérivés 
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successifs  du  système  a,  et  le  système  c  est  dérivé  du  système  4. 
Les  diverses  propriétés  mises  en  lumière  dans  les  articles  que 
nous  avons  cités  au  début  de  cette  Note  deviennent  désormils 
évidentes  : 

I®  Le  carré  d'une  droite  quelconque  inscrite  dans  Véclàqvia 
est  convniensurahle,  puisque  chacune  des  projections  de  la  droite 
est  elle-même  commensurable,  par  suite  également  leurs  carrés el 
la  somme  de  ces  derniers. 

a**  Le  produit  d'une  somme  de  deux  carrés  par  une  somme 
de  deux  autres  carrés  est  toujours  une  somme  exacte  de  deux 
carrés  : 

On  peut  toujours  supposer  m  et  n  d'une  part,  p  et  ç  de  raulre. 
premiers  entre  eux,  en  faisant  au  préalable  disparaître  de  l'équa- 
tion les  carrés  des  diviseurs  communs  qui  affecteraient  également 

comme  coeflicients  les  deux  membres.  Cela  posé,  b  =  a^m*-t-«* 

est  inscrit  dans  l'échiquier  de  base  a;  de  même,  c  s=  b^p^-^f 
est  inscrit  dans  l'échiquier  b  dérivé  de  a.  Par  conséquent. 


c  =  a  ^/w*  H-  /i"  ^p^  -4-  q^ 

est  inscrit  dans  Téchiquier  rt,  et  ses  projections  s'  et  t'  sur  les  a\e> 
de  celui-ci  sont  des  multiples  entiers  as  et  at  de  la  base  /i,  ce  qui 
démontre  le  théorème. 

Nous  terminerons  en  montrant  que  la  considération  pure  de 
l'échiquier  permet  d'arriver  aux  conclusions  de  M.  de  Polignac 
sur  les  solutions  entières  de  Téqualion  indéterminée  ax-i-bj  =r, 
sans  l'emploi  de  la  mosaïque  à  dalles  rectangulaires,  qui  complique 
la  question  plutôt  qu'il  ne  la  simplifie.  Faisons  auparavant  quel- 
ques remarques,  évidentes  d'ailleurs  sur  simple  énoncé,  qui  com- 
pléleront  les  éléments  de  la  Géométrie  de  l'échiquier  dans  l'ordre 
d'idées  que  nous  avons  adopté. 

Toute  droite  inscrite  dans  les  quinconces  est,  au  point  de  vue 
de  sa  direction  seule  (abstraction  faite  de  sa  longueur),  inscriptible 
dans  tout  système  de  quinconces  dérivé  du  premier. 

Deux  droites  inscrites  dans  un  système  de  quinconces  ont  entre 
elles  une  inclinaison  commensurable,  l'une  d'elles  pouvant  être 
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prise  comme  base  d'un  système  dérivé  du  premier  dans  lequel  la 
seconde  serait  inscriplible.  En  eflTet,  de  même  que  les  sommets  de 
tous  les  systèmes  de  quinconces  dérivés  successifs  d'un  système 
primitif  font  partie  des  sommets  de  ce  dernier,  de  même,  si  pour 
un  instant,  laissant  de  côté  la  dimension  des  côtés,  on  ne  se  préoc- 
cupe que  de  leur  direction,  on  pourra  dire  que  le  système  primitif 
fait  également  partie  d'un  quelconque  de  ceux  qui  en  sont  dérivés; 
un  renversement  d'échelles  entre  les  bases  des  deux  systèmes 
permettrait,  en  effet,  de  déduire  la  construction  du  système  pri- 
mitif du  système  dérivé  supposé  construit,  en  montrant  que  sur 
l'alignement  de  ses  sommets  sur  le  côté  issu  d'un  sommet  commun 
se  trouve  une  série  de  sommets  des  quinconces  primitifs  consi- 
dérés. 

Deux  côtés  inscrits  dans  un  système  de  quinconces  peuvent 
donc,  au  point  de  vue  de  leurs  directions,  être  considérés  comme 
inscriptibles  dans  un  système  quelconque  de  quinconces  dérivés 
du  premier,  et  en  particulier  de  celui  qui  a  l'un  des  deux  côtés 
pour  base. 

Si  l'on  mène  par  l'un  des  sommets  de  quinconces  une  droite 

quelconque  à  inclinaison  commensurable  irréductible  —  sur  la 

base  a,  une  longueur  a^m'^-hn*  de  cette  oblique  sera  la  base 
d'un  système  dérivé  de  quinconces  dont  tous  les. sommets  feront 

partie  du  système  primitif,  mais  avec  un  groupement  — j  fois 

moins  serré. 

De  même  que  le  second  système  dérive  du  premier  en  multi- 
pliant l'unité  de  surface  par  (m'  +  n^)  et  variant  l'orientation  de 

—  9  de  même  le  système  primitif  peut  être  considéré  comme  déri- 
vant du  second  parla  variation d'orientation,  et  la  réduction 

de  l'unité  de  longueur,  base,  dans  le  rapport  de 


De  l'équation  indéterminée  ax  -f-  ij^  =  c. 

Résoudre  graphiquement  l'équation  ax  -\-hy^=^c  en  nombres 
entiers  revient  uniquement  à  chercher  les  sommets  des  quinconces 
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à  base  unité  situés  sur  la  droite  représentée  en  coordonnées  carté- 
siennes par  l'équation  ci-dessus,  deux  cAtés  de  quinconces  étaot 
pris  pour  axes. 

U  n*y  a  donc  qu'à  construire  la  droite  par  ses  coordonnées  i 

ce 

l'origine  -  et  ~  et  à  rechercher  sur  la  droite  ainsi  posée  les  som- 
mets de  cases  de  l'échiquier  indéfini,  à  côtés  pris  pour  unité,  qui 
s'y  trouvent. 

Et  d'abord  y  si  a  =  Da',  h  s=  Hb'j  D  étant  le  plus  §^nd  commun 
diviseur  de  a  et  b^  les  projections  de  la  longueur  inscrite  de 
cette  droite,  ou  distance  de  deux  sommets  consécutifs  solutions, 
sont  b'  sur  l'axe  des  X  et  a'  sur  Taxe  des  Y,  Tinclinaison  sur 

l'axe  des  X  étant  t  =  17* 

o        0 

Si  donc  X|  et  j^i  représentent  un  couple  de  valeurs  correspon- 
dantes de  X  et  de  y^  solutions  entières,  la  série  des  <K>uples  de 
valeurs  solutions  sera  évidemment,  en  montant  pour  j^. 


Xm     Xi  -^  «'•     Xi  -*-  ^«'»    Xi  -+-  3fl' Xi-^ 

'1»     '1  —  ^'»     •'^i  —  ^b\     Xj  —  3^,      . . .,     JCi  —  itù\ 

et  de  même,  en  descendant  pour  j^, 

r,  —  a%     ^'1  —  2  a',      ....     j'i  —  na\ 

Le  tout  est  ramené  à  trouver  un  couple  de  solutions,  par  exemple, 
comme  M.  de  Polignac,  la  plus  petite  valeur  entière  de  j^,  qui  sera, 
je  suppose,  j^i,  la  valeur  de  X|  étant  du  reste  positive  ou  négative 
suivant  les  valeurs  relatives  des  coefficients  de  l'équation. 

La  construction  géométrique  de  la  droite  d'appui  des  sommets 
solutions  nous  donnera,  sans  observations  préalables,  la  règle 
trouvée  par  M.  de  Polignac. 

Les  segments  sous-tendus  sur  Taxe  des  X  cl  celui  des  Y  par  la 
droite  ax  ■+-  hy  =  c  sont 

0A.=  -     et     OB  =  y. 
a  0 

Soient  S  et  T  les  sommets  de  quinconces  successifs  sur  l'axe 
des  X  entre  lesquels  tombe  le  point  A;  la  longueur  SA  sera  lu 


-  91  - 
c 


fraction  qui  coiiipièle  la  valeur  de  -  en  Tajoutanl  au  plus  grand 

entier  OS  qu'elle  contienne.  C'est  ce  que  nous  appellerons,  avec 

M.  de  Polignac,  K  (  -  J  9  le  reste  de  la  division  de  c  par  a. 

Soient  I  Tun  quelconque  des  sommets  solutions  et  H  la  pro- 
jection de  I  sur  OA.  La  similitude  des  triangles  IHA  et  BOA 
donne 

HA  — HI-  =  S-, 

a  a 

en  désignant  par  (3  le  nombre  entier  valeur  de  j^  correspondante. 
Il  en  résulte  que 

d'où  la  règle  générale  suivante  : 

Dii^iser  par  a  les  multiples  successifs  entiers  de  b.  Ceux  qui 
donneront  un  reste  égal  à  celui  de  la  division  de  c  par  a  auront 
pour  coefficient  de  multiplicité  j3  les  valeurs  entières  de  y  solu- 
tions de  l'équation.  Les  valeurs  a  correspondantes  de  x  s'en  dé- 
duiront sans  peine. 

Soit  y^  Xx  le  couple  des  valeurs  correspondant  à  la  plus  petite 
valeur  positiverai  de  j^;  le  nombre  des  solutions  positives  sera, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  égal  à  (/i  +  i)  si  Ton  désigne 
par  n  le  plus  grand  entier  satisfaisant  à  l'inégalité 

X,  —  nb'  >  o     ou  bien     ^<^tj' 

b 

Le  nombre  des  solutions  entières  est  alors  d'une  unité  supérieur 
au  plus  grand  entier  contenu  dans  le  quotient  de  X\  par  b'^  ou, 
en  employant  la  notation  de  M.  de  Polignac, 


»=[?]*•• 


Celle  expression  re\ienl  à  celle  donnée  par  lui;  en  effet, 


c 


.r 


I 


(■  —  />.  r,         c  —  />>',         b 


ri 


b'  ub'  a'b  a 


1 — » 


-  92  - 
d*où 


expression  que  Ton  trouve  également  à  la  simple  inspection  de  li 
figure  ci-dessus,  le  nombre  des  solutions  étant  d'une  unité  supé- 
rieur au  plus  grand  nombre  de  fois  que  l'on  peut  ajouter  a'  k) 

sans  dépasser  OB,  soit  le  plus  grand  entier  1  j  1  contenu  dans  OB. 

puisque  les  valeurs  successives  dey  croissent  de  n\ 


Sur  le  développement  d'une /onction  intermédiaire; 

par  M.  Halphbk. 

(Séance  du  38  mars  187g.) 

On  sait  que  la  fonction  AI4  de  M.  Weierstrass  se  développ<*« 
suivant  les  puissances  croissantes  de  Fargument,  en  une  série  dont 
les  coefficients  sont  des  polynômes  entiers  par  rapport  au  carré  du 
module.  Ces  polynômes  se  calculent  successivement  au  moyen  d'une 
formule  récurrente  qui  en  contient  trois  consécutifs.  Je  me  pro- 
pose de  montrer  que  des  polynômes  analogues,  se  calculant  de  la 
même  manière,  et  qui  sont  les  coefficients  d'une  fonction  très-peu 
différente,  sont  susceptibles  de  recevoir  une  forme  notablement 
plus  simple. 

La  fonction  que  je  considère  ici  est  la  suivante  : 

Envisageons  d'abord  la  fonction 

F(3,    /■)  =  -;B^3,    A-). 

Des  deux  formules  connues 
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on  concliil,  pour  la  fonction  F,  ces  nouvelles  formules 

(a)  F{z,k)=F(kz,  l-^  =  F{iz,A'). 

La  fonction  F,  qui  est  paire,  se  développera  ainsi  : 

F[z,A-)z=zl  -f-/iZ*  -^/,2*  H-  .  .  .  -^/nZ*"  -<-..., 

et  les  coefficients  /",  fonctions  entières  de  Â"^,  jouiront,  en  vertu 
de  (2),  de  la  propriété 

(3)  /„(  A' )  =  A«V»(;^)  =  (-•)"/»(  •-**)• 

Envisageons  maintenant  les  deux  polynômes  p  elq  suivants  : 

(4)  p[k^)  =  k^-k^^i,     ^(A«)  =  (X.«4-i)(/'-a)(2/-«-i), 

qui  donnent  lieu  aux  égalités 

(  f\\ 

De  ces  deux  égalités  on  tire  d'abord  aisément  cette  conclusion 
connue,  que  toute  fonction  rationnelle  de  k^  qui  reste  inaltérée 
quand  on  y  remplace  k^  par  son  inverse  ou  son  complément  à 
l'unité  est  simplement  une  fonction  rationnelle  du  quotient  p^  :  q^. 
Soient  maintenant  a,  j3  deux  nombres  entiers  satisfaisant  à  la  con- 
dition 2a-t-3(3-f-/î=o,  et  envisageons  la  quantité  (^n  =  p^q^fn' 
Comme  (3  est  de  même  parité  que  /z,  il  résulte  des  équations  (3) 
et  (5)  que  (p,,  reste  inaltérée  par  les  deux  substitutions  ci-dessus. 
Donc  9«  est  une  fonction  rationnelle  de  p^  Iq^,  Doncyi,,  qui  est 
une  fonction  entière  de  Ar^,  est  une  fonction  entière  des  deux 
quantités  py  q]  on  peut  même  ajouter  que  fn  ^st  un  polynôme 
entier  des  deux  quantités  p,  ç,  homogène  et  du  degré  n  quand 
on  eni^isage  p  comme  du  second  degré  et  q  comme  du  troisième. 
Cette  conclusion  s'applique  aux  coeflicients  du  développement 
de  la  fonction  B,  qui  sont  les  mêmes,  et  Ton  peut  dire  que  la 

Jonction  B(3,  A)  est  homogène  et  de  degré 9  quand  on  envi- 
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sag0  s  e^mme  de  degré $  p  comme  du  second  degré  et  f 

eoÊÊÊma  du  troisième^ 
Je  représenterai  le  développement  de  B  par. 

(6)   B(..*)  =  .+  *,-_3^+...+  6,.^-^-^^^^-j-^j+.... 

D*après  ce  qui  vient  d^étre  dil»  &«  contient  seulement  les  termes 
p^tj^  correspondant  aux  solutions  entières  et  positives  de 

En  conséquence,  i|  est  nul;  c'est  pourquoi  je  n*ai  pas  écrit  de 
terme  en  z*  dans  (6).  Ainsi  Ton  voit  immédiatement  que  6st  hii 
&4,  &5  seront,  à  des  facteurs  numériques  prèa^  Pf  9f  P^^  P9'  D*<">^ 
manière  générale  : 

«Si  n  n'est  pas  dwisible  par  3,  h^  coniient  Imfycieur  p  ; 
«Si  n  est  impair,  bu  contient  le /acteur  q. 

Par  conséquent,  dans  le  cas  où  le  module  satisfait  à 

on  a 

B(z)  =  z  4- ««' 4- *«"-!••...  4- Z^**^* -r 


•  •• 


dans  le  cas  où  le  module  est  ^ —  i,  on  a 

B(z)  =  2  -+-  rtV-4-  6V-4-  c'z»»  4-  . . .  -+-  /V*-^«  -+- 

Je  vais  maintenant  établir  une  formule  récurrente  pour  le  calcul 
des  polynômes  b„. 

Â  cet  effet,  je  prends  Téquation  linéaire  aux  dérivées  partielles 
et  du  second  ordre  à  laquelle  satisfait  la  fonction  Ali,  savoir 

En  y  introduisant  la  fonction  B,  je  la  change  en  Téquation  sui- 
vante : 

[  a«B  2/«  — I     ÔB        .,,,         ^,.  àB 


-  or,  - 


C'csl  celte  dernière  qu'il  faut  transformer  en  y  remplaçant  k^  par 
/;,  {/,  Tout  d'abord  les  équations  (4)  donnent 

(8)  2X-«_,=  _?_, 

/>— 3 

(lo)  ^.=  [/,_3)'(4p_3). 

dB 
Dans  (7),  je  remplace  jr^  par  l'expression  que  fournit  la  for- 

On 

mule  (9),  k^  par  son  expression  (8),  et  j'obtiens 

En  vertu  de  l'homogénéité  de  la  fonction  B,  j'ai 

^    dB  ()B       I     dB  I  ^ 

d^  dp       ^    oz  2 

Cette  relation  permet  de  faire  disparaître  -r-  de  (11)  et  d'écrire, 
en  tenant  compte  de  (10), 

,      ,  d*B       ^   ,dB       4     dB        /iz« 

Telle  est  la  transformée  cherchée.  Elle  donne  immédiatement  une 
formule  récurrente  pour  les  coefficients  du  développement  de  B, 
formule  dont  les  coefficients  se  simplifient  un  peu  si  l'on  pose 

La  formule  défînitive  est  la  suivante  : 

Au  moyen  de  cette  formule,  on  calcule  avec  la  plus  grande  faci- 
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lité  les  cocfTicicnts  successifs,  dont  voici  les  premiers  : 

b^  —  i,     ^1  =  0,     *,=  -.r,      b^z=—^}\     ù^=—gj:*,      ^,=— 04-17, 

addition.  —  J'avais  déjà  livré  à  rimpression  la  Note  qu^on 
vient  de  lire  quand  mon  attention  s'est  trouvée  attirée  sur  deui 
Mémoires  qui  m'étaient  inconnus,  bien  qu*ils  ne  soient  pas  tout 
récents.  Le  pi'emier,  intitulé  TFïrkliche  Ausfuhrung  der  ganz- 
zahligen  Multiplication  der  elliptischen  Functionen,  est  dû  à 
M.  Kiepert  et  se  trouve  au  Tome  76  (année  1873)  du  Journal  de 
M.  Borcliardt:  le  second,  intitulé  Ganzzahlige  Multiplication 
der  elliptischen  Functionen  in  Verbindung  mit  dem  Schlies- 
sungsproblem ,  est  dû  à  M.  Max  Simon  et  se  trouve  au  Tome  81 
(année  1876)  du  même  Recueil.  Ces  deux  savants  auteurs  donnent 
pour  point  de  départ  à  leurs  recherches  personnelles  des  résultats 
dus  à  M.  Weierstrass,  communiqués  dans  ses  Cours  à  ses  élèves 
par  cet  illustre  géomètre,  mais  connus  du  public  seulement  grâce 
aux  deux  Mémoires  que  je  viens  de  citer.  Les  résultats  dont  il 
s'agit  se  rapportent  à  une  théorie  des  fonctions  elliptiques  dans 
laquelle,  au  lieu  du  sinus  d'amplitude,  on  introduit  systématique- 
ment la  fonction  ^{z)y  définie  par 

Voici  quel  est  le  point  de  départ  de  cette  théorie.  Soit 

wzz.  2/WW  -H  2/ïw' 

une  quantité  dans  laquelle,  &)  et  &)'  étant  fixes,  m  et  /z  reçoivent 
successivement  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières,  positives  ou 
négatives,  sauf  le  système  m  =  /i  =  o.  On  considère  la  fonction 

(.5)  '(')==n('-;7)'^""''"' 

qui  est  intermédiaire.  Effectivement,  si  l'on  désigne  par  X^lz)  la 
dérivée  logarithmique  de  (j{z),  la  fonction  l^'{z)  admet  les  pé- 
riodes w  et  6)'.  Cela  résulte  immédiatement  de  la  formule   (i5). 


-  97  - 
Par  une  analyse  assez  courte,  on  prouve  ensuite  que,  si  l'on  pose 

la  fonction  p(;:)  définie  par  (i4)  coïncide  avec  celle-ci  : 

(l6)  p(:;)z=-Ç(z)= ^-5 

Ceci  posé,  M.  Max  Simon  rapporte  comme  due  à  M.  Weierstrass 
et  démontre,  avec  le  point  de  départ  que  je  viens  d'indiquer,  Té- 
quation  suivante  à  laquelle  satisfait  la  fonction  ^{z)\ 

('7^         7j?  -  s^'di:  -  '"^'  5^;-^  ri«'''  '=°' 

dont  la  ressemblance  avec  mon  équation  (la)  est  frappante.  Ces 
deux  équations  coïncident  même  si  l'on  fait 


(«8)  ^^4^'»'     '^'^T 


Si 


et  qu'on  remplace  Bpara.  Les  deux  fonctions  B(z)  et  o'(-3),  déve- 
loppées suivant  les  puissances  croissantes  de  z,  commencent  toutes 
deux  par  le  même  terme  z.  Donc,  eu  égard  à  la  formule  récur- 
rente (i  3),  sous  le  bénéfice  des  équations  {i8),  les  fondions  B{z) 
et  (j{z)  coïncident. 

Cette  coïncidence  peut  être  démontrée  autrement.  Posons 


l'9.' 


/         i-h/»\    * 
V  =  Sn  3  =  —  f  w  H r —  I 


et  introduisons  la  variable  u  sous  le  signe  d'intégration  dans  l'éga- 
lité 


Le  calcul  fait,  on  retrouve  dans  le  polynôme  soumis  au  radical  les 
quantités  p  cl  q  définies  par  les  équations  (4)  ;  voici  le  résultat  : 


_  /•" du 


VII.  7 


C'est  précisément  Téquation  (i4)  si  Ton  remplace /»  et f  pir 
expressions  (i8).  J'ai  donc  ainsi  prouvé  I*égalîté  suivante, bi 
formée  de  (19): 

qui,  suivant  la  définition  de  la  fonction  Al| ,  de  la  fonction  Be 
définition  de  g  fournie  par  (16),  devient 

Oz*        ""        d»' 

Cette  dernière  prouve  maintenant  l'identité  des  deux  fonctio 
et  B,  sans  l'intervention  de  l'équation  (17 )•  En  consécfuence,  1 
analyse  fournit  une  démonstration  de  celte  équation  (17)9  I 
différente  de  celle  qu'a  rapportée  M.  Max  Simon. 


Sur  une  méthode  d'approximation  des  racines  carrées,  cou 
dans  l'Inde  antérieuremeni  à  la  conquête  d'^iejcandrc; 

M.  L.  RODET. 

(Séance  du  38  mars  187g.) 

L'auteur  persan  Hassan  ben  al-Hossein  al-Hakâk  al-Mor 
(r/csl-à-dire  natif  de  Merv  en  Khorassan),  dans  un  Traité  d'Aï 
mélique  qu'il  a  composé  en  Tan  61 3  de  Thégire  ou  iai6  de  n 
orc  ((  pour  repondre  aux  demandes  de  ses  amis  »,  donne  le  1 
cédé  suivant  pour  obtenir  une  approximation  d'une  racine  coi 
sourde.  Lorsqu'on  a,  par  le  moyen  connu,  obtenu  la  racine  cl 
chée  à  une  unité  près  par  défaut,  «  on  divise  le  reste  de  Te 
ration  par  le  double  de  la  racine  trouvée  plus  un,  et  la  racin 
compose  de  la  partie  entière  et  de  cette  fraction  ».  Ainsi 

j  23 


Ce  procédé  n'est  pas  difficile  à  justifier;  en  effet,  si  nous  d 
nons  par  N  le  nombre  proposé,  par  a  sa  racine  à  une  unité  p 


or 


~  91)  - 


el  par  /•  le  reste  de  l'opération,  de  telle  sorte  que  N  =  a'-f-  r;  si, 
de  plus,  nous  appelons  e  le  complément  de  la  racine,  on  a 


=  (2a-he)f     ou     s  = 


2rt  4"  «^ 


comme  toujours  g<[i,  on  aura  une  approximation  par  défaut  de 
sa  valeur  en  le  remplaçant  par  i  au  dénominateur  de  la  fraction, 
c'est-à-dire  en  posant 


s 


*  2«-i-  I 


C'est  la  première  fois  que  j'ai  rencontré  celte  méthode  d'ap» 
proximation  chez  un  auteur  oriental,  et,  bien  que  je  l'eusse  trouvée 
assez  remarquable  pour  Tépoque  où  il  vivait,  je  n'y  aurais  proba- 
blement prêté  qu'une  médiocre  attention  si  je  n'avais  été  amené  à 
penser  que  ce  procédé  devait  avoir  été  pratiqué  couramment  dans 
rinde,  et  même  dès  une  époque  très-reculée. 

Al-Morouzi    ayant  donné    y/i2  =  3->  je  fus    naturellement 

amené  à  voir  que,  dans  ce  système,  ^Tô  =  3  -  =  — 9  c'estrà-dire 

la  valeur  donnée  par  Archimède  pour  le  nombre  tt,  seule  valeur  en 
usage  pendant  longtemps  chez  les  Grecs  :  c'est  en  effet  la  seule 
dont  se  sert  Héron  le  Jeune  dans  son  Traité  des  surfaces  et  des 
volumes. 

Mais,  puisque  —  =  V '^>  nous  comprenons  maintenant  pour- 
quoi l'astronome  indien  Brahmagupta  enseignait  à  ses  disciples 
(  voir  traduction  de  Colebrooke,  n®  40,  deuxième  partie  de  la 
règle)  que  «  la  racine  de  10  fois  le  carré  du  diamètre  est  la  lon- 
gueur de  la  circonférence;  la  racine  de  10  fois  le  demi«-diamètre 
(rayon),  multipliée  par  ce  demi-diamètre  lui-même,  est  Taire  du 
cercle  ».  Dans  la  première  partie  de  cette  règle,  il  faisait  multi- 
plier le  diamètre  dans  le  premier  cas,  le  carré  du  rayon  dans  le 
second  cas,  par  3,  et  donnait  cette  évaluation  comme  «  usuelle  )> 

ou  «  vulgaire  »  [vjdv^ahdriha)  ;  la  seconde,  qui  fait  ir  =  ^ïô,  est, 
par  opposition,  appelée  silxma,  «  fine,  subtile  »,  et  peut-être  «  raf- 
fmée  » .  On  s'était  demandé,  et  moi-même  après  bien  d'autres,  où 
Brahmagupta  avait  été  chercher  cette  valeur  de  tt,  qu'il  regardait 
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comme  pour  ainsi  dire  exacte.  L'écrivain  persan  que  j*ai  cité  nous 

en  a  donné  Texplication.  Seulement  r  =  —  est  une  approximation 

par  excès;  y  lo  =  —  est  une  approximation  par  défaut.  Peut-être 

Brahmagupta,  dans  son  enseignement  oral,  savait-il  faire  faire 
cette  distinction  à  ses  élèves. 

Puisque  l'exemple  emprunté  à  Brahmagupta  me  donnait  Ken  de 
penser  que  les  Indiens  avaient  connu  et  pratiqué  le  mode  d'ap- 
proximation des  racines  carrées  dont  je  parle,  il  m*est  venu  à  l'idée 

d'étudier  à  ce  point  de  vue  une  valeur  de  ^  donnée  dans  les  Pré- 
ceptes du  cordeau  de  Baudhâyana,  ouvrage  curieux,  composé  pro- 
bablement au  IV*  siècle  avant  notre  ère,  et  qui  contient  les  règles 
que  doivent  observer  les  brahmanes  pour  construire  leurs  anteb. 

Cette  valeur  de  ^y  dont  l'interprétation  m'avait  également  beau- 
coup préoccupé,  est 

-  I         I  I 

V2  =  H-^-h^-7- 


3^3.4         3.4.34 

Cette  forme  de  série  m'avait  surtout  paru  originale. 

Or,  si  nous  appliquons  à  ^  la  méthode  en   question,  nous 
aurons  à  faire 

Le  premier  terme  fractionnaire  de  la  série  de  notre  brahmane 
est  donc  bien  obtenu  par  la  mélhode  du  Persan  ;   1  H est  une 

valeur  approchée  par  défaut  de  la  racine  cherchée. 
Continuons  l'opération  :  il  nous  faut  calculer 

r' 

2(a-+-f,)  -4-  f, 

ce  qui  nous  donne 
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Or  notre  deuxième  terme  est 

I  2    3 


~'ô» 


3.4       9  8 

et  Fauteur  a,  cette  fois,  négligé  £2  siu  dénominateur  de  sa  fraction 

diviseur  et  obtenu  une  approximation  par  excès  de  ^2  dans  la 

série 

I  I 

I  H H • 

3       3.4 

Si  nous  poursuivons  encore  l'opération,  nous  verrons  que  la 

2  33  2        3^ 

quantité  à  retrancher  de  r'=  -  pour  avoir  r"  est  — r^-  Or  -  =  —7-7; 
1  9  '44  9       «44 

par  suite,  r"  = 7-7  • 

«44 

Je  donne  ce  résultat  sous  cette  forme  négative»  parce  que  j'ai 
fait  voir  autre  part  que  les  Indiens  ont  eu  de  très-bonne  heure  la 
notion  des  nombres  négatifs  et  qu'ils  ne  se  préoccupaient  pas,  dans 
leurs  calculs,  du  signe  du  résultat. 

D'autre  part,  le  double  de  la  nouvelle  racine  étant  — >  nous 

aurons 


\     i44/ *  12         3.4. 


34 


Et  remarquons  que,  ce  terme  correctif  étant  trop  grand  en  valeur 
absolue,  l'expression 


3       3.4       3.4.34 

est  de  nouveau  approchée  par  défaut. 

Rien  n'empêcherait  de  continuer  le  calcul,  et  rien  ne  dit  que, 
lorsqu'ils  en  ont  eu  besoin,  les  auteurs  de  cette  série  de  quatre 
termes  n'aient  su  poursuivre  l'opération. 

Nous  pouvons  donc  conclure  de  là  qu'à  l'époque  où  vivait 
Baudhâjana,  c'est-à-dire  à  peu  près  au  iv*  siècle  avant  notre  ère, 
on  savait  exprimer  la  valeur  d'une  racine  carrée  sourde  (ou  irra- 
tionnelle, comme  nous  persistons  à  vouloir  dire)  au  moyen  d'une 
série  approchée  alternativement  par  excès  et  par  défaut;  que  le 
moyen  d'obtenir  le  premier  terme  de  cette  série  était  de  diviser  le 
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reste  de  l'opération  qui  avait  fourni  la  racine  à  une  unité  près 
par  le  double  de  cette  racine  augmenté  d'un-  Les  termes  suivants, 
alternativement  positifs  cl  négatifs,  s'oblenaîcnl  par  un  procédé 
qui  n'est  autre  que  celui  que  nous  connaissons  aujourd'hui  sous 
le  nom  de  mikltode  d'approximation  de  Newton. 

J'ajouterai,  pour  terminer,  qu'Al-Mourouzi  applique  son  mtlmc 
procédé  (borné  au  premierlerme  de  la  série)  aux  racines  cubiques. 

Ioie=  g-r^-g-^-— ^ ;  il  y  fait  encore  ï=i  et  a  e,=  g^,^^^^^- 
Comnie  exemple  namérîque,  il  donne 

J'ignore,  du  reate»  si  l'on  rencontrerait  chez  les  auteurs  iDdieita 
des  exemples  d'application  de  ce  procédé,  si,  comme  pour  la 
racine  carrée,  ils  continuaient  à  développer  une  série,  et  si,  comme 
dans  la  méthode  de  Newton,  les  termes,  suivants  de  la  série  se- 
raient de  la  forme 


Sur  una  classe  du  fonctions  non  uniformes;  par  M.  E,  Picard. 

(Seanoc  du  î8  mars  1879.) 

Considérons  une  fonction  multiforme _/~(z)  d'une  variable  com- 
plexe z,  n'admettant  dans  tout  le  plan  que  des  points  critiques 
déterminés.  Dans  toute  région  du  plan  à  contour  simple  ne  con- 
tenant aucun  de  ces  points,  la  fonction  est  uniforme  et  continue. 
Soit  A  l'un  de  ces  points  critiques.  Je  me  propose  de  montrer 
que  l'on  peut  trouver  un  développement  en  série  de  la  fonction, 
valable  pour  tous  les  points  du  cercle  avant  A  pour  centre  et 
passant  par  le  point  critique  le  plus  rapproché,  quel  que  soit 
d'ailleurs  le  chemin  suivi  par  la  variable  à  l'intérieur  de  ce  cercle. 
Nous  supposerons  que  A  est  l'origine  des  coordonnées  et  que 
de  plus  le  rayon  du  cercle  précédent  est  plus  petit  que  l'unité, 
cette  dernière  circonstance  pouvant  toujours  se  réaliser  par  un 
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changement  de  variable  2'=  kzj  où  k  est  un  nombre  positif  suffi- 
samment petit. 

Ceci  posé,  je  fais  la  transformation 


z'=^. 


logz 

Cherchons  quelle  est  la  portion  du  plan  des  z'  correspondant  au 
cercle  C  décrit,  dans  le  plan  des  z,  de  l'origine  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  /*.  En  désignant  par  0  Targument  d'un  point  de  ce 
cercle,  et  par  Ir  le  logarithme  arithmétique  de  r,  nous  avons 

donc 


et  Ton  a  par  suite,  en  éliminant  6, 

(C)  (^'«-+-/«)/r  — x'=o, 

équation  d'un  cercle  passant  à  Torigine  et  dont  le  centre  est  le  point 
j:''  =  H —  •  De  plus,  si  r  est,  comme  nous  le  supposons,  moindre 

que  l'unité,  aux  points  à  l'intérieur  du  cercle  C  correspondront 
les  points  à  l'intérieur  du  cercle  G'.  La  fonction  y(^)  deviendra 
une  fonction  F(c').  A  toute  courbe  fermée  située  à  l'intérieur  du 
cercle  C  correspondra  une  courbe  fermée  située  dans  C,  qui  ne 
comprendra  pas  l'origine  dans  son  intérieur.  Par  suite,  la  fonc- 
tion F(z')  sera  uniforme  et  continue  à  l'intérieur  de  C,  et  l'on 
pourra  la  développer  en  une  série  procédant  suivant  les  puissances 

croissantes  de  (  5' r  I  • 

\  ^W 

Nous  aurons  par  suite,  pour  f{z)y 


n  =  <K> 


n=ù 


OÙ  les  A^  sont  des  constantes. 

Ce  développement  est  valable  pour  tous  les  points  du  cercle  C. 


Aux  déterminations  multiples  de  logz  correspondronl  les  déUr 
minations  multiples  de  la  fonction  quand  la  variable  z^  paitui 
d'un  point,  décrit  à  l'intérieur  de  C  un  chemin  embrassant  une  « 
plusieurs  fois  l'origine. 

Les  intégrales  des  équations  linéaires  à  coefficients  uniforme 
nous  présentent  un  exemple  bien  connu  de  fonctions  rentrant  dm 
la  classe  de  celles  que  nous  venons  de  considérer.  On  sait,  en  effet 
que  ces  intégrales  n'ont  d'autres  points  singuliers  que  les  poinl 
singuliers  des  coefficients  de  l'équation. 

Une  classe  de  fonctions  se  rattachant  de  très-près  à  celle  <{ii 
nous  venons  de  considérer  est  celle  des  fonctions  multifonn( 
ayant  des  points  critiques  déterminés,  mais  pouvant  avoir  en  onti 
un  nombre  quelconque  de  pôles  situés  d'une  manière  quelconqo 
On  voit  alors  facilement  qu'à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  r 
fonctiony*(z)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


nmm 


2j®*\loga       a/ij 


11=0 


où  les  A;,  et  les  B;,  sont  des  constantes. 

11  est  aisé  d'indiquer  des  équations  diiTérentielles  dont  les  înt 
grales  jouissent  des  propriétés  précédentes.  L'exemple  le  pi 
simple  que  Ton  puisse  citer  est  l'équation  de  Bemoulli  : 


-—  =:  X  w'  H-  Xi  «  H-  X,, 
dz 


où  nous  supposons  que  les  X  soient  des  fonctions  uniformes  de  . 
Les  intégrales  de  cette  équation  n'auront  d'autres  points  critiqua 
que  les  points  singuliers  des  fonctions  uniformes  X,  Xi,  X3,  ma 
elles  peuvent  avoir  des  pôles  situés  d'une  manière  quelconque. 
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Sur  les  équations  différentielles  linéaires.  (Extrait  d'une  Lettre 

de  M.  Brioschi  à  M.  Laguerre.) 

(Séance  du  ii  avril  1879.) 

....  Les  Communications  que  vous  avez  faites  récemment  à  l'Aca- 
démie des  Sciences,  Sur  quelques  invariants  des  équations  dijfé- 
rentielles  linéaires,  ont  eu  pour  moi  un  grand  intérêt,  ayant  dû 
autrefois  m^occuper  de  questions  analogues.  Malheureusement  je 
ne  peux  pas  en  ce  moment  revenir  sur  ce  sujet;  mais  je  désire  vous 
faire  connaître  la  méthode  que  j'avais  suivie,  laquelle  me  paraît 
conduire  facilement  à  vos  résultats  et  peut-être  les  compléter. 

Soient  les  deux  équations  différentielles  linéaires  du  troisième 
ordre 


ou 


Je  pose 

J-  =  VI/, 

V  étant  fonction  de  x. 
On  a 

,  du    ,         , 

dz 

,,         [d^u    ,.       du   „\  ,du. 

En  substituant  les  j^',j^'^,j''' dans  la  première  équation  différen- 
tielle, on  doit  obtenir  la  seconde,  et,  par  conséquent,  on  arrive  aux 
trois  relations 


.... 


*  .     tj 


(    V  3     -f-  V  3'  =Z  O, 

(  ./"   ^-3/v'-+-mv=av3'». 


2" 


Or,  en  posant  —  =  Z,  la  première  donne 


ol,  par  suite, 

.•  =  -(Z'-Z')., 
D'autre  part. 


-(Z"  — 3ZZ'- 


^— Z'  +  Z*; 

la  seconde  tics  i;qiiations  (t)  se  transforme  donc  ainsi  qu'il  suit: 

(a]  aZ'  =  Z'  +  3(/  — Ij"),  „„. 

et  la  troisième  devient 

Z" -^  3ZZ'  +  2*+  3/Z  —  (m  —  f.*^)  =  o. 

Enfin,  en  remplaçant  dans  celles-ci  Z'ct  Z^par  leurs  valeurs  tU 
[luîtes  de  l'^ijuation  [a],  on  trouve  votre  relation 


Je  pose 

13)  it 

d'où  l'on  déduit 
On  >. 


=  3/'— 3 


Cette  valeur  de  Z,  substituée  dans  l'équaLion  (a),   conduit  très 
facilement  à  la  relation  suivante  : 


fi  j'ai  po 


;,  pour  abréger, 
-.  ,n  los« 


1   -■i^t  =  b. 


On  aura  enlîii,  par  conséquent. 
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relation  invariantwe  entre  les  seuls  coeificienls  des  deux  équations 
différentielles  et  leurs  dérivées. 

Il  est  très-important  de  noter  que  ces  formes  invariantives  restent 
les  mêmes  pour  les  équations  différentielles  d*ordre  supérieur. 

Par  exemple  y  pour  les  équations  différentielles  du  quatrième 

ordre 

y  -H  &iy  -t-  ^my  -f-  /ij  =.  o 


et 


on  trouve 


v'=:~-Zv,      2Z'  =  Z«-+-^(/-.X*'»). 


3     ' '5 

Z"  -  3ZZ'  4-  Z«  -4-  ^  /Z  —  I  (m  -  u»'»)  =  o, 

ety  par  suite, 

ff  et  a  étant  définis  par  les  équations  (3). 

En  posant 

g  ^* log»       /rflog«y      io8^_ 
rfz*  \    dz    j  5 


on  en  déduit 


03'*=^     et     4  =  -7 


Enfin  la  dernière  équation  donne 

où 

7  =  3o-r-7  —  5o-^  —  8iV-+-25v 

et 

c  =  3o^ —  5ott'  —  8i  /*  -h  25ii. 

J'ajoute  une  dernière  remarque.  Si,  pour  les  équations  différen- 
tielles du  troisième  ordre,  Tinvariant  a  est  nul,  Téquation  se  réduit 
à  la  suivante,  du  second  ordre, 
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où 

Si,  pour  l'équation  du  quatrième  ordre,  les  io variants  a  et  c  sa 
nuls,  on  a 

équation  où  j'ai  posé 

Si  vous  croyez  que  ces  résultats  peuvent  avoir  quelque  into 
pour  nos  collègues  de  la  Société  mathématique,  vous  pouvez  I 
leur  communiquer.... 


Sur  quelques  propriétés  de  l'hjrpocjrcloïdc  à  trois  points 
de  rebroussement;  par  M.  LAGusamE. 

(Séance  du  ii  atril  1879.) 


I. 


1 .  Soient  OX  et  OY  deux  axes  rectangulaires,  et  X,  Y  les  c(k 
données  d'un  point  quelconque  M  du  plan  relativement  à  ce  systèi 
d*axes;  posons 

X-+-y/  =  x    et    X  — yi  =  r; 

nous  pouvons  considérer  x  cly  comme  de  nouvelles  coordonna 
du  point  M.  On  voit  que  les  équations  x  =  a  et  j'  =  p,  où  a  et 
désignent  des  quantités  constantes  arbitraires,  représentent  les  < 
verses  droites  isotropes  du  plan;  je  désignerai  donc,  pour  abrég< 
le  système  de  coordonnées  que  je  viens  de  déGnir  sous  le  nom 
coordonnées  isotropes. 

Dans  un  pareil  système,  le  coefficient  angulaire  d'une  dro 
faisant  avec  Taxe  OX  un  angle  donné  V  est  égal  à  e~"*^**;  l'équati 
de  Taxe  OX  est 

-^  =  Jf 

cl  Téquation  d'un  cercle  de  rayon  H  cl  ayant  pour  centre  le  po 
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(a,  (3)  est 

2.  Étant  donnée  une  courbe  de  /i**°*  classe,  les  coefBcients  angu- 
laires des  tangentes  que  d'un  point  {Xfj')  on  peut  mener  à  cette 
courbe  sont  donnés  par  une  équation  homogène  du  degré  /i, 

U(>,p)  =  0; 

dans  cette  équation,  t-  désigne  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente issue  du  point  (  J^,j^),  et  les  coefficients  du  polynôme  U  sont 
des  fonctions  entières  de  x  et  de  y. 

L'équation  précédente  est,  en  me  servant  d'une  dénomination 
que  j'ai  déjà  employée  dans  plusieurs  travaux  antérieurs  (  *  ),  V équa- 
tion mixte  de  la  courbe, 

3.  L'hypocycloide  à  trois  points  de  rebroussement  étant  définie 
comme  une  courbe  de  troisième  classe  qui  touche  aux  deux  ombi- 
lics la  droite  de  l'infini,  on  voit  immédiatement  que  son  équation 
mixte  est  de  la  forme 

a^'4-  b\^iL  -f-  c).ùi'-h^ft'-f-  >fA(Xj—  px)  =  o. 

Cherchons  le  lieu  des  points  du  plan  d'où  l'on  voit  l'hypocycloide 
sous  un  angle  droit  ;  il  faut,  pour  cela,  exprimer  que  l'équation  pré- 
cédente a  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires. 
Le  lieu  cherché  a  donc  pour  équation 

elle  représente,  comme  on  le  sait,  un  cercle.  En  mettant  en  évi- 
dence le  rayon  R  de  ce  cercle  et  les  coordonnées  a  et  |3  de  son 
centre,  je  poserai 

c  =  aiy     /;  =  — ô,     a  =  R<r-^'     et     rf  =  — Re?'. 
L'équation  mixte  de  la  courbe  deviendra  donc 

(i)  Rc^'A^—  ^A«u  -f-  a>a*—  R^'/x'-h  >u(>j  —  px)  =  o. 

4.  Je  vais  chercher  maintenant  l'équation  mixte  des  diverses 

[^)  Mémoire  de  Géométrie  anafytiqite,  a"  série,  t.  XVII. 


deux  ^acn^f  point»  «qûfistanb  de  Foripae  O. 

L'axe  OX  étant  tangemt  à  b  «Mrbe,  «ne  des  H^eates  ism 
de  rorûîa«  a  pamr  eiiettcieml  aapdake  rsaitié;  Frif— titm  '  i  H 
donc  «aûkaite  ipand  oa  t  fait 

r=ra.     T^o    et    À  =  X, 
d*oà  Féqvatiofi  de  ccMMlitioa 


—  a  =  »r«  — 


CoDsidéroos  on  point  de  Taxe  OX  ntaé  â  a»e  distsace  de  Tan^m 
qeale  à  r.  en  sorte  qoe  les  coordonnées  de  ce  point  soient 


=  r  =  »: 


les  coefScienti  angulaires  des  tangentes  issues  de  ce  point  soal 
donnés  par  Féquation  (i),  dans  laquelle  on  a  remplacé  jr  et  r  pir^ 
Si  Ton  divise  celte  équation  par  a — p  (ce  qui  retient  i  faire  ak- 
traction  de  la  tangente  OX  •  on  trouve  aisément  €|ae,  en  postft 


les  coefGcients  angulaires  des  deux  autres  tangentes  sont  déter- 
minés par  Téquation 


En  laissant  de  côté  le  point  où  la  courbe  est  tangente  à  OX.  on 
obtiendra  les  deux  autres  points  où  elle  rencontre  cette  droite  en 
exprimant  que  Téquation  précédente  a  deux  racines  égales,  ce  qui 
donne  la  relation 

Si  maintenant  on  remarque  que,  les  deux  points  d*intersection  dont 

je  viens  de  parler  étant  â  égale  distance  de  TorigiDe  O,  les  deux 

valeurs  obtenues  pour  z  doivent  être  égales  et  de  signes  contraires. 

on  en  conclut 

u  =  R<r-  'î  —  S  =  Rf*?  —  «  =  o, 

d'où 

«  =  Re*?     et     6  r=  R<f-'?. 

Ainsi  le  centre  o)  du  cercle  K.  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
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circonscrits  à  rhypocycloïde^  est  situé  sur  la  droite  qui  fait  avec 
l'axe  OX  un  angle  égal  à  9  et  à  une  distance  égale  à  R,  c'est-à-dire 
au  rayon  de  ce  cercle.  En  désignant  par  A  et  A  les  deux  points  de 
rencontre  de  OX  avec  la  courbe,  on  voit  ainsi  que  ce  cercle  passe 
par  le  milieu  O  du  segment  AA'  et  que  ce  segment  a  une  longueur 
constante  égale  à  4Ry  propositions  bien  connues, 

5.  En  remplaçant  dans  l'équation  (i)  a  et  |3  par  leurs  valeurs, 
Téquation  mixte  de  l'hypocycloïdc  prend  la  forme  suivante  : 

et  l'équation  qui  donne  les  coefficients  angulaires  des  tangentes 
issues  d'un  point  de  l'axe  OX  [x  =>y  =  «)  devient 

(  3  )  R<?-'?>*  -f-  z  V  -4-  R«?'>  u'  =  o. 

En  particulier,  les  tangentes  issues  du  point  A^  pour  lequel  on  a 
z-= —  2R,  sont  déterminées  par  l'équation 


\C     *  X  —  ^«u/   =:  o, 


d'où  l'on  voit  que  la  tangente  menée  au  point  A'  fait  avec  l'axe  OX 

un  angle  égal  à  -• 

Si  donc  on  prend  sur  le  cercle  K  le  point  O'  diamétralement 
opposé  au  point  O,  cette  tangente  est  précisément  la  droite  A'O'; 
la  droite  O'A  est  également  tangente  à  l'hypocycloïde  au  point  A, 
et  ces  deux  droites,  conformément  à  une  proposition  bien  connue, 
sont  rectangulaires  entre  elles. 

6.  On  voit  que  Ton  peut,  par  les  points  A  et  A',  mener  une  infi- 
nité d'hypocycloïdes  tangentes  à  l'axe  OX;  toutes  ces  courbes  sont 
d'ailleurs  égales  entre  elles,  puisque  la  longueur  du  segment  AA' 
détermine  le  rayon  du  cercle  K  et  par  suite  la  grandeur  de  la  courbe 
elle-même.  On  les  obtiendra  toutes  en  donnant  à  9  toutes  les  va- 
leurs possibles  dans  l'équation  (2). 

Soient  deux  de  ces  courbes  H^  et  H^  caractérisées  par  deux 
valeurs  de  l'angle  9  différant  entre  elles  de  l'angle  0;  si  l'on  désigne 
par  ^«)  cl  W|  les  centres  des  cercles  des  points  desquels  on  voit  res- 
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pectivement  ces  courbes  sous  un  angle  droit,  on  voit  que  Tangle 
(k)0(k)|  est  précisément  égal  à  6, 

D'un  point  M  situé  sur  l'axe  OX  et  à  une  distance  du  point  O 
égale  à  z,  menons  aux  deux  courbes  K^  et  K^  les  tangentes  dis- 
tinctes de  l'axe. 

Les  coefficients  angulaires  de  ces  tangentes  sont  respectivement 
déterminés  par  les  deux  équations 

Re-'?A»  -f-  2 V  -f-  R<r/?/x«  =  o 
et 

ceux  des  tangentes  menées  à  H,^  se  déduisent  évidemment  de  ceux 
des  tangentes  menées  à  H^,  en  les  multipliant  par  le  facteur  con- 
stant e~~*';  en  d'autres  termes,  les  tangentes  à  H^^«  s*obtiennent  en 

faisant  tourner  de  l'angle  -  les  tangentes  à  H^. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

Aï  l'on  considère  une  droite  quelconque  D  tangente  à  une 
hjpocjcloïde  à  trois  points  de  rebroussement,  et  si  l'on  imagine 
un  angle  de  grandeur  constante  dont  le  sommet  décrit  cette  droite 
tandis  qu'un  de  ses  côtés  demeure  tangent  à  la  courbe,  le  second 
côté  de  cet  angle  em^eloppe  une  autre  hjpocjcloïde  égale  à  la 
pi^emière,  tangente  à  la  droite  D  et  passant  par  les  deux  points 
où  cette  droite  coupe  la  première  hjpocjcloïde. 

Ce  que  l'on  peut  encore  énoncer  ainsi  : 

Soit  une  hjpocjcloïde  à  trois  points  de  rebroussement  qui  se 
déplace  sans  changer  déforme,  en  restant  tangente  à  une  droite 
jixe  D  et  en  passant  par  un  point  fixe  de  cette  droite  (auquel  cas 
elle  passe  nécessairement  par  un  autre  point  fixe  situé  sur  la  même 
droile);  par  dijfférents  points  de  D  menons  des  tangentes  à  la 
courbe,  et  imaginons  que,  pendant  le  déplacement  de  cette  courbe, 
ces  droites  lui  demeurent  tangentes;  pour  deux  positions  quel- 
conques de  llijpocjcloïde  mobile,  les  angles  décrits  par  les  tan- 
gentes autour  des  points  fixes  de  D  sont  tous  égaux  entre  eux. 

7.  J'ajouterai  que  dans  le  mouvement  les  points  de  contact  dé- 
crivent des  cercles,  ce  que,  du  reste,  des  considérations  géomé- 


Iriqucs  très-simples  rendent  évident.  Considérons,  en  elTct,  un 
point  M  situé  sur  l'axe  OX,  à  une  distance  de  l'origine  égale  à  z. 
En  désignant  simplement  par  ji  le  coefficient  angulaire  d'une  des 
tangentes  menées  de  ce  point  à  la  courbe  (ce  qui  revient  à  faire 
y.^  i),  l'équatioQ  de  cette  tangente  est 

(41  S  =  ^ 

et  l'on  a  la  relation 

(5)  Re'Vfi'+îp  +  R(r-'ï  =  0. 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  s'obtiendront  en  résolvant 
par  rapport  à  x  et  j  l'équation  (4)  et  l'équation  suivante,  que 
l'on  en  déduit  en  la  dérivant  par  rapport  à  z  : 


i.,-.r    rf: 

De 

l'équation  (5)  0 

n  déduit  d'ailleurs 

d'o 

'•' 

(6) 


-4K' 


Pour  obtenir  le  lieu  des  points  de  contact,  il  laut  éliminer  9  etfx 
trc  les  équations  (4).  (5)  cl  (6),  ou  simplement  fA  entre  les  équa- 
tns  (4)  cl  (d),  qui  ne  renferment  pas  f. 
olitient  ainsi  l'équation 


SOUS  la  forme  suivante  ; 


/."-4ftO  =  4R'-^'- 

au  point  M  à  l'axe  OX  ;  leurs 
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centres  sont  situés  à  Tintersection  de  la  perpendiculaire  élevée  à 
Taxe  en  ce  point  avec  le  cercle  décrit  sur  AA'  comme  diamètre. 

8.  Si  Ton  considère,  comme  précédemment,  les  deux  bypocy- 
cloïdes  Hç  et  H^^^,  on  voit  que  le  sommet  d'un  angle  circonscrit  à 

Q 

ces  deux  courbes  et  ayant  pour  valeur  -  décrit  un  lieu  dont  fait 

partie  la  tangente  commune  OX;  on  peut  rechercher  si  cette  droite 
constitue  à  elle  seule  le  lieu  complet. 

Je  remarque,  à  cet  effet,  que  les  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes menées  du  point  (j^,  j)  à  la  courbe  H,  sont  déterminés  par 
Téquation 

(2)  R(>  —  fx )(«?-'»' -!-e^?p»)  H-  V(Xj  —  px)  =  G, 

et  ceux  des  tangentes  menées  du  même  point  à  la  courbe  H^«  par 
Téquation 

Si  les  deux  tangentes  font  Tangle  donné  -9  on  a 

Si 


lie     * 


et  Téquation  précédente  devient 

Reste  à  éliminer  X  et  fx  entre  les  relations  (2)  et  (7);  en  éliminant 
entre  elles  Texpression  e"""l-  4-  e'^f*^,  il  vient 

e^  "k  —  €    *p        c^'yjr  —  e    *^.r 
"k  —  fi  "Xy  —  fi.r 

et,  en  effectuant  les  calculs, 

(if       ^-\ 
<?'  —  €    '  y  m  o. 

La  tangente  OX  constitue  donc  bien  à  elle  seule  le  lieu  du  sommet 
de  Tangle  constant  circonscrit  aux  deux  courbes. 


I 
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9.  Les  hypocycloïdes  H,  et  H^,  qui  touchent  toutes  les  deux 
l'axe  OX,  ont,  en  outre,  deux  autres  tangentes  communes;  pour 
avoir  leur  équation,  il  suffit  d'éliminer  X  et  /x  entre  Téquation  (2) 
et  Téquation 

(8)  R(>  —  p)  («-'(?+•);«-+-  e'Cî+^V»)  -h  >fA(Xr  —  m)  =  o- 

Éliminant  d'abord  Xj"  —  fix  entre  ces  égalités,  il  vient 

X* c-'? ( I —  €-'■•  )  -hp«^'î(i  — £r'»)  =0, 

d'où,  par  une  transformation  facile. 

Les  angles  que  font  ces  deux  tangentes  avec  l'axe  OX  sont  donc 

éeraux  à--f--7età--|-T-|--7;  ces  deux  droites   sont  à    angrle 
^24244 

droit.  De  là  une  construction  qui  permet  de  les  obtenir  aisément. 
Soient,  en  effet,  K  et  Kj  les  cercles  des  points  desquels  on  voit 
respectivement  sous  un  angle  droit  les  courbes  H^  et  H^;  ces 
cercles,  indépendamment  du  point  O,  se  coupent  encore  en  un 
second  point  M.  Ce  point  est  nécessairement  le  point  de  rencontre 
des  tangentes  tlicrcliées,  puisqu'elles  sont  rectangulaires  entre  elles. 
Si  maintenant  nous  prolongeons  le  rayon  OM  jusqu'en  son  point 
de  i  encontre  N  avec  le  cercle  décrit  sur  AA' comme  diamètre,  il 
résalle  des  considérations  précédentes  que  les  deux  tangentes 
communes  qui  se  croisent  au  point  M  sont  parallèles  aux  droites 
NA  et  NA. 

D'où  encore  la  proposition  suivante  : 

Soit  une  hjpocjcloïde  à  trois  points  de  rebroussement  qui  passe 
par  drnx  points  donnés  A  et  A'  et  est  tangente  à  la  corde  AA'; 
sur  cette  corde  comme  diamètre  décrivons  un  cercle  B  et  consi- 
dérons le  cercle  K,  lieu  des  points  d'oà  l'on  voit  l'hypocycloïde 
sous  un  angle  droit.  Ce  cercle  passe,  comme  on  le  sait,  par  le 
point  O,  milieu  de  la  corde  AA',  et,  en  outre,  est  tangent  au 
cercle  C. 

Etant  pris  un  point  quelconque  M  sur  le  cercle  K,  si  Von  pro- 
longe le  rayon  OM  jusqu'en  son  point  de  rencontre  N  avec  le 

8. 
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cercle  C,  les  droites  menées  par  le  point  M  parallèlement  aux 
droites.  NA  et  NA'  sont  les  deiix  tangentes  rectangulaires  entre 
elles  que  de  ce  point  on  peut  mener  à  la  courbe. 

10.  Les  diverses  hypocycloïdes  qui,  passant  par  les  deux  points 
A  et  A',  sont  tangentes  à  la  corde  AA',  étant  identiques  entre  elles, 
on  peut  les  obtenir  toutes  par  le  déplacement  d'une  de  ces  courbes 
dans  le  plan. 

Pour  avoir  une  idée  nette  de  ce  déplacement,  il  faut  chercher  le 
lieu  des  centres  instantanés  de  rotation  dans  le  plan  et  le  lieu 
décrit  par  ces  centres  relativement  à  la  courbe  mobile. 

La  courbe  roulant  sur  les  deux  points  A  et  A',  les  normales 
menées  en  ces  points  sont  respectivement  perpendiculaires  aux 
droites  AO'  et  A'O',  et  par  conséquent  se  coupent  sur  le  cercle  C 
décrit  sur  AA'  comme  diamètre  au  point  diamétralement  opposé 
à  O';  le  lieu  des  centres  instantanés  de  rotation  dans  le  plan  est 
donc  le  cercle  C,  dont  le  rayon  est  égal  à  aR.  On  sait  d^ailleurs 
que  les  normales  aux  extrémités  de  la  corde  AA'  se  coupent  sur  le 
cercle  passant  par  les  trois  points  de  rebroussement  de  Thypocy- 
cloïde,  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  3R. 

D'où  la  conclusion  qui  suit  : 

Etant  pris  sur  un  cercle  C  de  rajon  égal  à  2  R  deux  points 
diamétralement  opposés  A  et  A',  si  Von  fait  rouler  ce  cercle  dans 
l'intérieur  d'un  cercle  C  de  rayon  égal  à  3R,  on  sait  que  les 
deux  points  A  et  A!  décrivent  une  même  hjpocjcloïde  à  trois 
points  de  rebroussement  inscrite  dans  le  cercle  G'.  A  un  instant 
quelconque  du  mouvement,  les  points  A  et  A!  sont  situés  sur  l'hy- 
pocjcloïde,  tandis  que  la  droite  AA'  lui  est  tangente;  si  à  cet 
instant  on  fixe  le  cercle  G,  et  si  l'on  fait  rouler  sur  ce  cercle  le 
cercle  G'  en  entraînant  avec  lui  la  courbe,  cette  courbe,  dans 
son  déplacement,  passe  constamment  par  les  points  fixes  A  et  A' 
et  demeure  tangente  à  la  droite  A  A'. 


II. 

11.  Les  résultats  qui  précèdent  peuvent  se  déduire  aisément 
de  quelques  propositions  très-simples  et  purement  géométriques. 
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Considérons,  à  cet  effet,  une  ellipse  E  située  dans  Tcspace  et 
dont  la  projection  orthogonale  sur  un  plan  donné  P  soit  un  cercle  C  ; 
prenons  arbitrairement  sur  cette  courbe  un  point  fixe  A  et  un  point 
mobile  M.  Si  par  le  tnilieu  I  de  la  corde  AM  nous  menons  un  plan 
perpendiculaire  à  cette  corde,  il  coupe  le  plan  P  suivant  une  droite 
dont  Tenveloppe  est  une  courbe  H  que  l'on  peut  aussi  évidemment 
définir  comme  le  lieu  des  centres  des  sphères  symétriques  par  rap- 
port au  plan  P  et  tangentes  à  l'ellipse  E. 

Je  dis  d'abord  que  la  courbe  H  est  une  hypocycloïde  à  trois 
points  de  rebroussement. 

Soit  D  une  droite  située  dans  le  plan  P;  si  d'un  point  quel- 
conque N  de  cette  droite  comme  centre  on  décrit  une  sphère 
passant  par  le  point  A,  cette  sphère  coupe  le  plan  Q  de  l'ellipse 
suivant  un  cercle  passant  par  le  point  A  et  par  le  point  A'  qui  lui 
est  symétrique  par  rapport  à  la  projection  orthogonale  de  D  sur 
le  plan  Q. 

Il  est  clair  que  le  point  N  est  sur  la  courbe  H  si  ce  cercle  est 
tangent  à  l'ellipse,  et,  comme  par  les  points  A  et  A'  on  peut  mener 
quatre  cercles  tangents  à  E,  il  en  résulte  que  la  courbe  K  est  du 
quatrième  ordre. 

Soit  N  un  point  quelconque  du  plan  P;  de  ce  point  comme 
centre  décrivons  une  sphère  passant  par  le  point  A;  cette  sphère 
coupe  le  plan  Q  suivant  un  cercle  rencontrant  l'ellipse  au  point  A 
et  en  trois  autres  points  B,  C  et  D.  Les  plans  menés  respecti- 
vement par  les  milieux  des  cordes  AB,  AC  et  AD  coupent  le  plan  P 
suivant  des  droites  tangentes  à  H  et  se  croisant  au  point  donné  N. 

La  courbe  II  est  donc  de  la  troisième  classe. 

Si  le  point  N  est  rejeté  à  l'infini  dans  une  direction  quelconque, 
la  sphère  dont  je  viens  de  parler  se  réduit  au  plan  mené  par  A 
perpendiculairement  à  cette  direction,  et,  comme  ce  plan  ne  coupe 
E  qu'en  un  point,  il  est  clair  qu'on  ne  peut  mener  à  la  courbe  H 
qu'une  tangente  parallèle  à  une  direction  donnée.  Cette  courbe 
est  donc  doublement  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  et  les  points 
de  contact  sont  situés  sur  les  perpendiculaires  menées  aux  asym- 
ptotes de  la  projection  de  l'ellipse  sur  le  plan  P.  Cette  projection 
étant  un  cercle,  ces  asymptotes,  ainsi  que  leurs  perpendiculaires, 
sont  des  droites  isotropes.  La  courbe  H  est  donc  de  troisième 
classe  et  doublement  tangente,  aux  ombilics,  à  la  droite  de  l'in- 
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fini;  par  suite,  c^csl  une  hypocycloïde  à  trois  points  de  rebrous- 
sement. 

12.  Cette  hj'pocj^cloïde  a,  comme  on  le  sait,  trois  poiuts  de 
rebroussenient  a,  (3,  y  qui  sont  les  sommets  d'un  triangle  équila- 
téral,  et  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  est  le  point 
de  concours  des  tangentes  de  rebroussement. 

Considérons  l'un  ([uelconque  a  de  ces  points  de  rebroussement; 
les  tangentes  que  Ton  peut  de  ce  point  mener  à  la  courbe  étant 
toutes  les  trois  confondues  en  une  seule  droite,  la  sphère  passant 
par  A  et  décrite  du  point  a  comme  centre  coui)e  le  plan  Q  suivant 
un  cercle  passant  par  A  et  osculateur  de  l'ellipse  E  en  un  pointa'; 
la  projection  sur  le  plan  Q  de  la  tangente  de  rebroussement  au 
point  a  est  d'ailleurs  la  droite  menée  par  le  milieu  de  la  corde  As 
et  perpendiculairement  à  cette  corde. 

Si  maintenant  on  remarque  que  les  trois  tangentes  de  rebrous- 
sement sont  concourantes,  on  obtiendra  la  proposition  suivante, 
due  à  Steiner  : 

Etant  donné  sur  une  ellipse  un  point  (/uelconque  A,  on  peut 
déterminer  trois  cercles  osculateurs  de  cette  courbe  t/ui  passent 
par  le  point  A  ;  les  trois  points  de  contact  et  le  point  A  sont  sur 
un  même  cercle. 

D'après  ce  que  je  viens  d'exposer,  on  peut  ajouter  que  : 

«Si  l'ellipse  se  projette  orlhogonalenient  sur  un  plan  donné  P 
suivant  une  circonjérencc  de  cercle,  les  droites  menées  perpen- 
diculairement au  plan  de  l'ellipse  par  les  trois  points  de  contact 
rencontrent  le  plan  P  en  trois  points  qui  sont  les  sominets  d 'un 
triangle  équilatéral,  et  la  droite  menée  par  le  centre  du  cercle 
circonscrit  aux  trois  points  de  contact  et  perpendiculairement  à 
son  plan  rencontre  le  plan  P  au  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle  équilatéral, 

13.  Prenons  sur  l'ellipse  E  un  autre  point  fixe  B;  à  ce  point 
correspond  une  seconde  hypocycloïde  IV,  Cherchons  les  tangentes 
communes  aux  courbes  H  el  IP. 

Je  désigne  par  F  et  G  les  deux  axes  de  rclllpsc,  |)ary  cl  g  les 
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droites  suivant  lesquelles  le  plan  P  est  coupé  par  les  plans  menés 
respectivement  par  F  et  G  et  normalement  au  plan  Q.  Les  droites 
fel  g  sont  évidemment  perpendiculaires  entre  elles,  puisque  F  est 
parallèle  au  plan  P. 

Cela  posé,  si  des  points  A  et  B  on  mène  dans  le  plan  Q  des 
perpendiculaires  à  F,  cet  axe  les  divise  en  deux  parties  égales  ;  il 
en  résulte  qucyestune  tangente  commune  à  H  et  H',  et  les  mêmes 
considérations  s'appliquent  à  la  droite  g.  Les  deux  courbes  ont 
donc  déjà  en  commun  deux  tangentes  rectangulaires  enti'C  elles. 

Considérons  maintenant  la  corde  ÂB  et  le  plan  mené  par  son 
point  milieu  perpendiculairement  à  sa  direction;  il  coupe  le  plan  P 
suivant  une  droite  D  qui  est  aussi  tangente  aux  deux  hjpocy- 
cloïdes. 

14.  Les  points  de  contact  de  cette  droite  s'obtiendront  évidem- 
ment en  prenant  son  intersection  avec  les  plans  menés  en  A  et  en  B 
normalement  à  l'ellipse. 

Pour  obtenir  les  autres  points  où  elle  rencontre  les  deux  courbes, 
je  mène  par  les  points  A  et  U  un  cercle  tangent  à  l'ellipse;  on  peut 
mener  deux  de  ces  cercles,  et  leurs  points  de  contact  m  et  ni*  sont 
diamétralement  opposés.  Si  l'on  construit  les  axes  (*)  de  ces  deux 
cercles,  il  est  clair  qu'ils  rencontrent  D  en  deux  points  appar- 
tenant à  la  fois  à  H  et  H'.  Soient  n  et  n'  ces  deux  points  ;  on  voit 
que  les  hypocycloïdes  ont  une  corde  commune  à  laquelle  elles  sont 
toutes  les  deux  tangentes  :  elles  sont  donc  égales  entre  elles. 

On  peut  remarquer  que  les  droites  menées  aux  points  n  et  n' 
tangentiellement  à  la  courbe  H  sont  les  traces  de  deux  plans  per- 
pendiculaires aux  cordes  A  m  et  A  m';  elles  sont  donc  perpendi- 
culaires à  leurs  projections  sur  le  plan  P,  et,  comme  la  projection 
du  diamètre  mm*  passe  par  le  centre  du  cercle  C,  on  voit  que  ces 
projections  sont  rectangulaires;  il  en  est  donc  de  même  des  deux 
tangentes  aux  points  n  et  n'y  proposition  bien  connue. 

15.  Lorsque  le  point  A  se  déplace  sur  l'ellipse,  l'hypocycloïde 
qui  lui  correspond  demeure,  comme  je  viens  de  le  montrer,  inva- 


(*)  J'appelle,  pour  abréger^  axe  d'un  cercle  la  droite  pasfMiDt  par  le  contre  de  co 
cercle  et  perpcDdiculaire  à  son  plan. 


riable  de  forme  en  restant  tangente  aux  deux  droites  fixes  f  ei  g. 
Je  dis  que  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact  est  la  trace 
sur  le  plan  P  du  plan  normal  à  Tellipse  au  point  A. 

Menons,  en  effet,  par  le  point  A  les  cordes  Aa  et  A  A,  respec- 
tivement perpendiculaires  aux  axes  F  et  G.  Le  point  où  la  droite/ 
touche  rhypocycloïde  H  est  le  point  de  rencontre  du  plan  P  avec 
Taxe  du  cercle  bitangent  à  Tellipse  aux  points  A  et  a.  Si  donc 
au  point  A  on  mène  le  plan  normal  à  cette  courbe,  il  contient  ce 
point  de  contact;  par  une  raison  semblable,  il  contient  Tautre 
point  de  contact.  La  proposition  que  je  voulais  démontrer  est  donc 
établie. 

16.  Si  le  point  A  se  déplace  infiniment  peu  sur  Tellipse,  rhypo- 
cycloïde H  roule  sur  les  deux  droites  y  et  g\  la  droite  qui  joint 
les  deux  points  de  contact  est  une  corde  commune  aux  deux  courbes 
et,  de  plus,  leur  est  tangente  ;  par  suite,  elle  a  une  longueur  con- 
stante. 

Donc  : 

Les  traces,  sur  le  plan  P,  des  plans  normaux  à  l'ellipse  E 
enveloppent  une  hjpoçycloïde  à  quatre  points  de  rebroussement. 
Le  lieu  des  centres  des  sphères  doublement  tangentes  à  l'ellipse 
se  compose  des  deux  tangentes  doubles  de  rebroussement  de  cette 
hypocjcloïde . 

17.  Au  lieu  de  considérer  une  ellipse,  j'aurais  pu  considérer  une 
biquadratique  quelconque,  ayant  pour  plan  de  symétrie  le  plan  Pcl 
située  sur  un  cylindre  dont  la  base  est  un  cercle  situé  dans  ce  plan. 

Sans  rien  changer  aux  démonstrations  qui  précèdent,  on  obtien- 
drait facilement  les  propositions  qui  suivent  : 

Étant  donnée  une  biquadratique  résultant  de  l'intersection 
d'un  cylindre  droit,  ayant  pour  base  un  cercle  situé  dans  un 
plan  P,  ai^ec  une  surface  quelconque  du  second  ordre  ayant  ce 
plan  pour  plan  de  symétrie,  le  lieu  des  centres  des  sphères  qui, 
passant  par  les  extrémités  d'une  corde  de  la  courbe  perpendicu- 
laire au  plan  P,  sont  doublement  tangentes  à  cette  courbe,  est 
une  hypocycloïde  II  à  trois  points  de  rebroussement  située  dans 
le  plan  de  symétrie. 
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Si  l'on  considère  les  disperses  cordes  de  la  courbe  perpendicu^ 
laires  au  plan  P,  les  div^erses  hypocycloïdes  qui  leur  correspondent 
sont  identiques  et  ne  diffèrent  que  par  leur  position  dans  le  plan. 

Les  traces  sur  le  plan  de  sjmétrie  des  plans  normaux  à  la  bi- 
quadratique  enveloppent  une  hypocjcloïde  à  quatre  points  de 
rebroussement. 

Les  centres  des  sphères  quadruplement  tangentes  à  la  biqua- 
dratique  décrii^ent  les  deux  droites  rectangulaires  qui  constituent 
les  tangentes  doubles  de  rebroussement  de  cette  dernière  hjrpo- 
cjrcloïde. 

18.  La  considération  des  trois  points  de  rebroussement  de  Thypo- 
cycloïde  H  conduit,  relativement  aux  biquadratiques  douées  d'un 
plan  de  symétrie,  à  un  théorème  analogue  à  celui  qui  a  été  donné 
par  Steiner  relativement  aux  coniques,  et  que  j'ai  rappelé  plus 
haut. 

Comme  il  est  facile  de  le  voir,  il  n'est  pas  besoin  de  supposer 
que  la  projection  de  la  biquadratique  sur  le  plan  de  symétrie  soit 
un  cercle,  et  l'on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  biquadratique  quelconque  ayant  pour  plan 
de  symétrie  un  plan  donné  P,  par  les  extrémités  d'une  corde 
quelconque  de  cette  courbe  perpendiculaire  au  plan  P,  on  peut 
mener  trois  sphères  qui  ont  avec  la  courbe  un  double  contact  du 
second  ordre;  les  six  points  de  contact  et  les  extrémités  de  la 
corde  sont  sur  une  même  sphère  dont  le  centre  est  dans  le  plan  de 
symétrie, 

m 

Si  la  biquadratique  se  projette  suivant  un  cercle  sur  le  plan  de 
symétrie,  on  peut  ajouter  que  : 

Les  centres  des  trois  sphères  qui  ont  un  double  contact  sont  les 
sommets  d'un  triangle  équilatéral,  et  le  centre  de  la  sphère  qui 
contient  les  points  de  contact  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  à 
ce  triangle, 

19.  Je  reviens  maintenant  au  cas  précédemment  étudié  de  l'el- 
lipse E,  quoique  les  considérations  suivantes  s'appliquent  encore 
sans  modification  au  cas  plus  général  où  l'on  considère  une  biqua- 
dratique. 
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J*ai  montré  que,  quand  le  point  Â  se  déplaçait  sur  rellipse, 
rhypocycloïde  H  se  déplaçait,  sans  changer  de  forme ,  dans  le 
plan  P. 

Pour  étudier  la  loi  de  ce  déplacement,  je  remarque  que,  en  dé- 
signant respectivement  par  f  et  y  les  points  où  H  touche  les 
droitcs^et  g,  la  droite  <py  a  une  longueur  constante,  que  j'appel- 
lerai 4  H-  Les  normales  à  la  courbe  menées  aux  points  9  et  /  se 
rencontrent  en  un  point  dont  la  distance  au  point  d'intersection 
dey  et  de  g  est  constante  et  égale  à  41^*  Le  centre  instantané  de 
rotation  décrit  donc  dans  le  plan  un  cercle  de  rayon  égal  à  4R- 
On  sait  d'ailleurs  que,  relativement  à  la  courbe,  il  décrit  le  cercle 
qui  lui  est  circonscrit  et  dont  le  rayon  est  égal  à  3R. 

On  peut,  par  suite,  se  représenter  ainsi  qu'il  suit  le  déplacement 
de  rhypocycloïde  dans  son  plan  : 

Imaginons  un  cercle  K  de  rayon  égal  à  4^y  P^s  deux  autres 
cercles  K'  et  R"  de  rayons  respeclwentent  égaux  â  3R  et  à  2R 
et  qui  touchent  tous  les  deux  K  au  même  point  M.  «Si  Von  consi- 
dère le  diamètre  A  du  cercle  K"  qui  passe  par  le  point  M,  et  si 
l'on  fait  rouler  ce  cercle  dans  le  cercle  R',  supposé  fixe,  en  entraî- 
nant as^ec  lui  ce  diamètre,  on  sait  que  cette  droite  enveloppe  une 
hypocycloïde  H  à  trois  points  de  rebroussement  inscrite  dans  le 
cercle  R'. 

Si  maintenant  on  suppose  que,  cette  courbe  restant  inva- 
riablement liée  au  cercle  R',  on  fasse  rouler  ce  cercle  dans  le 
cercle  R,  l' hypocycloïde  prendra  successiv^ement  les  dii^erses  po- 
sitions qui  correspondent  aux  div^erses  positions  du  point  A  sur 
l'ellipse. 

Si,  de  plus,  on  imagine  que  le  cercle  R"  roule,  en  même  temps 
que  le  cercle  R',  dans  l'intérieur  du  cercle  R,  et  de  façon  qu'ils 
le  touchent  tous  les  deux  toujours  au  même  point,  la  droite  A, 
dans  ce  mouvement,  enveloppera  l' hypocycloïde  à  quatre  points 
de  rebroussement  qui  est  l'enveloppe  des  traces  des  plans  normaux 
à  l'ellipse,  tandis  que  ses  extrémités  décriront  les  axes  de  cette 
hypocycloïde . 

20.  Considérons  les  deux  hypocycloïdes  H  et  H'  qui  corres- 
pondent à  deux  points  donnes  A  cl  B  de  FcUipsc  E. 
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Soit  R  UQ  poinl  quelconque  de  cette  ellipse  ;  les  plans  menés 
respectivement  par  les  milieux  des  deux  cordes  AB  et  BR  et  nor- 
malement à  ces  cordes  coupent  le  plan  P  suivant  deux  droites  |3 
et  7  respectivement  tanirentes  aux  c<»urljes  H  et  H'. 

Si,  coirime  précédemment,  nous  apfieLms  D  la  droite  suivant 
laquelle  le  plan  P  est  coupé  ])ar  le  plan  mené  par  le  milieu  de  AB 
et  perpendiculairement  à  cette  corde,  nous  savons  que  1)  est  à  la 
fois  une  tangente  commune  et  une  corde  commune  à  II  et  à  H'. 
D'ailleurs,  les  )  »erpendiculaires  élevées  aux  points  milieux  des  cotés 
d'un  triangle  se  coupant  en  un  même  point,  il  en  résulte  que  les 
tangentes  j3  et  y  se  rencontrent  en  un  point  de  D.  Elles  sont,  du 
reste,  perj^cndirulaircs  aux  projections  .sur  le  plan  P  des  cordes  AR 
et  BR,  et,  comme  ces  cordes  font  un  angle  constant  (leur  j)oint  de 
rencontre  décrit,  en  effet,  le  cercle  <i,  tandis  qu'elles  tournent 
autour  de  points  fixes  de  ce  cercle),  il  en  est  de  même  de  ces  tan- 
gentes. 

D'où  le  théorème  suivant,  que  j'ai  déjà  démontré  plus  haut  : 

Si  l'on  considère  une  droite  quelconque  tangente  à  une  hypocy- 
cloïdeà  trois  points  de  rebroussemcnt,  et  si  l'on  imagine  un  angle 
de  grandeur  constante  dont  le  sommet  décrit  cette  droite,  tandis 
qu'un  de  ses  côtés  demeure  tangent  à  la  courbe,  le  second  côté  de 
cet  angle  enveloppe  une  hjpocjcloïdc  égale  à  la  première. 

21.  Les  considérations  géométriques  très-simples  dont  je  me 
suis  servi  trouvent  d'ailleurs,  dans  d'autres  questions,  des  appli- 
cations intéressantes.  Je  me  bornerai  ici  à  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Supposons  que  le  sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante 
décriKfe  une  droite  D,  tandis  que  ses  côtés  enveloppent  deux 
courbes  K  ef  K'  ;  pour  une  position  donnée  de  l'angle,  soient  res- 
pectivement a  et  a'  les  points  de  contact  des  deux  côtés. 

Cela  posé,  si  Von  construit  l'hypocycloïde  à  trois  points  de 
rebroussement  qui  oscule  la  courbe  K  au  point  a  et  touche  la 
droite  D,  puis  l' hjpocjcloïde  qui  oscule  la  courbe  K'  au  point  a' 
et  touche  également  la  droite  D,  ces  deux  hypocjcloïdes  sont 
égales  et  rencontrent  D  aux  deux  mêmes  points. 
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Sur  un  système  de  trois  équations  dijfférentielles  totales  qui 
définissent  la  moyenne  arithmético- géométrique  de  quatre 
éléments;  par  M.  C.-W.  Borchardt. 

(Séance  du  aS  avril  1879.) 

La  moyenne  arithmético-géo métrique  de  deux  éléments  a^  h  est 
une  fonction  de  ces  éléments  qui  satisfait,  comme  on  sait^  à  Té- 
quation 

En  partant  de  cette  équation,  j'ai  montré,  dans  un  travail  inséré 
au  tome  58  de  mon  Journal,  que  la  moyenne  arithmético-géomé- 
trique  de  deux  éléments  peut  être  définie  par  une  équation  diffé- 
rentielle ordinaire  du  premier  ordre  et  du  second  degré  par  rap- 
port à  la  variable  dépendante,  résultat  que  M.  Bertrand  a  trouvé 
digne  de  faire  entrer  dans  son  grand  Ouvrage  sur  le  Calcul  infini- 
tésimal. 

Dans  mes  études  sur  la  moyenne  arilhmélico-géométrique  de 
quatre  éléments,  j'ai  tâché  de  trouver  une  définition  analogue  de 
cette  nouvelle  transcendante.  Le  résultat  que  j'ai  trouvé  ne  pré- 
sente pas  encore  toute  la  simplicité  que  j'aurais  désirée,  et,  dans 
la  Note  insérée  aux  Com.ptes  rendus  de  l'académie  des  Sciences 
de  Berlin  (séance  du  2  novembre  1876),  je  me  suis  même  contenté 
d'en  indiquer  seulement  la  forme  générale,  sans  donner  les  formules 
dans  leur  détail. 

Mais  comme,  dans  un  sujet  nouveau,  un  résultat  sûr,  ne  fût-ce 
même  pas  dans  sa  forme  définitive,  peut  être  utile  pour  des  re- 
cherches ultérieures,  j'espère  qu'il  ne  sera  pas  sans  intérêt  pour  la 
Société  de  connaître  le  système  d'équations  diflerenlielles  tel  que 
je  l'ai  trouvé. 

Soient  a,  b,  c,  e  quatre  éléments  positifs  ranges  dans  leur  ordre 
décroissant  et  qui  satisfont  à  l'inégalité 

(le  —  ^c  ^  o  ; 
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Soient 

h=z  a  -^  b  —  c  —  Cj 
C  =:  a  —  b  -h  c  —  e, 
t=:  a  —  b  —  c  -\-  e, 

ic'  —-.  yjat  -+-  y/bc,     le"  =z  \fât  —  \/bc, 

toutes  les  racines  étant  prises  avec  le  signe  positif,  et  soit  g  la 
limite  commune  à  laquelle  on  est  conduit  en  appliquant  un  nombre 
indéfini  de  fois  Talgorithme 

fl,  =  -zîa  -h  b  -\-c  ^'€)t 
4 

bi  z=  "{^ab  -h  ^ce), 
c,  =1  -(^«c  -+-  sfbe)^ 
^,  z=  -  (  ^ôë  -4-  yjbc) . 

Cela  posé,  il  s'agit  de  définir  la  limite  g  par  des  équations  diffé- 
rentielles. 

Je  choisirai  comme  variables  indépendantes  les  trois  quantités 

cb''  bc""  ce" 

'^        cb  *■        ec  be 

En  posant 

p'—\  —  q-\-qr,      q' =:i  — r -k- l'p,     r' =z  î  —  p -h  pq^ 

je  déduirai  de  p^  q,  r  les  expressions  rationnelles 

I  — 7.1  —  r  I  —  r.i — p  I  —  /?.!  —  q 

Po= -; »      7o=  -, »      ''0= -, » 

Comme  variables  dépendantes,  j'introduirai  trois  quantités  s, 
t,  u  qui  dérivent  de  la  transcendante  g  au  moyen  de  différentia- 
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lions  partielles,  et  que  Ton  définit  de  la  manière  la  plus  simple  par 
une  seule  équation  différentielle  totale  : 

.1     /?  ^P  ^Q  d^ 

2^1og  -  —  5/>o  -^  -i-  tq^  -^  -t-  Wq  — • 
a  p  q  r 

Cela  posé,  les  différentielles  ^5,  diy  du  s'expriment  en  fonctions 
linéaires  de  dp^  dq,  dr  et  du  second  ordre  en  5,  f,  u. 
Pour  plus  de  simplicité,  je  poserai 

r,    '^P  —  ^n  „     ^1  ^;tn  r    ^'*  —  ^^ 

/?o  —  =  op,  qo  —  =  ^q^  ^o—  =  or^ 

p  q  r 

dp  ^q        %  ^^       ^ 

PaPi  —  =^\Pi     ^o9i— =Oiî»     ''o''iy  =  o,r, 

'^log(/^o<7o'o)  =  A, 
s  —  t — M  =  2^1,     — s-^-t — tf  =  ari,     —5 — /-h  a  =  311,. 

Alors  les  équations  différentielles  qui  définissent  Sj  t,  u  peuvent 
être  écrites  sous  la  forme  suivante  : 

O  =rz  idt  -h  A.r  -:-  [qx—t]  ^ip  -+-  (/7iH-  rijfJi^  -i-  (qi  -|-  /)  ^,  r   —  T, 
G  =1::  2rfm-  A.tt-+-  (tj-;-  u)^ip  "f-  (tj  —  ii)(y,^  -f-  (/?|-h  7i)Jir —  U, 

S,  T,  U  désignant  les  expressions  suivantes  : 

S  =s^$p   -:-  u]Sq-\-t]Sry 
ï  — £/2^/)-.-  t^$q  -'.'S\Sr, 

En  choisissant  5|,  f|,  7^1  comme  variables  dépendantes,  les  équa- 
tions différentielles  prennent  la  forme 

oi=idsi  -;-  A..Vi  —  [si  -4-  ^  -+-  rj)  J7i4-  (  .ç,  —  ^j-h  a,)  (yri  -f-  S,, 
0  =  2dti  ^-  A.^i  —  (77,-f-ri  4-i/,)oVi4-  (  5,-i-^,  —  r,)^/?i-i-T,, 
o=:2£/£/iH-  A.i/,—  (5,  H-^i-f-  «/|)^/?i4-  (— /?!-+-  ^  -^  Wi)<yyi-f-  U,, 

S|,  T|,  U|  désignant  les  expressions 

S,  =  —  r,  1/,  jy?  4-  5i  (.9,  -f-  ?/,  )  <î^  H-  .9,  (  Ji  -I-  fi  )  <îr. 
T,  =  il  (ti  -hiii)^p-Si  u,dq  4-  ^1(5,  -f-  t,)§r, 
11,=  £/i(/, -f-  tf,)(?/7-f-  "1(9, -f-  w,  )  fÎ7  —  5, /,  r^r. 
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Ce  système  de  trois  équations  difTércnti elles  totales  présente 
dans  sa  forme  une  analogie  remarquable  avec  l'équation  différen- 
tielle unique  qui  définit  la  moyenne  arithmético-géométrique  de 
deux  éléments.  Les  vai*iaLles  indépendantes  p,  q^  r  ne  sont  pas  les 
seules  pour  lesquelles  on  trouve  un  système  dY'quations  différen- 
tielles semblable  à  celui  que  l'on  vient  de  proposer,  et  c'est,  comme 
je  l'espère,  un  autre  choix  de  variables  indépendantes  qui  conduira 
à  un  système  plus  simple  d'équations  différentielles. 

Le  système  proposé  d'équations  différentielles  totales,  étant  in- 
tégré, donne  des  expressions  qui  contiennent  des  constantes  arbi- 
traires. Concevons  que  l'on  ait  donné  à  ces  constantes  les  valeurs 
particulières  qu'elles  prennent  dans  le  cas  où  g  est  la  moyenne 
arithmético-géométrique  des  éléments  a,  b,  c,  e. 

Dans  ce  cas,  les  équations  différentielles  proposées  s'intègrent 
par  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  et  produits  de 
puissances  ascendantes  de  i — p,  i  —  ^,  i  —  r,  et  qui  convergent, 
lorsque  chacune  de  ces  différences  est  plus  petite  que  l'unité, 
ce  que  Ton  démontre  aisément  en  introduisant  dans  l'intégrale 
double  (*)  par  laquelle  j'ai  défini  la  moyenne  aritlimético-géomé- 
trique  de  a,  b,  c,  e  les  quantités  /?,  ^,  r. 

En  négligeant,  dans  ce  développement,  les  termes  du  second 
ordre  et  des  ordres  supérieurs,  on  obtient 

a 
g 

c'est-à-dire  que,  dans  ce  développement,  il  n'y  a  point  de  termes 
du  premier  ordre,  ce  qui  suffit  pour  déterminer  les  valeurs  que 
prennent  dans  le  cas  dont  il  s'agit  les  constantes  de  l'intégration. 
De  ce  qui  précède  il  résulte  que  l'on  peut  développer  suivant 
les  puissances  et  produits  de  puissances  de  i — p,  i  —  9,  i  —  r  la 

transcendante  -9  en  se  servant,  pour  le  calcul  des  coefficients,  des 

équations  différentielles  données  plus  haut. 

Je  terminerai  cette  Note  en  indiquant,  à  cause  de  sa  simplicité, 


(')  Voir  Mémoires  de  l* Académie  de  Berlin,  année  1878,  p.  96  (Classe  mathéma- 
tique). 
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le  résultat  auquel  on  parvient  pour  les  termes  du  second  ordre, 
qui  sont 

^(,»_^)(l_r)H- J(l-/ï)(i-r)H-l(i-;,)(i  — y). 


Sur  l'indice  des  fractions  rationnelles;  par  M.  Hermite. 

(Séance  du  aS  ayril  1879.) 

Soient  U  et  V  deux  polynômes  de  degré  n  et  n  —  i ,  que  je 
supposerai  premiers  entre  eux;  je  me  propose  de  montrer,  par 
une  considération  directe  et  entièrement  élémentaire,  que  l'indice 

V 

de  la  fraction  -y  entre  les  limites  — 00  et  H- 00  de  la  variable, 

donne  la  différence  entre  le  nombre  des  racines  imaginaires  de 
Téquation  U  4-  i  V  =  o,  où  le  coefficient  de  i  est  positif,  et  le 
nombre  de  ces  racines  où  il  est  négatif.  Soit,  à  cet  effet, 

et  posons 

Ui  4-  /Vj  =  ( x  —  «,  —  ih^).  ..[x-^an  —  ibn), 

de  sorte  qu'on  ait 

U  -h  /V  =  (.r  -  a^  —  /61)  (U,  +  /Vi), 

et,  par  conséquent, 

V==— 6tUi-h(-c--«i)V,. 

Je  remarque  d'abord  qu'il  résulte  de  ces  relations  que  les  poly- 
nômes U  et  U|  sont  premiers  entre  eux;  car  autrement  U  et  V 
auraient  un  diviseur  commun,  contre  la  supposition  faite.  Cela 
posé,  Tégalilé 

donne,  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  /, 

vu.-uv.^-^(U5-4-vn 


un  bien 

Falsops  croîlrc  maintenant  la  variable  de  — oo  à  -f-oo  ;  puisque 
les  polynômes  IJ  et  U i  ne  peuvent  s'évanouir  pour  la  niônie  valeur, 
on    voit  que  Tindice  du  premier  membre  sera  la  différence  des 

indices  des  fractions  —  et  ~-y  qui  va  s'obtenir  immédiatement. 

Supprimons,  en  effet,  le  facteur  positif  Uf-f-VJ;  nous  sommes 

iunené  à  la  quantité  S  dont  la  réciproque  a  un  indice  nul,  de 

u  iJ  j 

sorrr  qu'il  suffit  d'appliquer  la  proposition  contcMiue  dans  Téf^alilé 

où  6  = -f- I  lorsque  J  (j^o)  ^  o,  y*(.ri  )<|  o,  6= — i  si  l'on  a 
/(«'oX^^  y(-^'«)  >  ^^  ^*^  enfin  £  =  o  lorsque /(xo)  et  /(a,  ) 
sont  de  même  si^ne.  Dans  le  cas  présent,  Xo  =  —  oo  ,  jti  =  -+-  oc  : 
d'ailleurs  U  et  U|  sont  de  degrés  w  et  n — i  :  il  en  résulte  que  e 
sera  ■+- 1  ou  — i  suivant  que  b^  sera  positif  ou  négatif. 

La  proposition  énoncée  à  l'égard  de  l'équation  U  4-  i  V=  o,  de 
d(»f;ré  n,  se  trouve  ainsi  ramenécî  au  cas  de  l'équation  IJ^-f-  /  V<  =  o, 
dont  le  degré  est  moindre  <l'une  unité,  et,  de  proche  en  proclu», 
on  arrivera  au  cas  le*  plus  simple,  à  savoir 

où  elle  se  vérifie  immédiatement. 

Lne  première  consécpience  à  en  tirer,  c'est  (pic,  en  désignant 

V      ,  . 

par  1  l'indice  de  —  »  c'est-à-dire  l'excès  du  nombre  de  fois  que  cette 

fraction,  en  devenant  infinie,  passe  du  positif  au  négatif  sur  le 
nombre  de  fois  qu'elle  passe  du  négatif  au  positif,  le  nombre 
des  racines  imaginaires  de  récjuation  U-|-iV=o  dans  lesquelles 

](.*  ej^cflicient  de  /  est  positif  est  donné  par  la  formule  • 

Su|)posons  ensuite  que,  en  changeant  x  en  j:  -h  ii,  U  -f- 1 V  de- 
vienne \J\-\-  /  V,,  ri  soit  T,  l'indice  de  —- •  Le  nond)rc  des  racines 

vu.  Cl 


de   réqualion    proposée   dans    lesquelles   le    coefïîcicnl    do   /  es! 

j.  _^  ff  j. j. , 

supérieur  à  X  sera  — \   la    formule  -^ donnera   donc,  en 

supposant  X<^//,  le  nombre  des  racines  où  le  coefficient  de  /  est 
compris  entre  les  deux  limites  X  et  //.  La  transformée  déduite  de 
l'équation  U4-/V=o  par  le  changement  de  jc  en  ijc  conduira 
d'ailleurs  de  la  même  manière  au  nombre  des  racines  dont  la 
partie  réelle  est  dans  un  intervalle  donné.  Considérons  encore 
l'équation  en  ->  obtenue  en  faisant 

et  la  droite  passant  par  les  points  dont  les  affixes  sont  «^  et  //. 
î/indice  relatif  à  cette  nouvelle  transformée  donnera  le  nombre 
des  racines  de  la  proposée  qui  sont  au-dessus  ou  au-dessous  de 
cette  droite,  et,  si  nous  remplaçons  ^  et  li  par  g -{- k  et  h-hk, 
de  manière  à  définir  une  seconde  droite  parallèle  à  la  première, 
la  demi-difierencc  des  indices  relatifs  aux  deux  transformées 
représentera  le  nombre  des  racines  comprises  entre  les  deux  pa- 
rallèles. 

En  dernier  lieu,  je  remaFquerai  que,  si  l'on  suppose  les  quan- 
tités Al,  /^j,  .  .  . ,  />,/  toutes  <le  même  si*;ne,  on  a 

I  =  -h  //     ou     I  -        ■  //, 

selon  (prelles  seront  [)osilives  ou  né^alivcs.  Dans  les  deux  ras,  l;i 

V        . 

fraction        doit,  par  conséquent,  passer //  fois  par  Tinfinî  lorsque 

la  variabb^  croît  de  — ao  à  -f- oc  ;  ainsi  l'équation  Ll  =  u  a  néces- 
sairement loul(^s  ses  racines  réelles.  C'est  donc  un  nouvel  exemple 
(pii  s'ajoute,  en  \l';èbre,  à  l'équation  dont  dépendent  les  inégalités 
séculalies  du  niouvcnient  ellipti(|ue  des  |)lanètes  et  qui  a  été  l'objet 
(1(1  lra\ail  célèbre  de  noire  eonirère  .M.  lîoreliardl.  Je  ne  lenterai 
point  de  sui\re  la  voie  ([u'a  ouverte  l'illuslre  géomètre  en  appli- 
(|iianl  Ir  théorème  de  Slurni  à  ]'é(|iialion  l  =  o  pour  obtenir,  sous 
lorine  <le  sommes  de  carrés,  les  fonctions  littérales  dont  dépendent 
les  conditions  de  réalité  des  racines;  mais  je  saisis  l'occasion  (Tem- 
plover,  pour  démontrer'  direelemenl  la  propriété  que  j'ai  en  vue, 
une  méthode   (jue   Sturm   a  lui-même  donjiée   dans   une  Note  du 
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Journal  de  M,  Liouv^ille,  publiée  à  la  suite  d'uu  travail  de 
M.  Ciascheau,  intitulé  ^application  du  théorème  de  Sturm  aux 
transformées  des  équations  binômes,  t.  VII,  p.  126  [voir  aussi  le 
Cours  d'ytlgèhre  supérieure  àe  M.  Serret,  t.  1,  p.  i83).  J'intro- 
duis, à  cet  effet,  la  série  entière  des  polynômes  U|,  Uo,  ,  .  . ,  U,i_i, 
en  posant 

cl  je  remarque  cpie  la  suite 

U,  U,,  Uj,    . .  .,  U„_,,   1 

présente  fi  \ariations  pour  x  ^=  —  oo  et  n  permanences  pour 
X  =  -h  ^  -  J'observe  ensuite  que  trois  fonctions  consécutives 
quelconques,  par  exemple  U,  U|,  U27.sont  liées  par  la  relation 

Sous  la  condition  admise  à  l'égard  des  quantités  &o  ^2>  . .  . ,  on 
voit  donc  que,  quand  une  fonction  s'annule,  la  précédente  et  la 
suivante  sont  de  signes  contraires;  il  en  résulte  que,  en  faisant 
croître  la  variable  de  —  00  à  -f-  oo  ,  des  changements  dans  le  nombre 
des  variations  de  la  suite  considérée  ne  peuvent  se  produire  qu'au- 
tant que  c'est  la  première  fonction  qui  s'évanouit.  Puisqu'on  perd 
n  variations,  il  est  donc  démontré  que  le  polynôme  U  passée  fois 
par  zéro;  en  même  temps  nous  voyons  que,  à  l'égard  de  U,  la 
fonction   U|   possède  la  propriété  caractéristique  de  la  dérivée, 

c'ost-ù-dire  que  le  rapport  --  passe  toujours,  en  s'évanouissant, 

du  négatif  au  positif,  pour  des  valeurs  croissantes  de  la  variable. 
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Note  relative  à  deux  théorèmes  de  Lagrange  sur  le  centre 

de  graK^ité;  par  M.  Jung. 

(Séance  du  9  mai  1879.) 

Deux  Notes  intéressantes  sur  le  môme  sujet  de  nos  savants  con- 
frères MM.  Laisant  et  Darboux  (*)  ont  inspiré  les  considérations 
qui  forment  l'objet  de  cette  Communication. 

Etant  données  n  masses  ////  concentrées  en  autant  de  points  A^ 
d'un  plan  tt  (1  =1,  2,  . . . ,  /i),  soient  G  leur  centre  de  gravité  et  M 
leur  somme  S  m,  c'est-à-dire  la  masse  totale.  Désignant  par  (x), 
[y)  deux  droites  orthogonales  du  plan  tu  se  coupant  au  point  quel- 
conque O,  et  par  xi^ji  les  coordonnées  de  A/  par  rapport  à  ces 
droites,  supposons  formées  les  sommes  J;^  =  2 w/j  ?  et  J^  =  S/n/x^, 
qui  sont  respectivement  les  moments  d'inertie  des  //i/  par  rapport 
aux  droites  [x)  et  [j)  considérées  successivement  comme  axes  de 
moments. 

Si  Xo,  yo  désignent  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  et 
hxy  hy  les  rayons  de  gyration  relatifs  à  [x)  et  à  (^);  si,  en  outre, 
X  étant  l'antipôle  de  (x)  [c'est-à-dire  le  centre  de  second  degré  du 
système  par  rapport  à  Taxe  (x)],  ja:  en  est  l'ordonnée,  et  si,  Y 
étant i'anlipôle  de  (y),  Xv  ('n  est  l'abscisse,  on  aura  les  relations 
bien  connues 


lesquelles,  observant  que  xj?-f- >jf  =  OA/  ,  donnent,  par  addition. 


Maintenant,  soient  (x')  ||  (x)  el  (j  ')  ||  (r)  deux  autres  axes  de 
coordonnées  passant  par  G,  et  désignons  par  x'^.  la  nouvelle  ab- 
scisse de  Y  et  pai'j',^^  la  nouvelle  ordonnée  de  X,  de  manière  que 
Xv=  Xo4-x'^,  y^:=yo-\-^'r'-  aloi's  on  trouve,  posant  OG  =  D, 


(')  Voir  BitUeùn,  t.  Vf,  p.  19J,  ot  t.  VII,  p.  7 
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On  a  donc,  en  résumant, 


«!  Im^OAi  =::H*M, 


où 

(>) 

II»  — /il. -t- A*, 

('-) 

H'-._Xo.r, +^Vo^>, 

(3) 

IP       D>+(.r,y,-|-ro.>x). 

D— OG; 

chacune  de  ces  idéalités,  combinée  avec  l'équation  (a),  donne  un 
théorème  bien  facile  à  énoncer.  Par  exemple,  de  Téquation  (i), 
on  a  : 

I®  L'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  ayant  pour  cathètes 
les  rayons  de  gr ration  correspondant  à  deux  droites  orthogo- 
nales quelconques  passant  par  O,  multipliée  par  la  niasse  totale  M» 

a 

est,  quel  que  soit  le  point  O,  égale  à  la  somme  Y^mi  OA/  . 

Proposition  qui  contient  le  théorème  bien  connu  : 

■ 

La  somme  Ja-f-  J/  relatiyfe  à  deux  droites  (x),  (^)  rfe  tt,  ortho- 
gonales et  passant  par  O,  est  indépendante  de  l' orientation  des 
(x),  {j)  dans  le  plan  tt. 

Et  de  Téqualion  (2)  on  a  : 

2°  Si  X.  et  Y  sont  les  antipôles  de  ces  droites  [x)  et  [y),  la 
somme  de  rectangles  {x^^Xy-^-j^jx)  ayant  pour  dimensions, 
l'un  les  distances  dé  Y  et  G  de  (a:),  et  Vautre  les  distances  de  X 
et  G  de  (y)  y  est  aussi  indépendante  de  l' orientation  de  [x)  et  [y] 

dans  le  plan  tt,  et  se  conservée  constamment  égale  à  T,miOAi  . 

De  récjuahon  (3),  II  et  D  ne  dépejidant  que  de  O  et  G,  on 
lire  une  proposition  analogue  (jui  se  rapporte  à  la  somme  de  reo 
langles  (.'0^*'', -f- )  o^[/). 

Mais  il  V  a  de  plus  : 

3"  Celte  dernière  somme  (»>fo^'V-f-^>'oJ.i.)  >  non-seulement  ne 
dépend  /tas  de  l' orientation  des  droites  (x)  et  (  j  )  dans  le  plan  tt, 
mais  rllr  rst  indépendante  même  de  O,  ce.%t'à-dire  quelle  reste 
in\'ariublc  de  quelque  manière  que  le  point  O  se  déplace  en  tt. 
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On  pourrait  se  persu«ider  de  celle  vérilé  parlanldu  théorème  II 
de  Lagrange  ;  mais,  indépendainmcnt  de  ce  théorème,  elle  se  dé- 
montre par  la  simple  observation  que,  roricntalion  de  (j'),  {j  ),  et 
par  conséquent  de  (j^'),  (j')>  n'ayant  pas  d'influence  sur  la  valeur 
{jCox\.-hJoyj:)i  on  peut  supposer  que  (a'),  {j')  coïncident  avec 
les  axes  principaux  \x'),  (  >  ')  du  système.  En  effet,  désignant 
par  Xq,  ji),  Xy,  y^.  les  quantités  relatives  à  cette  orientation  parti- 
culière, analogues  à  Xq^Jq.  -^Vo'x'  P^^  ^^>  ^>  '^^  rayons  de  gj ra- 
tion correspondant  à  \x'),  (7  '.),  et  par />,  hy  ceux  relatifs  à  deux 
autres  axes  orthogonaux  (.r'),  (j')  passant  parle  centre  de  gra- 
vité G,  on  a 

et 

par  conséquent,  (x*)  étant  perpendiculaire  à  (j>  ')» 

/  *  4-  /»  J  =  /i  -h  /  J  =  const.  =  .ro  .r^  4-  ,>  u  .Vj.,  «:.  o.   f.   i>. 

Posant 

(4)  K':-A»  +  /% 

au  lieu  des  équations  (3)  et  (a),  on  peut  écrire 
i5)  H'-rD'--f-K% 

(  6  )  :i:  ///,  ôÂ^  '  =  D  -  M  -^  1  Wi  g7\7  . 

Maintenant,  si  Ton  convient  de  nommer  moment  iV inertie  du 
système  par  rapport  (ou  correspondant)  à  un  point  O  la  soninio 

2/w/OA/  ,  et  rayon  de  gy  rat  ion  par  rapport  li  O  le  segni(?nt  H 
défini  par  Tidentilé 

M 


(*)  On  sait  qu'un  point  est  réciproqno  (conjiigm'î)  à  tous  les  points  de  son  anti- 
polaire; que  les  points  réciproques  AA',  lilV,  iX\\  ...  placés  sur  une  droite  r  st>nt 
conjujîués  en  involution  ;  que,  si  /•  passe  par  (»,  ce  point  est  le  centre  de  rinvolntion; 
et  qnVufin  la  constante  (iA.G.V  de  cette  involution  est  (rn  valeur  absolue)  cjjale  au 
carré  du  rayon  do  gyration  correspondant  au  diamètre  conju[;ué  ii  r  (  *v>/V,  par 
exemple,  mes  Notes  dans  les  Rfiulivonti^  années  iS-.'i,  iS^i^  '^7î))- 


)<\s  rqiuuions  (j)  cl  (())  pcrinellcnt  de  conclure  qu'enlre  ileu\ 
inomenls  d'inerlie  se  ra|)p()rlarit,  Tiin  à  un  point  arbilrcairc  O, 
rautrc  au  centre  do  gravité  G  du  svstùm(î  donné  de  niasses,  et 
<*nlr('  les  rayons  correspondants  de  gyration  11  ctK,  il  y  a  la  niénic 
relation  hien  connue  qui  existe  entre  les  quantités  analogues  se 
ra[)portant  à  un  axe  cpielconque  (.r  )  et  à  Taxe  parallèle  (.r  ')  passant 
par  (j,  c\;sl-à-dire  qu'on  a  le  théorùiuc  suivant  : 

THÉORk-ME  A.  —  Le  moment  d'inertie  du  système  de  masses 
données  j)(ir  rapport  à  un  point  O  [ou  à  un  axe  (x)]  est  éf^al  au 
moment  d'inertie  du  système  par  rapport  an  centre  de  gravité  (i 
[ou  respectivement  par  rapport  a  Taxe  barycenlrique  [x')  \\  [x]]^ 
augmenté  du  moment  d'inertie  par  rapport  au 'même  point  O 
[ou  res|)eclivenienl  par  rapport  au  même  axe  (jl*)]  de  la  masse 
totale  M  concentrée  au  point  G.  Le  rayon  de  gj  ration  H-  par 
rapport  à  O  [ou  à  (x)]  est  V hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
ayant  pour  côtés  :  i"  la  distance!)  du  point  O  [ou  respectivement 
de  Taxe  (.r)]  de  G;  a"  le  rayon  de  gj  ration  K  relatif  à  G  [ou 
respectivement  à  {•?'')]• 

Tout  ce  qui  précède»  est  indépendant  des  théorèmes  de  Lagrange, 
et  il  serait  bien  facnle  d'en  déduire  ces  deux  théorèmes;  mais  je 
préfère  h\s  considérer  comme  connus  et  remarquer  que,  si  Ton 
en  invo([U(^  un,  Taulre  s'ensuit  immédiatement  de  réijuation  ((S). 
En  rllVl,  pour  s'en  convaincre,  il  sulfit  d'observer  que  les  deux 
théorèmes  do  Lagrange  s'exprimeni,  avec  nos  notations,  par  les 
idenlit^'s  suivantes  : 


o:  I.  —  — ^, -."Zift,UAi  , 

M 


[i)]  II.     ItfiiOAi  --  D*M  H 


— 2 //i ,.///,  A,.  A, 


U 


et    de  comparer  ctvs  identités  avec  l'étjuation  (()).  L'équation.(8  ) 
donne,  en  outre,  le  théorèjut;  suivant  ; 

'iiiK()ni:ME  15  —  La  somme  des  produits  des  masses  combinées 
dcu.r  à  deux  et  respect ii'ement  multipliées  par  le  carré  de  leur 
distance  respect i\*e  est  égale  au  moment  d'inertie  du  système  par 
r(tjfpn/'f  au  ct*nlre  de  gravité  (i,  multiplié  par  la  masse  totale. 


—   I3G  - 

On  peut  donc  raisonnablement  regarder  toutes  les  propositions 
énoncées  ci-dessus  comme  contenues  dans  celles  de  Lag^angc,  ou, 
91  Ton  veuty  on  peut  considérer  le  théorème  A,  combiné  avec  B, 
comme  des  énoncés  différents  des  théorèmes  de  Lagrange. 

joutons  encore  comme  conséquences  évidentes  : 

Théokème  C.  —  La  somme  constante  de  rectangles  jcq  ^'y-^J'o  y'x 
définie  plus  haut,  multipliée  par  le  carré  de  la  masse  totale,  est 

2 

égale  à  la  somme  de  produits  ^^nirnisArA^g   définie  dans   le 
théorème  B. 

Théorème  D.  —  Quel  que  soit  le  point  O  en  tt,  si  D  est  sa  dis- 
tance du  centre  de  gravité  et  H  son  rayon  de  gyration,  la  diflé^ 
rence  H*  —  D^  est  constante. 

Des  considérations  tout  à  fait  semblables  aux  précédentes  con- 
duisent aux  théorèmes  analogues  pour  le  cas  où  les  masses  /w/  sont 
concentrées  en  des  points  A/  placés  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace. 

Encore  une  remarque.  Le  premier  théorème  dont  M.  Darboux 
s'occupe  dans  sa  Note  s'exprime  par  la  formule 


[P]  OR  2=M2/;//0A/  —  22/?i,./n,A;.A,  , 

laquelle,  comme  ce  savant  géomètre  l'observe,  coïncide   avec  \r 
théorème  II  de  Lagrange,  si  l'on  pose 


OK  =  M.OG  =  MD. 
Par  cette  même  position,  nos  équations  (5)  et  (6)  doviennenl 


OR  =  M  2/72,  O  A,  —Ml///,  G  A,  , 
lesquelles  sont  susceptibles  de  rinlerprélation  suivante  : 

Théorème  E.  —  Les  nii  étant  des  niasses  concentrées  aux 
points  A/,  et  O  désignant  un  point  arbitraire,  la  résultante  OK 
des  forces  mi  OA/  est  telle,  que  le  rapport  de  son  carré  au  carré 
de  la  masse  totale  est  égal  à  la  dijjét\mce  des  carrés  des  deiuv 
rayons  de  gy ration  du  système,  correspondant  l'un  au  point 
donné  O  et  Vautre  au  centre  de  gravité  G. 


-  [M  - 

Crtfr  rcsaluintc  OU  luiric  en  général  avec  O;  mais  elle  reste 
constante  en  grandeur  pour  tous  les  points  O  places  sur  une  cir- 
conférence (/uelcon//ue  de  centre  G. 

Si  au  lieu  de  masses  les  nii  désignent  des  coefficients  positifs  ou 
négatifs  affectant  les  points  A/  (c'est  précisément  l'hypothèse  de 
M.  Darboux),  il  v  a  lieu  à  considérer  le  cas  de  Sm  =  M  =  o. 

Alors,  à  moins  (pie  la  résultante  OR  même  ne  soit  zéro,  elle  est 
conslanle  en  grandeur  et  en  direction  de  quelque  manière  que 
le  point  O  se  déplace.  Cela,  entre  autres,  résulte  aussi  de  l'équa- 
tion (,5),  comme  M.  Darboux  l'a  observé. 

Mais,  dans  ce  cas,  si  on  laisse  de  côté  un  quelconque  des  points 
et  le  coefficient  relatif,  par  exemple  le  point  A^  avec  le  coeffi- 
cient/n^  (point  affecté  qu'on  désigne  ordinairement  par  /w^A^), 
et  si  Go  est  le  centre  de  gravité  des  autres  n  —  i  points  afiectés 
m/A|  (/  =  1 ,  2,  .  .  .  y  h —  I,  A  -f-  K  .  .  . ,  n)y  on  sait  (*  )  que  cette 
résultante  constante,  en  grandeur  et  en  direction,  est  donnée  par 


011  =  //î/,GoA/,, 

de  manière  que,  dans  cette  hypothèse  de  M  =  o  et  de  OU  non  zéro, 
l'équation  (,S)  devient 


vv 


^/W;.  nig  Af.  \s  =  —  ml  Go  A/i  . 


Maintenant,  observant  que  m/iGo-^h  n'est  autre  chose  que  le 
moment  d'inertie  du  point  \fy  afi'tîeté  du  coefficient  ///^  par  rapptu't 
au  point  G^,  on  a  le  théorème  suivant  : 

TnÉouÈME  F.  —  Si  pour  M  =  o  la  somme  co/istante 


n'est  pas  nulle,  elle  équirattt  au  moment  d'inertie  de  l'un  quel- 
conque A/,  des  n  pui/its  donnés,  pris  par  rap/)ort  au  centre  de 
gra\'ité  Go  df-s  autres  n  —  i  et  multiplié  par  le  coefficient  corres- 
pondant !n/t,  changé  de  signe. 


(')  (^REMONA,  Eicmeini  di  Calcolo  ^rafico^  n"  l'2'j,  p.  G5  (Toriiio,  187/1);  cIV.  Moi(1L'>, 
Lrlirhnch  dcr  Statik^  t.  I,  §  107,  p.  197  (Loipzi];,  18*37). 
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L'înlcrprélalion  de  la  niénio  somme  pour  le  cas  de  M  difTcrenl 
de  zéro  est  contenue  dans  le  théorème  B,  car  évidcmmenl  ce  théo- 
rème subsiste  aussi  dans  Thypothèse  actuelle  où  les  ////  ne  désignent 
plus  des  masses  (ou  coefficients  positifs),  mais  des  coefficicnl;» 
quelconques  [positifs  ou  rwgatijs)» 

On  peut  considérer  ce  qui  précède  comme  une  manière  dillV*- 
rente  d'établir  et  d'énoncer  le  deuxième  théorème  dont  M.  Darboux 
s'est  occupé,  et  dont  on  pourrait  tirer  les  conséquences  (  Bulbnin, 
l.  Vil,  p.  Il)  d'une  autre  manière  encore,  en  les  déduisant  direc- 
tement des  Elementidi  Cnlcolo  grafico  (n°  121,  p.  63)  cités  plus 
haut;  précisément  comme  le  premfer  théorème  traité  par  M.  Dar- 
boux.  [loc.  cit.,  p.  8)  pourrait  aussi  se  déduire  presque  Iinniédia- 
tement  du  n°  119,  p.  65  du  même  Ouvra«;e  de  M.  Creinona. 


Solution  simple  d'un  prohlcnie  de  (irontéfrie  (U*sci'ipti\^r 

élémentaire;  par  M.  Hkumary. 

(Séance  du  23  mai  1S79.) 

Inscrire  une  sph(*re  duns  un   tétraèdre,  (D'une    manière  v>\u^ 
générale  :  Déterminer  les  splièies  tangentes  à  <piiitrc  plims,] 

Lemmes  és^idents.  —  1.  Lue  sphère  riant  inscrite  dans  un 
dièdre,  si  Ton  vient  à  fermer  le  dièdre  dans  le  sens  couNenabh* 
pour  écraser  la  sphère,  les  points  de  contact  viennent  en  coïnci- 
dence. 

II.  Si  une  sphère  est  inscrite  dans  un  Irièdre,  les  points  de 
contact  sont  tous  les  trois  à  la  même  distance  du  sommet. 

Solution,  —  Je  rabats  trois  des  faces  du  tétraèdre  sur  la  (fua- 
trlème  prise  pour  base,  toujours  de  manière  à  écraser  la  sphère 
que  j'ai  en  vue.  Après  cette  oj)ération,  tous  les  points  de  contact 
doivent  être  en  coïncidence  (leinniiî  I)  et  les  trois  raballemenls 
du  sommet  doivent  être  tous  les  trois  à  la  même  distance  du  point 
où  la  coïncidence  a  lieu  (lenime  11).  (^e  point  e>t  dune  le  centre 
du  cerehî  qui  passe  par  l(;s  trois  rabattements. 


Discussion.  —  Jo  donne  un  signe  à  rha(|uc  r;il)allement,  ainsi 
qu'à  la  base,  (jui  est  son  j)roprc  raballenienl,  et  je  conviens  que 
deux  rahalleinenls  seront  de  même  signe  si  les  triangles  qui  l'or- 
maienl  les  faces  empièleul  Tun  sur  l'autre;  ils  seront  tic  signes 
contraires  dans  Tautre  cas.  On  voit  immédiatement  qu'un  clinnge- 
ment  de  tous  les  signes  ne  change  pas  la  solution.  Il  y  a  toujours 
huit  solutions,  savoir  : 


-\--\ — h.  .  .  i  solution.  —  Sphère  inscrite  proprement  dite; 

_l__l__l et  permutations. . .  4  solutions. —  Sphères  exinscrites 

analogues  aux  cercles  (»xinscrilsTlu  triangle; 

-HH et  permutations. ..  ,'i  solutions.  —  Sphères  inscrites 

dans  les  comblas. 

J'ai  fait  la  ligure  (  '  )  pour  liin  de  ces  derniers  cas,  qui  s(mt  les 
plus  intéressants. 

HCD  est  le  Iriangle  pris  pour  base  ;  les  rabattements  du  sommet  A 
sont  désignés  par  cette  lettre  aflectée  d'un  indice  qui  rappelle  le 
sommet  opposé  au  triangle  rabattu,  et,  on  outre,  d'un  accent  dans 
le  cas  du  rabatttMiient  de  signe  contraire  à  la  base. 

I^our  déterminer  la  sphère  du  comble  BC,  jai  donc  [)ris  les 
rabattements  A,/,  A/,  et  A,'..  On  voit  immédiatement  que  les  per- 
pendiculainîs  aux  milieux  des  cotés  A,/  V,'.  et  A,/A/^  sont  les  bissec- 
trices des  angles  A^/H  A[:  et  A'^G  A,/.  La  condition  pour  que  la  sphère 
soil  dans  le  comble  HG  est 

«CD -h  DCA  —  BCA       ^.^^        CBD -h  DBA  —  C«A  _        .     . 
BCA  H h  CRA  -I >  2  droits 

9.  2 

ou 

(BCA  H-  BCD  -f-  DCA)  -t-  (CBA  -t-  CBD  -f-  DBA)  >  4  droits. 

Si  cette  condition  n'est  pas  satisfaites,  son  analoguiî  l'est  forcément 
pour  le  eolé  Al),  et  la  sphère  se  trouve  dans  le  comble  dont  ce 
coté  est  le  faîle,  etc. 

>Scoli(\  —  Lorsqu'une  sphère  est  inscrite  dans  un  trièdre,  le 
point  do  conlacl  de  l'une  des  faces  est  sur  la  bissectrice  dé  l'angle 
formé  j)ar  les  rabattements  du  troisième  coté  autour  des  côtés  de 


'     Lr  lorli'ur  est  prié  ilc  tain?  lu  ti{;iiri'. 
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ladite  face.  Cela  résulte  de  la  solution  prccédentc,  cl  cela  pcul 
s'établir  directement  sans  la  considéiration  de  la  quatrième  face  du 
tétraèdre. 

D'autre  part,  les  dislances  de  ce  point  de  contact  aux  deux 
côtés  sont  proportionnelles  aux  cotangentes  des  demi-dièdres  adja- 
cents. Cette  condition  détermine  également  une  droite  qui  passe 
par  le  point  de  contact  de  la  sphère  et  qui  doit  nécessairement 
coïncider  avec  la  bissectrice  dont  il  a  été  question. 

En  exprimant  que  celle  coïncidence  a  lieu,  on  trouve  une  série 
de  formules  de  la  Trigonométrie  sphériquc. 


Note  sur  les  relations  entre  les  éléments  caractéristiffues  il' une 
courbe  gauche  et  les  accélérations  du  point  qui  la  décrit  ;  par 
M.  Haag. 

(Séance  du  9  mai  1879.) 

Lorsqu'un  point  mobile  décrit  une  trajectoire,  il  est  clair  qu'il 
doit  exister  des  relations  entre  les  éléments  géométriques  qui 
caractérisent  celle  trajectoire  et  les  accélérations  de  divers  ordres 
du  point  qui  la  décrit.  En  efTet,  la  connaissance  de  ces  accéléra- 
tions entraîne  celle  de  lu  courbe,  et  par  suite  celle  des  élénienls 
géométriques  qui,  comme  la  tangente,  le  plan  osculaleur  et  le 
ravon  de  courbure,  servent  à  la  caractériser  en  chacun  de  ses 
points. 

J'ai  donné  ces  rcialions  pour  le  cas  des  courbes  planes  dans  les 
feuilles  autographiées  du  Cours  de  Géométrie  commencé  a  TEcolc 
polytechnique  de  Bordeaux  en  1870.  Depuis,  dans  une  Note  in- 
sérée aux  yhinales  de  l'Ecole  Normale  (année  i8y4?  P-  My)' 
M.  Bouc[U(!l  a  développé  une  méthode  analvliqucî  pcrnicllanl  dt* 
calculer  ces  mêmes  relations  [)0ur  les  courbes  gauches.  Je  rexien^ 
aujourd'hui  sur  la  question  pour  montrer  que  le  (calcul  géomé- 
trique tVrs-simple  |)ar  le([uel  j'rlais  arrivé  au  résultat  dans  le  cas 
des  courbes  planes  peut  s'élendn*  sans  difficulté  aux  courbes  à 
double  courbure. 

Considérons  en  un  poinl  m  Ac  la  c<»urbe  j^auche  le  trièdro  tri- 


-  lil  - 

rectangle  forme  par  la  tangente  uit  dirigée  clans  le  sens  du  dépla- 
cement sur  la  courbe,  la  normale  principale  inn  dirigée  [yers  le 
centre  de  courbure,  et  la  binormale  mp  dirigée  vers  le  centre  de 
cambrure,  c'est-ù-dire  du  côté  du  plan  osculateur  où  est  situé  le 
centre  de  la  spbere  oscula triée. 

Désignons  par  doL  Fangle  de  contingence  et  par  dO  Tangle  de 
torsion  correspondant  à  Tare  élémentaire  ds.  Désignons  encore 

par  a<,  «o»  ^3»  •    ••  ^i»  ^2»  63,  ...  les  coefficients  différentiels  -->  — 

(Is     (/s 

et  leurs  dérivées  respeclives  par  rapport  à  l'arc,  et  par  ^  la  vitesse 
-  du  point  mobile. 

Enfin,  appelons  T,  N  et  P  des  grandeurs  géométriques  égales  à 
Tunilé  portées  dans  les  trois  directions  mty  nui  et  mp  précédem- 
ment définies. 

il  est  facile  de  r<îconnaître  qu'on  a 

Cela  posé,  si  u  est  le  rayon  vecteur  du  point  mobile  m,  la  gran- 
deur géométrique  de  sa  vitesse  sera 

et  les  différentiations  successives  de  ce  produit  fourniront  sans 
difficulté  les  accélérations  d'ordres  successifs  du  point  mobile. 
Ainsi, 


■;3) 


fl^  u        dv 
<   d^u        fd^v  \  f       dv  \ 


Sans  pousser  plus  loin  les  calculs,  on  voit  parfaitement  quelle  est 
la  marche  à  suivre  pour  obtenir  l'expression  générale  de  l'accélé- 
ration d'ordre  n  au  moyen  des  fonctions  ai,  «o?  •••>  ^\y  ^ly  ••• 
qui  caractérisent  géométriquement  la  courbe. 


-  lia  - 

Pour  achever  de  résoudre  Li  question  proposée,  il  reste  à  trouver 
les  relations  qui  lient  ces  fonctions  «i,  «2»  •  •  •>  ^i-î  ^2>  •  •  •  a^i^  élé- 
ments géométriques  d'une  nalurc  différente  qui  ont  été  adoptés 
jusqu'ici  dans  Tétude  générale  des  courbes  gauches. 

Ces  relations  s'établissent  sans  aucune' difficulté.  Par   exemple. 

en  désignant  par  fi  et  /•  les  rayons  de  courbure  et   de  cambrure, 

on  a  immédiatement 

(lot.        I 

«1=  -7-  =  ~' 
as         0 

_  r/ô  _  I 


(, 


is         r 


Soit  maintenant  R  le  rîivon  de  la  sphère  osculatricc  ;  d'après  une 
relation  connue, 


as 


et,  comme  -f-  = =  —  p^a«>, 

as  a  -^  ' 

d'où 


en  désignant  par  h  la  grandeur  positive  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  w  de  la  sphère  osculatricc  sur  le  j)lan  oscula- 
tcur  à  la  courbe;  il  est  facile  de  s'assurer  d'ailleurs  que  c'esr  le 
signe  —  qui  doit  être  adopté  devant  la  valeur  de  aj. 

Le  mode  de  formation  des  équations  (3)  permet  d'énoncer  h» 
théorème  suivant  : 

Lorsquun  point  mobile  décrit  une  courbe  ^auclie,  si  sa  vitesse 
et  ses  n  premières  accélérations  sont  données,  son  accélération 
d'ordre  n  -h  i  a  son  extrémité  située  sur  une  parallèle  à  la  tan- 
gente et  son  accélération  d'ordre  n  -{-  i  a  son  extrémité  située 
dans  un  plan  parallèle  au  plan  osculateur . 

Cette  proposition  est  l'analogue,  pour  les  courbes  gauches,  d'un 
théorème  que  nous  avons  précédemment  démontré  sur  les  surfaces 
[Bulletin,  t.  V,  p.  i6()). 

Terminons  enfin  par  une  reman[ue  relative  à  l'expression  de  la 


siiraccrlrralinii.  Si  dans  collo  expression  on  sup[)OSi;  r  eoiislant, 
ox  si  Ton  reniplaro  «i,  a.j  ct^i  par  leurs  valeurs,  on  trouve 

—  -  —  —    ,  T  —     -  N  H I>, 

I  i  1 

et  la  valeur  des  eom[)osantes  dirigées  suivant  la  normale  et  la 
perpendieulaire  au  plan  osculateur  l'ait  voir  que  leur  résultante 
partielle  est  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  au  ravon  mw  de  la 
sphère  osculatrice.  11  en  résulte  que,  dans  le  inouK'cment  uniforme 
d'un  point  sur  une  courbe  gauche,  la  suraccêlëration  est  située 
dans  le  plan  tangent  à  la  splière  osculatrice,  [iropriété  qui  a 
([uelque  analogie  avec  celle  de  Taccélération,  dirigée  suivant  la 
normale  principale  dans  le  mouvement  uniforme  (M- 


Intégrales  des  courbes  dont  les  développantes  par  le  plan 
et  les  développées  par  le  plan  sont  égales  entre  elles; 
par  jM.  Tabbé   /\ol\st. 

(Si'aîiro  du  •}j  juin  lî^^yî).) 

1.  État  de  la  (/uestion.  —  l^ancret  appelle  développée  par  le 
plan  d'une  courbe  Taréte  de  rcbroussement  de  la  surface  enve- 
loppe du  plan  normal  à  cette  courbe,  de  sorte  que,  réciproque- 
ment, cette  dernière  est  la  développante  par  le  plan  de  la  première. 
Dans  la  question  posée,  il  y  a  trois  es[)èces  de  courbes  à  consi- 
dérer :   les   courbes  (!1,  qui    sont  les   développantes  par  le  plan 


(' )  II  est  lac'ilo  de  s'as-iuror  par  It»  calcul  a1cébri<]uc  de  l'exactitude  de  ce  dernier 
résultat.  Vax  cflet,  rapportons  le  point  molûle  décrivant  la  courbe  à  des  coordonnées 
ayant  leur  ori{;inc  au  centre  de  la  sphère  osculatrice;  la  quantité 

étant  conhlaiilti  pendant  trois  éléments  de  temps  consécutifs,  pourra  ôlre  trois  fois 
dillei-eiilié*'  comme  telle,  et,  si  l'on  oUserxe,  dans  ces  diiîérentiattons,  que 

«>st  aussi  r.)ustaut  parce  ipir  la  vitesse  est  uniforme,  on  arrive  à  la  relation 

(I  r  (P  .V  -+-  ily  d^r    ■    (h  d*  z  =:  o. 

({ui  exprime  précisément  le  résultat  ci-dessus  énonce. 


dvB  courhes  C,  ;  les  courbes  C,.  (jui  sunl  les  développées  par 
le  plan  des  couriies  C|.  La  question  consiste  à  déterminer  les 
courbes  C,  de  telle  sorte  que  les  courbes  C  ei  les  courbes  Cj  soient 
égales  entre  elles. 

Cette  question  est,  dans  sa  générnliié,  iiii-dossiis  des  forces 
de  l'analyse,  à  cause  des  iolégrations  qui  ne  peuvent  s'cfTectuer. 
mais  elle  mérite  l'attention  des  géomtti'es  à  cause  des  simpUllca- 
lions  dont  elle  est  susceptible  et  des  l'ails  (jui  sont  dévoilés  par 
l'usage  des  coordonnées  naturelles  des  courbes.  En  etTet,  lorsqu'on 
r»it  usage  des  coordonnées  cartésiennes,  on  est  conduit  à  une 
équation  di  D'ère  n  lie  lie  du  douxième  ordre  ;  au  contraire,  si  l'on 
fait  usage,  des  coordonnées  naturelles,  la  question  se  partage  eu 
trois  opérations  distinctes,  qui  soni  :  i"  l'intégration  d'une  équa- 
tion difl'érentielle  linéaire  du  quatrième  ordre;  a"  l'intégration 
d'une  équation  différentielle  linéaire  du  troisième  ordre;  3"  une 
ti'iple  quadratui'e.  Or,  ces  deux  équations  diR'érenti elles  se  ramè- 
nent à  deux  équations  dilTérentielIcs  identiques  du  troisième  ordre, 
l'une  et  l'autre  linéaires.  Lorsqu'on  a  ti-ouvé  les  intégrales  des 
courbes  C|,  on  obtient  les  intégrales  des  courbes  C  et  des  courbes 
Cj  sans  intégrations  nouvelles.  Il  existe  d'ailleurs  des  cas  intéres- 
sants dans  lesquels  l'intégration  de  l'équation  résolvante  du  troi- 
sième ordre  est  possible,  ainsi  que  le  calcul  des  quadratures,  et. 
dans  ces  cas,  la  question  obtient  une  solution  complète.  Cette 
question  peut  être  généralisée  si,  au  lieu  de  se  donner  la  condition 
que  les  courbes  C  et  C^  sont  égales,  on  se  donne  la  condition  que 
ces  courbes  sont  semblables. 

2.  Eifunlion  r<-sulvanl)-.  —  !5()icMl  i/c,  di.  â<->  l'arc  éléntcnlaire, 
l'angle  de  contingence  et  l'angle  de  torsion  de  la  courbe  C:  soicntiji 
le  rapport  de  (h  à  ihi  cspriinc  en  fonction  de  w  dont  la  diliércn- 
tiellc  est  </'!>,  p  et  V  les  rayons  de  cnurliurc  et  de  torsion  ;  nous  repré- 
sentons par  les  mêmes  lettres  nianjuées  des  indices  iiiréi'ieiirs  i 
et  5  les  éléments  de  même  nom  des  courbes  C,  et  C*. 

La  nature  de  la  question  laisse  indéterminé  le  raj)port'|';  en 
effet,  on  a,  par  suite  de  l'ésalilé  des  couriics  i'.  cl  i'.,,  la  série  des 
rapports  égaux 

,     .  </'..  d:>.  ,,  G, 
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or,  les  conditions  du  problème  étant  que  p  et  pj  sont  égaux  entre» 
eux  ainsi  que  v  et  vo?  comme  l'égalité  des  rayons  de  courbure  c 
et  P2  entraîne,  par  suite  des  équations  (i),  l'égalité  des  rayons  de 
torsion  x,  et  x,^  et  réciproquement,  il  en  résulte  que  le  rapport  ^ 
reste  indéterminé. 

Par  suite  de  la  relation  qui  existe  entre  le  rayon  de  courbure 
d\ine  courbe  et  le  rayon  de  courbure  de  Tarête  de  rebroussement, 
on  a  les  deux  équations 


:  9. 


~  9i  =  o-h  -j-^y      —  04=0,-+-  TT\~rT]  ' 


dont  la  seconde  se  déduit  de  la  première  par  suite  des  égalités 
suivantes  : 

Donc,  si  Ton  suppose  p^j  dp  égaux  entre  eux,  et  qu'on  représente 
par  ^'  la  dérivée  de  t^i  par  rapport  à  o),  on  tombera  sur  Téquation 
diflerentielle  linéaire  du  quatrième  ordre 

r/w^  ^    ^w*         '  ^   '  (lot*  •]»    £/w 

c[ui  est  l'équation  résolvante  du  problème.  Posons  -:-  égal  à  fz; 
ré(|ualion  précédente  passe  au  troisième  ordre  et  deviendra 


3.  Intcgra/es  de  l'équation  résohantc, —  Soient  M|,  M^,  M, 
trois  solutions  particulières  de  l'équation  (4),  et  Ao,  A|,  A2,  A3 
quatre  constantes  arbitraires;  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3) 
s(»ra 

le  signe  S  s'étendant  aux  valeurs  que  prend  l'expression  placée 
sous  ce  signe  lorsque  A  et  M  sont  affectés  des  indices  i,  'à^  3. 
Celte  intégrale  exprime  la  valeur  du  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  C  en  fonction  de  o). 

Pour  avoir  le  rayon  de  courbure  pi  de  la  courbe  C|,  il  faut  re- 
courir à  la  première  des  équations  (2),  laquelle  donne  l'expression 
VII.  10 


—  U6  - 
suivante  de  pi  : 

(6)  p,  =  -  Ao-  lA  (^  -+./M^«)  . 

La  valeur  de  t|  se  déduit  de  celte  expression;  en  effet,  on  a  les 
relations 

il  suffit  donc  de  diviser  par  ip  le  second  membre  de  Téquation  ('61 
pour  avoir  V|. 

La  valeur  du  rayon  de  courbure  p2  de  la  courbe  C2  .s'obtient  de 
même  sans  difficulté  au  moyen  de  la  seconde  des  équations  (2)  : 

(7)  p,=.Ao4.2A|-^./M^«-f.  — (^^^-H-jJ. 

La  valeur  du  rayon  de  torsion  ^2  de  la  courbe  C^  s'obtient  en  mul- 
tipliant par  ip  le  second  membre  de  cette  dernière  équation. 

4.  Intégrales  premières.  —  L'intégrale  générale  de  Téqua- 
tion  (3)  n'est  pas  possible,  mais  on  peut  en  obtenir  une  intégrale 
première.  Ce  fait  a  une  grande  importance  dans  cette  question. 

En  effet,  si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (2)  par  ndp 
et  la  seconde  par  idp^,  qu'on  ajoute  et  qu'on  intègre,  on  trouve 

(8)  -  2/o,^p,  -  ./p,  4  .-=  p^  4-  Jl  -f-  pî  -^  -g-,  ; 


df,y^ 


Y 


or,  si  Ton  intègre  par  parties  la  première  intégrale  du  premier 
membre,  et  qu'on  représente  par  c^  la  constante  d'intégration,  ce 
premier  membre  se  réduit  au  binôme  c^ — api/Do*»  ^n  a  donc,  ré- 
ductions faites,  l'équation 

^     '  df,i^         \doi^J  -y  \drù         dfù^  ! 

qui  est  du  troisième  ordre  cl  qui  devient  du  second  ordre  en  a. 
Nous  récrirons  sous  la  forme  suivante  : 


8)''  '\>d.ii  — 


4  /  r»  —   a- ^'— 
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Sous  celte  forme,  elle  devient  une  seconde  fois  intégrable  si  le 
rapport  ip  est  donné  en  fonction  de  (x.  En  effet,  si  Ton  pose 
'l  =  /''(|:x),  on  obtient,  par  l'intégration  immédiate. 


/i,)  =  y/..-,»_g 


On  a  donc  les  deux  équations 

L'intégration  de  la  première  donne  (x  en  fonction  de  w;  soit  F(oï) 
celte  fonction,  qui  contient  deux  constantes  arbitraires;  on  a  les 
deux  relations 

et  conséquemment  les  deux  intégrales 

dans  chacune  desquelles  est  contenue  une  nouvelle  constante  arbi- 
traire. 

Il  est  évident  que  ces  deux  relations  sont  les  deux  équations 
naturelles  de  la  courbe  C. 

On  en  déduit  :  i^  la  rectification  de  la  courbe  C,  puisque  Tare 
de  courbe  s  est  donné  par  l'équation 

a"  le  rayon  de  torsion  de  cette  même  courbe,  lequel  est  donné  par 
la  dérivée  par  rapport  à  w  de  l'équation  précédente. 

Il  serait  facile,  comme  on  l'a  fait  au  numéro  précédent,  d*ob- 
tenir  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  des  courbes  iZ^  et  Ca,  et 
par  conséquent  les  équations  naturelles  de  ces  courbes. 

5.  Du  trièdre  des  axes  mobiles.  —  La  tangente  t^,  la  binor- 
niale  Vi  et  la  normale  principale  p^  forment,  en  chaque  point  de 
la  courbe  C,,  un  trièdre  trirectangle ;  or  la  direction  de  chacune 

des  arétje;s  de  ce  trièdre  ne  dépend  que  du  rappprt  —  »  quç  npMs 

lO. 
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avons  représenté  par  ^.  En  eiTet,  on  a  les  trois  équations 

(dcos[Ti,x)=      f/6)Cos(pi,x', 
(lo)  •  ^/cos(vi,  x)  =:      dt  cos[pi,  .r  ■, 

(  ^/cos(p,,  .r)  =  —  r/w  COS (  T| ,  .r  '  — f/s  C<)s(v|,  O"), 

de  sorte  que,  si  l'on  veut  intégrer  le  système,  on  trouve  Téquation 
résultante 

^*cos(Tj,.r)  y   r/*Cos(T,,  .r) 

(4V  "^ 

i  /  .^x  ficosizi,  x)        -y        ,  . 

(    ^('-*-*) — àr — ■^cos(T„j-)=:o. 

Cette  équation  résolvante  est  identiquement  la  même  que  l'équa- 
tion (4);  conséquemment,  si  Ton  représente  par  ai,  a^^  a^  trois 
constantes,  on  a  l'intégrale  générale 

la  somme  £  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  que  prend  le  produit  a  M 
lorsqu'on  aSecte  simultanément  a  et  M  des  indices  i,  2,  3. 

Soient  maintenant  &i,  &2,  &s,  C|,  Cs,  C3  six  nouvelles  constantes 
qui  sont  des  fonctions  des  précédentes;  par  suite  de  l'orthogona- 
lilé  des  axes,  on  a  le  Tableau  suivant  : 

cos(t,,./-    --  i/ïM,  ros(T,,  >  '^  r— ^/>>M,  (•(»s(t,,3)  — :  ^rM, 


ros 


cos 


s(o,,  .r)  rz:  ^rt  — ->      ros(o,,  >)---/; -—>      <"Os(p,,  3^:  -     ^r 

a'»»  df»\  €i**ï 

v,/  ,   ,/M,rfM,-M,./M,\ 

/M,./M,-M,rfM,\ 

COS^V,,  V)  =  2{<'l«î— «l*"!)^ ^^j —  )  ' 

^,  ;xM,rfM,-M,rfMA 

cos(v,,c)  r- 2:/ï,6,— ft,/J,)^  -      -   -,  )» 

le  signe  L  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  des  expressions  placées 
sous  ce  signe  par  suite  de  la  rotation  simultanée  des  indices. 
Il  résulte  de  cette  analyse  que  la  direction  des  axes  du  irièdre 

mobile  ne  dépend  aussi  que  de  la  valeur  de  -j-  fournie  par  Tinté- 
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gralmn  de  Téquation  (8)',  dans  laquelle  on  suppose  la  constante  c' 
égale  à  l'unité. 

Il  importe  de  remarquer  que  deux  des  trois  constantes  ai,  a29  a^ 
sont  arbitraires,  parce  que  la  somme  des  carrés  des  cosinus  des 
angles  que  Taxe  des  x  fait  avec  les  trois  axes  mobiles  est  égale  à 
Tunité.  Ceci  revient  à  dire  que  la  question  qui  consiste  à  déter- 
miner la  direction  des  axes  mobiles  en  fonction  de  ^  ne  peut  dé- 
pendre que  d'une  équation  différentielle  du  second  ordre.  On 
Irouve  immédiatement  cette  équation  lorsqu'on  remplace  dans  le 
système  (lo)  la  deuxième  équation  par  la  relation 

COS'(t|,  x)  -f-  cos'(v,,  .r)  -4-  cos*(pi,  x)  =  i; 

on  obtient  alors  l'équation  différentielle 

//*COs(t,,  .r)  ,  , 

^là        '^ !■  ■  ■  ■  M  ■  tt 

*"€/cos(t,,  a:)   I* 


/  •/  X         r^/cosiT,,  a:)   I 


qui  concorde  avec  l'équation  (8)^,  dans  laquelle  il  suffit  et  il  est 
nécessaire  de  faire  la  constante  c  égale  à  l'unité.  Cette  conclusion 
confirme  ce  que  nous  venons  de  dire  dans  le  précédent  alinéa. 

Le  D'  Hoppe  a,  le  premier,  démontré  par  une  transformation 
analytique  élégante,  et  nous  avons  aussi  démontré  par  des  consi- 
dérations géométriques,  dans  notre  Analyse  des  courbes  dans  l'eS" 
pace,  que  cette  dernière  équation  est  réductible  à  une  équation 
différentielle  linéaire  du  second  ordre;  mais  cette  équation  sim- 
plifiée présente  toujours  les  mêmes  difficultés  d'intégration. 

6.  Coordonnées  cartésiennes  des  courbes.  —  Commençons  par 
déterminer  les  coordonnées  de  la  courbe  C|  ;  si  l'on  représente 
par  ai,  j3|,  yi  trois  constantes  arbitraires,  on  déduit  de  la  relation, 
triple  se  rapportant  aux  trois  axes  Jc,  y  y  z, 

— -  =COS    Ti,«   , 

les  trois  équations  contenues  dans  le  type  suivant  : 
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Or  y  si  l'on  y  remplace  les  cosinus  des  angles  que  T|  fait  avec  les 
trois  axes  fixes  par  leurs  valeurs  données  par  les  premières  équa- 
tions (il)  et  doi  par  l'expression  fournie  par  Téquatioii  (6),  on  a 
les  trois  relations  données  par  le  type  suivant  : 

(12)         .r^—ajrr:^    f^Ao -h  ^SA  ^  H- 2A/M€/û»\  (IS^M)  </«, 

lesquelles  donnent  les  trois  coordonnées  cartésiennes  de  la  courbe 

c,. 

Les  coordonnées  x,  y,  z  de  la  courbe  C  et  les  coordonnées  j:«, 
y^^  Z2  de  la  courbe  C2  sont  données  par  les  équations  contenues 
dans  les  deux  types  suivants  : 

(ti)  Jr^  —  .r  =  0  cosfpi,  .r) —    ~-   cos(T,,.r;5 

(C)  J-,— X,  =  /)iCOS(/),,  x)  —  j£^  cos(v,,  x), 

dans  lesquelles  toutes  les  quantités,  à  l'exception  des  coordonnées 
du  point  de  la  courbe  que  l'on  considère,  sont  connues  en  fonction 
de  0),  par  suite  des  équations  (11)  et  (is)* 

7.  applications.  —  L'intégration  de  l'équation  (4)  n'est  pas 
possible  d'une  manière  générale;  mais  nous  avons  fait  connaître, 
dans  notre  Analyse  des  courbes  dans  l'espace,  les  séries  des  diffé- 
rentes valeurs  de  ^  dans  lesquelles  cette  intégration  se  pratique; 
nous  nous  contenterons  de  l'examen  de  deux  cas. 


Premier  cas  : 

X  étant  une  constante.  Dans  ce  cas,  ^  étant  proportionnel  à  jli, 
Téqualion  (8)"  donne 

Si  Ton  représente  par  On^  le  second  membre  de  cette  équation. 


-  J3l  - 
on  a  les  deux  relations 

Si  Ton  pose,  pour  abréger, 


c 


1 


—  >««*  =  >«AV      I  —  ^>«a*  =  2)i«BS     A«  4-  B«  =  /i*, 


A,  B  et  71  étant  des  auxiliaires,  la  dernière  équation  (9)'  devient 


€h=  — 


dont  rintégrale,  en  représentant  par  t^  la  constante  arbitraire, 

prend  la  forme 

B-f-  ;i*  =  /isin(t  —  «0)» 

de  sorte  que,  si,  dans  cette  équation,  on  remplace  jui  par  sa  valeur, 
on  trouve 

(10)  2>-  = 


à^        y^/i8in{«  — «0)  —  B 

dont  rintégrale  dépend  de   la   fonction    elliptique   de  première 

espèce.  D'une  autre  part  on  a,  par  la  nature  même  de  Thypothèse, 

la  relation 

di  =  z'kdpy 

de  laquelle  on  déduit  par  intégration  la  nouvelle  relation 

(il)'  ^>(p  —  po)  =  («  —  '•), 

dans  laquelle  aXjOo — £0  ^st  une  nouvelle  constante.  Cette  équation 
et  Téquation  (10)  sont  les  équations  élémentaires  de  la  courbe  C. 
On  déduit  de  la  dernière,  combinée  avec  la  relation  ds==  pde^ 
Téquation  suivante  : 

qui  exprime  une  des  deux  propriétés  caractéristiques  de  la  courbe. 

Trièdre  des  axes  mobiles,  —  La  valeur  de  cos(v,  x)  est  donnée 
par  Téquation  différentielle  (10)',  dans  laquelle  G  est  Tunité  et  a^ 
A,,  B,.  ris,  C|  sont  de  nouvelles  constantes,  analogues  à  a,  A,  B, 
//,  £o>  et  correspondent  à  Thypothèsc  C  égal  à  l'unité;  on  aura 


donc  les  deux  équations 

I    tit 

cos(v,  x)  =  ^niSii\[t  —  *j)  —B,  =  ^  — » 

desquelles  on  déduit,  par  la  diflTérentiation, 


ficos 


[  V,  x)  /ï,  CCS  (s  —  ii]  fit       .  , 

^^ '  :=. •  -  -j-  =  A//t  ces  (  s 

^«  2V//iSiii(e— «ij— B,  '»<" 


)• 


On  a  donc,  en  ayant  égard  aux  équations  analogues  aux  équa- 
tions (lo), 

c-os(p,  x)  =  >/?!  cos(«  —  Si),     cos(t,  x)  =  X//|sin(s  —  »j)  -h  /«, 

m  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Ces  équations  donnent  la  direction  des  axes  mobiles  en  fonction 
de  e. 

Coordonnées  cartésiennes.  —  On  déduit  des  équations  précé- 
dentes les  coordonnées  jc,  y^  z  de  la  courbe  C,  lesquelles  sont 
données  par  le  type  suivant  : 


tEW 


£  —  OL  =Lj[m  4-  >/it  sin  ( e  —  «i )]  oq H —  '/« 

2  A 

et,  comme  Tintégration  du  second  membre  est  possible,  on  a  les 
coordonnées  x^j,  zAq  la  courbe  C  en  fonction  explicite  de  £. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  coordonnées  des  courbes  C|  et  Cj  se 
déduisent  sans  difficulté  de  ce  qui  précède. 

8.  Les  courbes  C  sont  des  hélices,  —  Cette  hypothèse  correspond 
au  second  cas. 

Second  cas  : 

(i3)  ']/ = /w  n=  consl. 

L'équation  (8)  devient,  a  étant  une  constante^ 

on  en  déduit  la  suivante  : 

d'j. 


{ir»i  = 


^6'*  —  m*  rt*  —  2,/n^au.  —  (  i  -+-  '"*  J  y-^ 
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Or,  si  l'on  pose,  pour  abréger,  n-  w^  =  k'^,  on  obtient  Tintégrale 

A  (  w  —  wo  )  =  arc  I  sin  =  —=====  1  » 

et  conséquemment  Téquation  différentielle 

(i4)  A*  -^-  Tzz—  m^a  -4-  ^c*^*— /iï*«*sinX-(w  —  w©), 

laquelle,  lorsqu'on  représente  par  /9o  la  constante  arbitraire,  con- 
duit par  intégration  à  Téquation  suivante  : 


(i5)  k}[^  —  Po)  =  —  m*  au — ^c'  k^  —  m*  a*  ces  if  (  w  —  wq)* 

Si  dans  cette  équation  on  remplace  p  par  sa  valeur  —r-^  ^^  qu'on 

intègre,  on  obtient  la  rectification  de  la  courbe  par  la  formule 
suivante,  dans  laquelle  k^So  est  la  constante  d'intégration: 

Les  équations  (i5)  et(i3)  sont  les  équations  élémentaires  de 
la  courbe. 

Direction  de  la  tangente.  —  Si  l'on  représente  par  ^i,  A"i,  «i 
des  nouvelles  constantes  arbitraires,  on  trouvera,  d'après  le  nu- 
méro précédent,  l'équation  suivante  : 


cos( 


qui  donne  la  direction  de  la  tangente  T|  à  la  courbe  C|  par  rapport 
aux  trois  axes  fixes. 

D'une  autre  part,  si  l'on  a  recours  à*  la  première  des  équa- 
tions (2),  on  trouve  la  formule 


(ib)  Pj=:  — po-H  ■/T'^^  —  'J  V ^COSA:{w  — a>oJ> 

qui  donne  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  C|.  • 

Coordonnées  du  point.  —  On  déduit  de  ces  formules  les  expres- 
sions des  coordonnées  X|,  ri,  -i  de  la  courbe  C|,  qui  sont  données 
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par  le  type  suivant  : 

^1  -  «I  =  I  [po~  -;^  «  -^  -^  y  ^-^ -jT-  <^^>sA(m  -  <^o) J 

et,  comme  le  second  membre  de  ce  type  est  Intégrable,  il  en  ré- 
sulte que  les  coordonnées  de  la  courbe  C|  sont  exprimables  en 
fonction  explicite  de  w. 

9.  Généralisation  du  problème.  —  Proposons-nous  maintenant 
la  question  suivante,  qui  est  la  généralisation  de  celle  que  nous 
avons  résolue  : 

Problème.  —  Trousser  les  courbes  dont  les  développantes  et  les 
déifeloppées  par  le  plan  sont  semblables  entre  elles. 

Conservons  les  notations  établies  ;  on  a  les  mêmes  données  que 
dans  le  problème  résolu;  seulement,  la  condition  relative  à  l'égalité 
des  rayons  de  courbure  p  et  p^  est  remplacée  par  la  condition  que 
ces  rayons  sont  dans  un  rapport  constant,  laquelle  entraîne  la 
condition  que  les  rayons  de  torsion  v  et  Vj  sont  dans  le  même 
rapport.  On  a  donc  les  équations 

(l8)  pji=r/l«p,      vj=:w'v, 

n'^  étant  constant;  la  fonction  vp  reste  encore  indéterminée. 

Si  Ton  a  recours  aux  équations  (2),  la  première  condition 
fournit  Téquation  différentielle  suivante  : 


r/*p        y  dU  ,5^^^'p       y  ^P 


(3)'     «P_l^H.(,H-.y)l-f_i;.2P+(,_„-.yp==o. 

qui  est  l'équation  résolvante,  puisque  son  intégration  fait  con- 
naître p  en  fonction  de  co  et  qu'elle  donnera  en  même  temps 
cos(v,  x)  en  fonction  de  la  même  variable.  Il  suffira,  en  effet,  de 
prendre  la  dérivée  de  p  par  rapport  à  w  et  dV  faire  n'^  égal  à  riuiité, 
en  donnant  aux  constantes  d'autres  valeurs  générales;  celte  dé- 
rivée représentera  la  valeur  de  cos(v,a:),  comme  cela  résulte  de 
l'équation  (8)". 
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Soient  maintenant  Ro,  Ro  R29  Rs  quatre  solutions  particulières 
de  Téquation  (3)',  et  A©,  A,,  A2,  A3  quatre  constantes  arbitraires; 
rintégrale  générale  de  l'équation  sera 

p  —  lXR, 

la  somme  £  s'étendant  toujours,  suivant  nos  conventions,  à  toutes 
les  valeurs  du  produit  AR,  lorsqu'on  affecte  successivement  et 
simultanément  les  deux  facteurs  des  indices  o,  i,  a,  3. 

D'une  autre  part,  si  Ton  représente  par  Nq,  Ni,  N2,  Nj  les  va- 
leurs de  Ro,  Ri,  R2,  R3,  lorsqu'on  y  fait  n^  égal  à  l'unité,  et  qu'on 
représente  par  Bq,  B|,  62,  B3  quatre  nouvelles  constantes,  on  aura 
le  type  suivant  relatif  aux  cosinus  que  v  fait  avec  les  trois  axes  fixes, 

COSfv,  a:)  nr  2B  -7-9 

avec  cette  circonstance  que  -7-  est  nul. 

Coordonnées  de  la  courbe  C|.  —  Si  l'on  remonte  à  la  première 
des  équations  (2),  on  aura  l'équation 


ii  =  — SA^R 


d^K 


m 

et,  conséquemment,  les  coordonnées  X|,^|,  Z|  de  la  courbe  C| 
seront 

On  déterminera  comme  précédemment  les  coordonnées  des  courbes 
\j  et  v^2» 

10.  application  aux  hélices,  —  Dans  ce  cas,  on  a 

•|  z=z  m  =.  const.  ; 
l'équation  (3)'  devient 

(3)'  Ç;e  +  (.-t-m')S+('-''')'»V  =  o. 


dfû^  dtù 


Si  l'on  pose  p  =  e"**,  a  étant  une  constante,  on  a  l'équation  de 

condition 

«*-f  (i  4-  m*)«*-H  (1  —  w')m*  =  o, 


et  les  valeurs  de  a  sont  les  quatre  racines  de  cette  équation  ;  nous 
les  représentons  par  a^,  «a,  «3,  «4. 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer,  suivant  que  n^  est  positifou  négatif. 

Dans  le  premier  cas,  la  similitude  des  courbes  C29  C  est  directe; 
or,  dans  ce  même  cas,  suivant  que  n^  est  plus  grand  oy  moindre 
que  Tunité,  deux  racines  seulement  ou  toutes  les  quatre  sont  ima« 
ginaires. 

Soit  71^  ^i;  en  appelant  X  la  racine  réelle  positive,  les  quatre 
racines  sont 


l'intégrale  générale  sera  donc 

.     i  1 

p  =  Ao  c^**  -♦-  A,  tf-^-  H-  A,  cos  (  I  -h  /w'  -f-  X*  )  *  «  4-  A,  sin  (  I  -4-  m*  -4-  À*  )  *  w. 


Soit  /i*<i;   en   appelant  1^^ — 1   une  racine  imaginaire,  les 
quatre  racines  imaginaires  seront 


et  l'intégrale  générale  sera 

1 
p  =  Ao  cos>,  w  H-  A|  sin li &>  4-  Aj  cos  (  i  4-  m*  —  >.*)=*&• 

-+-  A3sin(i  -h  m* —  >*)^w. 

Dans  le  second  cas,  la  similitude  des  courbes  C2  et  C  est  in- 
verse; mais,  suivant  que  Ton  a  (i  —  m-)^  plus  grand  ou  plus  petit 
que  — ^m^ri^^  les  quatre  racines,  qui  sont  dans  les  deux  hypo- 
thèses imaginaires,  se  présentent  sous  Tune  ou  l'autre  des  deux 
formes 


a -{-h  ^ —  I ,    — a  —  b^ — 1,  a  —  b^ — i,  — a -h  b  ^ — 1, 

de  sorte  que,  dans  la  première  hypothèse,  on  a 

1  1 

pnr  Ao  cos>w  -h  Al  sin).«  4-  A2C()s(i  -f- m'-t- /*)*w  4- A3  sin  (1  -+- A*-Hm*)*w, 

et,  dans  la  seconde, 

p  m  (  Aq  cos^w  4-  Al  sin  ^w)  c»''**4-  (A,  c()s6&j  -i-  A3  siii/>&>)  e"'"*, 

expression  dans  laquelle  a  et  h  sont  faciles  à  déterminer. 
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En  comparant  les  quatre  expressions  de  p  que  nous  venons  d'ob- 
tenir, on  voit  qu'il  n'y  en  a  que  trois  distinctes  de  forme,  suivant 
les  valeurs  assignées  à  n^.  Dans  tous  les  cas,  les  valeurs  de  pi  se 
calculent  sans  difficulté  et  le  problème  s'achève  comme  au  n^  8, 
puisque  les  coordonnées  des  courbes  C,  G| ,  Ca  s'obtiennent  expli- 
citement en  fonction  de  co,  indépendamment  de  tout  signe  d'inté- 
gration. Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'effectuer  ce  calcul,  qui 
ne  présente  aucune  difficulté. 

H.  Intégrales  premières,  —  Reportons-nous  à  l'équation  (8) 
dû  n®  4.  Posons  p2  =  /i*p  et  intégrons  le  premier  terme  par  par- 
ties ;  le  premier  membre  devient 

et,  en  remplaçant  pi  par  sa  valeur  donnée  par  la  première  des  équa- 
tions (a)  sous  le  signe  y,  il  prend  la  forme  suivante,  lorsqu'on  pra- 
tique l'intégration  et  qu'on  représente  par  Ca  la  constante  arbitraire  : 

-  2/iViP  --  («*-  i)  (^p*-4-  ^)  -+-  c\ 

D'après  cela,  l'équation  (8)  devient,  après  quelques  réductions 
évidentes, 

on  a  donc  finalement  l'équation 

""-  L  ^  'il£\ 

(»9)      ■>— 


«>• 


\/-4S-(S)"J-('-)i.-S)' 

qui  est  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre. 

Si  maintenant  on  pose,  comme  au  n®  2,  --  =  |u,  et  qu'on  mul- 
tiplie les  deux  membres  de  cette  équation  par  arfju,  on  obtient 
Téquation  transformée  du  second  ordre 

(19)'       '?.^dlL=Z 


\/'^— {■"-^:)-(--)/(."-S)- 
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du} 

enfin,  si  l'on  pose  fi'H-  —j  =  w^,  cette  dernière  prend  la  forme 
simple 


12.  application.  —  Cette  dernière  équation  s^intègre  de  nou- 
veau dans  le  cas  où  Ton  a  la  relation 

(  20  )  -j-  =1  =  const. 

En  effet,  si  Ton  représente  par  cj  la  constante  arbitraire  pro- 
venant de  rintég^ration  du  dernier  terme  placé  sous  le  radical, 
l'équation  différentielle  devient 

Il  du 


Idtzn 


y/c.  +  .._^„«_^j„« 


Si  maintenant  on  pose  c--f-c^  =  A'^,  qu'on  représente  par  c©  ia 
constante  d'intégration  et  par  h  une  nouvelle  constante,  on  obtient 
l'équation 

ce  qui  prouve  que  la  courbe  appartient  à  la  classe  des  lignes  dont 
la  caractéristique  sphérique  a  pour  équation  entre  les  variables  w 
et  e  l'équation  d'une  conique. 

D'un  autre  côté,  Téquation  de  condition  donne 


or,  si  l'on  représente  par  Xi  et  7.^  deux  constantes  arbitraires,  et 
qu'on  pratique  deux  intégrations  successives,  on  trouve  la  relation 


p  ziz  —  ).w'  -4-  /,  w  -I-  X,, 


de  sorte  que  la  courbe  C  est  définie  d'une  manière  complète  par 
les  deux  équations  {20)  et  (21).  qui  sont  ses  équations  naturelles. 
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Il  est  bon  de  remarquer  que,  si  n^  était  égal  à  Tunité,  la 
courbé  C  appartiendrait  à  la  classe  des  cyclides,  qui  sont  les  déve- 
loppées par  fil  de  la  classe  des  hélices  (  '  ). 

13.  Conclusion,  —  L'analyse  dont  nous  venons  de  faire  usage 
pour  traiter  la  question  qui  fait  l'objet  de  ce  travail  est  susceptible 
d'applications  nombreuses  et  a  un  caractère  de  généralité  suffi- 
sante pour  conduire  à  la  solution  complète  de  questions  plus  diffi- 
ciles que  la  précédente,  mais  non  moins  intéressantes.  C'est  ainsi 
que  l'on  résoudra  sans  difficulté  les  questions  suivantes  de  Géo- 
métrie curviligne  : 

1*^  Trouifer  les  intégrales  des  courbes  dont  les  développantes 
par  le  plan  et  les  développées  par  le  plan  sont  liées  entre  elles 
par  cette  condition  que,  lorsqu'on  développe  ces  deux  courbes  sur 
les  plans  tangents  à  leurs  surfaces  osculatrices,  on  obtient  deux 
courbes  planes  parallèles; 

2®  Trouver  les  intégrales  des  courbes  de  la  classe  des  hélices 
telles  que  les  rayons  des  sphères  osculatrices  soient  dans  un  rap- 
port constant  av^ec  les  rayons  de  courbure  du  lieu  des  centres  de 
ces  sphères  osculatrices; 

3°  Trouifer  les  intégrales  de  la  courbe  C|  dont  le  rayon  de 
courbure  est  la  projection,  sur  ce  rayon,  du  rayon  de  la  sphère 
osculatrice  de  la  déi^eloppante  par  le  plan  de  la  courbe  C. 


Sur  les  méthodes  d'approximation  chez  les  anciens; 

par  M.  L.  Rodet. 

(Séance  du  ii  juillet  187g.) 

J'ai  besoin  de  faire  quelques  rectifications  et  d'ajouter  quelques 
indications  complémentaires  à  ma  Note,  présentée  à  la  Société 
dans  sa  séance  du  28  mars  dernier  et  insérée  au  Tome  VII  du  Bul- 
letin, p.  98  et  suiv. 

. ■ m 

(*)  Voir  notr«  Ânnljsr  infinitêsimnlr  drs  courbes  dans  V espace,  p.  70. 
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C'était  bien  réellement  la  première  fois  que  je  rencontrais^  ou, 

plus  exactement,  remarquais  chez  un  auteur  oriental  le  procédé 

d'approximation  des  racines  carrés  que  j'ai  découvert  chez  Al- 

Morouzi  ;  mais  je  dois  dire  qu'il  existe  aussi  chez  d'autres  auteurs 

de  l'école  arabe  et  que  je  ne  l'y  avais  pas  aperçu,  parce  qu'il  n'y 

est  pas  donné  aussi  nettement  que  dans  mon  Traité  persan.  Je 

m'explique.   En  même  temps  qu'Al-Morouzi  écrivait  son  Livre  à 

Merv  (1216),  un  Maure  de  Grenade,  Ibn-al-Bannâ,  enseignait  les 

Mathématiques  au  Maroc  (vers  1220).  Dans  son  Traité  intitulé  le 

Tatkhjs  (  *  ),  il  enseigne  que 

—  .       .  / r 

Si  r  7^  rt,    on  doit  faire     Ja}  -H  /•  =  «  H > 

r 


Si  r  >  «,  »  ^a*  -H  r  =:  a  -h 


ia  -+-  I 


Le  moyen  d'approximation  en  question  lui  était  donc  connu  ;  mais 
il  ne  divisait  le  reste  par  «  le  double  de  la  racine  plus  un  »  que 
dans  le  cas  où  ce  reste  était  supérieur  à  la  racine  trouvée.  Il  n'eût 
donc  jamais  écrit,  comme  Baudhâyana, 


1 

V^2  =  I  -f-  -  -f-  fj 


puisqu'ici  /•  =  1  est  égal  à  la  racine.  Du  reste,  quand  il  avait  fait 
usage  de  la  formule  en  question ,  il  savait  trouver  le  deuxième 


r' 

terme  correctif  £2  =  — ; 

2a 


Au  XV*  siècle,  un  autre  Arabe  d'Espagne,  Al-Qalçâdi,  qui  com- 
menta les  œuvres  d'Ibn-al-Bannâ  (^),  établit  la  même  distinction 
suivant  les  grandeurs  relatives  de  la  racine  trouvée  et  du  reste; 
seulement  les  formules  qu'il  donne  dans  ce  cas  sont 


;• 


Pour  r  ^  ff,      Ja^-h  rz=  a  -] » 

^  la 


r-f-  I 


Pour  /•  >  «,     V  "*  -h  r=:a  -\ ; 

*  2a -1-2 


(')  Voir  le  Talkhjrs  d'Ibn-al-Bannâ,  traduit  par  A.  Marre  de  Marin,  dan»  le»  yitti 
deW  Accademia  pontificia  de  Nuovi  Lincei  ;  Rome,  1866. 

(')  Voir  la  traduction  de  son  Traité  d'Arithmétique^  publiée  par  Woepcke  dttAB 
le*  mômes  Atti  de    IVitovi  Lincei;  Rome.  18.39. 
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enfin  il  obtient  une  approximation  à  deux  termes  correctifs  en 
faisant 


^a}  -\-r-=ia-h 


\ia) 


la 


(«  -  f.) 


Cette  manière  d'évaluer  les  racines  carrées  avait  déjà  fait  l'objet 
d'une  Note  de  Woepcke,  à  la  suite  de  son  exposé  des  notations 
algébriques  d'Al-Qalçâdi  [Journal  asiatique,  octobre-novembre 
i854)  ;  mais  ce  procédé  diffère  entièrement  de  celui  qu'a  dû  suivre, 
comme  je  l'ai  fait  voir,  Baudhâyana,  car  il  donne 

/-  1  I 

^  =  '-^^-34' 

et  non 

,-  I  I  » 


3       3.4       3.4.34 

C'est  ici  que  j'ai  une  erreur  à  rectifier  :  j'ai  cru  pouvoir  conclure 

que,  de  ce  que  le  terme  correctif  —       .        «  est  trop  grand  en 

valeur  absolue,  la  série  arrêtée  à  ce  terme  est  de  nouveau  appro- 
chée par  défaut  ».  Cette  affirmation,  énoncée  a  priori,  est  fausse, 
ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier  de  bien  des  manières.  D*abord 

convertie  en  une  fraction  unique,  l'expression  devient  -r^>  dont 

le  carré  est  -t^tMtMx  or  le  double  du  dénominateur  est  seulement 

I 60404 

332928.  Si  l'on  veut  encore,  —^  est  la  huitième  réduite  de  la  frac- 
tion continue  qui  exprime  y/a  ;  elle  est  donc,  comme  réduite  paire, 
approchée  par  excès.  Enfin,  si  l'on  continue  l'opération  comme  je 
l'ai  indiqué  dans  ma  Note  précitée,  on  trouve 

,-  I  1  I  I 

V^  ^  '  "^  3  "*"  34  "~  3.4.34  ■"  3.4.34.1154" 

Puisque  j'ai  eu  à  revenir  sur  ces  questions  d'approximation,  je 
dois  signaler  une  méthode  applicable  non-seulement  à  l'extraction 
de  la  racine  carrée,  mais  à  la  recherche  de  la  solution  numérique 
d'une  équation  quelconque  et  que  je  crois  être   fort  ancienne, 

VII.  II 


comme  je  le  préciserai  toul  à  l'heure.  Elle  est  exposée  el  fréquem- 
ment appliquée  dans  un  Ouvrage  imprimé  à  Lyon,  en  i5ao,  sons 
le  titre  de  Lojitmclhitfui:  de  maistre  Estienne  de  là  Roche  dict 
f'illefranche  natif  de  Lyon  sus  le  Rosne  (  '  ),  où  elle  e^t  dési^^ée 
par  le  nom  de  Rtgie  de  inediaclon  entre  le  plia  et  le  moiru.  Elle 
s'appuie  sur  ce  principe,  que  La  Roche  exprime  en  ces  termes  à  la 
suite  de  sa  définition  des  fractions,  ou,  comme  il  dit,  des  «  nombres 
roulz  "  ; 

Il  El  doit  on  scauoir  que  le  milieu  de  tous  les  nombres  roiitz  est 
--■  Duquel  naissent  el  saillent  deux  progressions  naturelles  des- 
quelles lune  progre<}>>t  pAi"  augmentation  comme  ->  ^  >  7>  t>  ^t  -i 

-1-1  ---El  procède  in  inGnilum  ne  iamais  ne  pourra  atteindre 
o    9 

.1.  entier.  Et  laulire  progrcdisl  par  diminution  comme  -,  ^i  71 

a     3     4 

-a-  -1  -1  7;>-t----Et  procède  aussi  in  infini  tum  et  iamais  ne  sera 
5    fa    7    8    9  '^ 

euaeuee  iusques  a  .0.  quelle  ne  soit  lousiours  quelque  chose....  u 

Pour  ne  pas  trop  allonger  celle  Note,  je  passe  à  la  façon  donl 
il  se  sert  tle  ses  deux  |)rogressions  el  de  sa  rèi^lo  de  médiation 

pour  extraire  I;i  racine  carrée  de  6.  Il  a  d'abord  fait  voir  que  « la 

racine  quanee  de  .G.  est  vng  certain  nombre  moyen  entre  .2.  et 
.3.  El  pour  icelluy  irouucr  Ion  doit  vsrr  de  la  règle  de  médiation 
entre  le  plus  et  le  moins....  Et  prandre  pour  le  premier  moyen 

2--'  Qui  multiplies  en  soy  montent  ,()-7-  Qui  sont  -y   plus  de 

6.  Et  pourtant  prandrons  moins  en  procédant  par  la  progression 

de  diminution  et  essayerons  si    ■^•^-  mulliplie?.  en  soy  montent 


(')  Cet  Oiivrago  eit  cilé  et  sa  mélliodc  d'approiimntlon  aignalêc,  mais  en  païunT, 
<\:\n»  un  tri:9-rciDnr(|iiablK  travail  :  Das  KecJincn  !m  iG  Jahrhiindert  de  M.  Treutlcin, 
profeiscur  au  Gymnaas  do  Karlsriihe,  paru  dniiii  loa  Abhaiidlniigen  zur  Getchiciiit 
lier  Stathemalik,  praniier  faacieule  (Leipzig,  diet  Tciibncr),  1K77.  La  place  me  manqua 
|inur  présenter  ici  une  analyse  de  rOuirace  d'Estieunc  de  la  Kurho;  je  me  bornerai 
■1  en  rpeommanJeriivement  la  lecture  aui  personnel  (|ui  s'intércsaent  à  l'hitloir»  An 
Miilhémaliqiies. 


IG3  — 


plus  ou  moins  de  .6.  Or  il  est  ainsi  quilz  montent  .6.  moins  •-• 

.  .  .       ^ 

Maintenant  nous  auons  trouue  deux  racines  donc  lugne  fait  plus 

et  laultre  moins.  Il  nous  conuient  trouue  vng  nombre  moyen  entre 

II,.  j 

2-'  et  .2«-«  en  auLOustant  numérateur  auec  numérateur  et  deno- 
2  3 

minateur  avec  dénominateur  et  en  vient .  2  •  ^  •  Ores  essa vc  la  racine 

5  " 

.     .  2  ,         .         6 

en  multipliant  .2«--  en  soy.  Et  trouueras  .6.  moins  •-^-  Comment 

donc  trouuer  vng  aultre  nombre  moyen  entre  .2«-«  et  .2«^-  en 

3 
adioustant  comme  dessus  et  Ion  aura  .2«-'  qui  multipliez  en  soy 

5 
montent  .6.  moins  •^«  Et  par  ceste  manière  peult  procéder....  » 

OQ 

Et  il  termine  son  calcul,  qu'il  pousse  jusqu'à  2-— -r-?  par  le 

Tableau  résumé  dont  voici  les  premiers   termes  seulement,   les 
seuls  dont  j'aie  besoin  : 


^         I 
Par  2  - 

2 

f 
•    2  — 

3 


2 

"    "5 


Il      2  ~ 

7 

.      2^ 

9 


M    a 


»      2 


I  I 
20 


_    I 

p-   4 

Par 

.3 
^9 

5 
m  —  - 

9 

• 

22 

2  -/-  •  •  •  ■ 

49 

_    6 

m  —  —z 

25 

w 

3. 

'  •  •  •  • 

5 
49 

u 

4o 

_     2 

'"   8. 

» 

,  49 

2  •  •  • 

log 

3 
^'        ... 

• 
1 

2,  •  .  • 

198 

•  •  •    • 

''       4oo 

* 

m  — 


m  — 


m  — 


m  — 


P  — 


P  — 


84 1 

24"  I 

5 

4761 

2 

3 

TTEST 

I 
39204 


Relevons  dans  ce  Tableau  les  termes  pour  lesquels  se  produit 
une  variation  dans  le  sens  de  l'approximation,  en  plaçant  en  téta 

la  valeur  2  écrite  sous  la  forme  2  H — -,  il  résulte  de  la  façon  même 
dont  nos  nombres  sont  obtenus  qu'ils  ont,  en  réalité,  la  forme 


1 1 . 


Par  défaut  : 

Par  excès  : 

,  +  2, 

a+  -, 

,^  4 

9 

,  +  4.»' 

-â=-^ 

2.4 
a. 9* 

-Ii 

4^4-<i 
'■-9  +  4.=.' 

■      -S^=-î^ 

2.40 
2.89- 

Or, 

si  nous 

calculons  les  réd 

uites  successives  de  la 

valeur  de 

vft! 

1  fraction  continue,  nous  avo 

□s 

./(■_„, 

1 

v"—  ^  ^ 

1 

I 

4  +              ^ 

4-^.. 

I 

5    «^,-^4 

.5      49       5--,.« 

'  ='   9        "+4 

9        =o         a-- a. 9 

J 

,a     «  +  4-4<) 

485       ïÎ9-4-2.ai8 

**9        9  +  4-^'*        '9**        20  +  2.89 

c'esL-ii-dire  que  la  (i  règle  de  mcdiacion  entre  le  plus  et  le  moins  » 
amène  par  tâtonnement  et  par  un  procédé  fort  simple,  l'addition 
terme  à  terme  de  fractions,  à  calculer  toutes  les  réduites  suc- 
cessives de  Infraction  continue  exprimant  le  nombre  que  l'on 
cherche. 

Or,  ce  genre  de  calcul  par  tâtonnement  a  tout  à  fait  mine  égyp- 
tienne. En  effet,  j'ai  fait  remarquer  dans  mon  analyse  d'un  Alanuel 
du  Calculateur,  insérée  au  Bulletin  (t.  VI,  p.  i3g),  que  Ahmcsu, 
l'auteur  de  ce  Livre  curieux,  pour  faire  une  divJsion,yiii.t«ti  croître 
par  degrés  insensibles  le  dividende  jusqu'à  obtenir  un  nombre 
égal  au  diviseur,  c'est-à-dire  cherchait  par  tâtonnement  et  approxi- 
mations successives  quels  multiples  et  sous-mulliples  du  diviseur 
égalaient  le  dividende.  Mais,  les  Grecs  ayant  été  sur  bien  des  points 
les  disciples  des  Égyptiens,  d'autre  part  le  procédé  qu'ils  suivaient 
pour  extraire  les  racines  carrées  nous  étant  jusqu'ici  demeuré  in- 
connu, j'ai  tout  naturellement  été  conduit  à  chercher  si  quelques 
indices  ne  nous  permcUraieni  pas  de  leur  attribuer  l'usage,  soit  du 
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procédé  d'Al-Morouzi  et  de  Baudhâyanay  soit  de  la  «  règle  de 
mediacion  »  de  La  Roche.  Voici  quel  a  été  le  résultat  de  mes  re- 
cherches. 

Nous  connaissons  trois  approximations  de  ^  ayant  cours  chez 
les  Grecs. 

Héron   d^Âlexandrie  nous   enseigne  qu'on   obtient  la  calhète 

d'un  triangle  équilatéral  (-v'3j  «  en  retranchant  du  côté  son 
dixième  et  son  trentième  » .  Or 

I         I   4  26 1  26 

10       3o  3o       3o       2  i5 

Donc  y  pour  Héron,  y3  =  -^« 

Archimède,  dans  son  Traité  IlepJ  xiîxXou  [ÂezpiritTEùiiÇy  adopte  deux 

valeurs  approchées  pour  yî;  dans  la  première  Partie,  lorsqu'il 
calcule  le  périmètre  d'un  polygone  circonscrit  au  cercle,  prenant 
pour  point  de  départ  le  triangle  formé  par  une  tangente,  le  dia- 
mètre au  point  de  contact  et  le  prolongement  d'un  rayon  faisant 

avec  le  diamètre  ^  d'angle  droit,  triangle  dont  les  côtés  sont  entre 

eux  comme  1 :  2  !  y/S ,  il  leur  donne  pour  valeurs  i53  l  3o6  :  265, 

.     .    / —       26S 
prenant  ainsi  y3  =  -^  par  défaut. 

Plus  loin,  et  pour  calculer  son  polygone  inscrit,  il  trace  dans  un 
demi-cercle  un  triangle  rectangle  ayant  pour  hypoténuse  le  dia- 
mètre et  son  grand  côté  faisant  avec  ce  diamètre  un  angle  de  ^ 
de  droit.  Cette  fois,  il  donne  aux  côtés  les  valeurs  ySoliSôol  i35i, 

faisant  Jï  =  —77—  par  excès, 

^  700  '^ 

Si  nous  n'avions  que  la  première  valeur,  celle  de  Héron,  et  cette 
dernière,  nous  pourrions  être  tentés  de  croire  qu'elles  sont  obte- 
nues par  le  procédé  de  Baudhâyana.  En  effet,  on  verra  facilement 
que,  d'après  cette  méthode, 

2 


V^  =  l  -4-^4- 


3       3.5       3.5.62 


dont  les  trois  premiers  termes  font  —=9  les  quatre  » 


r 


Maû  l>m|>lai  lie  (a  tai«ur  ialemMlUîre  -j=  »'uppu»e  «  reuc 
FSplîcation.  et  force  doos  al  alun  d'atlmeltre  (jn'ArcIiiiiicdf  Mraàt 
ptocéàé  ••  par  mf-ducïoD  entre  ff  pins  el  le  moins  ■•.  En  effoi.  — ^ 

Ml  U  uenvi^iDc  réduite  de  la  frartion  continuir  é^c  k  y3,.daBl 

a6  .   .  i35i 

-s  e*l  la  sixième  rt  -  ■  —  la  douzicni«'  r^iulr,  «  ooiu  venûiu  de 

•  5  7bo 

voir  f\wt  (a  «  rîg1«  de  mediacion  «  amêoe  à  trouver  les  réduites 

Mjccessîves  de  la  fractioD  coalinar.  On  cmiprend  en  outre  puar- 

(|Uoi  Eulocius,  rdri-rifianl  le»  calculs  d'ArcKimcde,  n'a  eu  d'autre 

moyen  de  démontrer  T^xactitude  des  racines  exlraïles  qnf  d'en 

lÀîre  le  carré  :  c'éuîl  scaleraent  ainsi  qu'on  vrirait  à  déterminer 

leur  valeur. 

Je  croîs  de  11  pouvoir  conclure  que  )a  règle  de  médiation.  tell« 
qac  je  l'ai  exposée  d'après  La  Roche,  a  dû  être  pratiifuèe  très-an- 
cîeDDemeut  au  moins  par  les  Grecs,  peut-être  par  les  Êg>pliens, 
ri  a.  dà  pendant  longtemps  former  la  seule  méthode  d'approxima- 
tion connue  et  pratiquée  par  les  calculateurs  anciens,  et,  à  hjen 
prendre,  elle  ii'e«t  pas  plus  mauvaise  assurément  que  la  méthode 
lie  siilislituliun.  ù  l'inconnue  d'une  équation,  de  nombres  variant 
|iar  rracli'ins  décimales,  seul  procédé  que  nous  avons  d'obtenir  une 
v;ili;ur  ;ipiirochéc  de  la  racine  de  cette  équation  sî  elle  est  de  degré 
supérieur  au  secDod. 

Je  ne  puis  pas  m 'empêcher,  malgré  la  longueur  de  cette  Note, 
de  ci[<'r,  en  terminant,  les  réllexions  de  Xesselniann  [AJ^ebra  der 
(iri<-c/i<!n,  p.  I  lo)  au  sujet  de  ces  racines  carrées  d'Archimcdc  : 

"  Donc,  suivant  toute  vraisemblance,  les  Grecs  n'avaient  pas  de 
mélliiidi'  délinie  pour.  éi;ml  donné  dans  le  svslènie  numéral  ordi- 
niiire  un  nombre  qui  n'est  pas  un  carré  parfuît,  en  extraire  la  racine 
carrée  irrationnelle,  l'otirlanl,  la  mélbode  que  Théon  applique  au\ 
nombres  ir\primés  en  fractions  sexagésimales  pouvait,  comme  nous 
le  verrons  plus  loin,  s'apjiliquer  également  au  système  décimal  des 
Gr<:cs;  mais  l'opération,  pour  des  nombres  un  |)eu  grands,  serait 

devenue  longue  et  dilJl'cile 11  ne  reste  donc  plus  qu'une  su|>po- 

silion  possible  :  c'est  que  les  anciens  ont  trouvé  leurs  racines  par 
tâtonnement  et  divination,  ce  i/iie  xcmblent  indii/uer  en  parliculicr 
les  prcuvci  par  inulliplicatiait  d'EiUociiis.  Lo  nombre  entier  le 
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plus  approché  par  défaut  {die  zunâchst  hleinere  ganze  Zahl)  qui 
répondait  à  la  racine  cherchée  pouvait  être  facilement  pris  dans 
une  Table  des  carrés,  et  la  preuve  que  des  Tables  de  ce  genre, 
destinées  à  faciliter  leurs  calculs  si  pénibles,  ne  leur  étaient  pas 
étrangères,  c'est  la  Table  de  multiplication  qui  se  trouve  dans  Nico- 
maque.  » 

Je  n'ai  pu  m'empêcher  de  citer  celte  nouvelle  preuve  du  génie 
pénétrant  de  Nesselmann,  qui  fait  regretter  à  chaque  instant  sa 
mort  prématurée,  en  même  temps  que  l'imperfection  des  documents 
qu'il  avait  à  sa  disposition,  et  la  confiance  dont  il  a  fait  preuve  vis- 
à-vis  d'éditeurs  qui  ne  s'attendaient  pas  assurément  à  ce  qu'on 
analysât,  jusqu'à  y  chercher  des  détails  aussi  minutieux,  la  publi- 
cation qu'ils  faisaient  dans  un  tout  autre  but  du  texte  d'anciens 
auteurs.  En  ce  qui  concerne  particulièrement  les  Tables  de  carrés 
destinées  à  alléger  les  calculs  pénibles,  l'hypothèse  de  Nesselmann 
a  reçu,  depuis  l'époque  où  il  écrivait  (1842),  une  confirmation 
éclatante  par  la  découverte  de  semblables  Tables  de  carrés  et  de 
cubes  sur  les  briques  de  la  Bibliothèque  de  Sardanapale  IV  à  Baby- 
lone.  Si  les  Chaldéens  possédaient  ces  Tables,  a  fortiori  les 
Grecs,  leurs  disciples  et  leurs  héritiers  en  plus  d'un  cas,  devaient- 
ils  les  avoir  imitées  et  étendues. 


Sur  l* extraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre; 

■ 

par  M.  N.  Alexéeff. 

(Séance  du  35  juiUet  1879.) 

C'est  à  l'occasion  de  l'intéressante  Communication  de  M.  Rodet 
sur  les  moyens  qu'avaient  les  anciens  pour  calculer  la  racine 
carrée  d'un  nombre,  que  j'ose  exprimer  mon  opinion  sur  le  même 
sujet.  Les  anciens  connaissaient  la  moyenne  arithmétique  et  la 
moyenne  harmonique  de  deux  nombres,  et  ils  savaient  aussi  que 
la  moyenne  géométrique,  c'est-à-dire  la  racine  carrée  du  produit 
de  ces  deux  nombres,  se  trouve  entre  ces  deux  moyennes.  Ils 
pouvaient  ainsi  calculer  de  proche  en  proche  la  racine  carrée  en 
prenant  les  moyennes  consécutives.-  Mais,   n'ayant  pas  les  maté- 


riaux  nécessaires  pour  faire  valoir  mon  opioioQ,  je  la  donne  ici 
comme  hypothèse,  et,  dans  la  Communication  qui  suit,  je  m'oc- 
cupe seulement  des  résultais  qu'on  peut  tirer  de  la  méthode  indi- 
quée, pour  calculer  la  racine  carrée. 

Soit  à  extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre  N;  je  décompose 
ce  nombre  en  ses  deux  facteurs  n  et  A  ;  lorsque  N  est  premier,  l'un 
des  facteurs  a  =  N  et  l'autre  è  =  i .  Si  le  nombre  N  n'est  pas  un 
carré  parfait,  on  peut  poser  a'^b. 

La  première  approximation  sera  exprimée  par  deux  inégalités 

la  seconde  par  les  deux  suivantes  : 


l'approximation  s 


-<v/«<- 


)cédons  de  la  même  manière  pour  calculer  a^,  I13,  pi  ainsi  de 


i'approche  de 
i  l'on  désigne 


suite.  Il  est  facile  de  voir  que 

c'est-à-dire  que,  à  chaque  opération  nouvelle,  on 

plus  en  plus  de  la  valeur  de  la  racine.  Maintenant, 

par  P„  le  numérateur  et  par  Q„  le  dénominateur  de  la  fractio 

on  a 

P„_,        NQ„^ 
_   P«  _  Q^LJ 

Nous  pouvons  poser 


-nq;_, 


Q„=2P„-,Q,- 
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Ces  deux  équatioDS  exprimeront  la  loi  que  suivent  les  nombres  P 
et  Q.  La  difTérence  des  deux  valeurs  approchées  an  et  b„j  que  nous 
désignerons  par  D;,,  est  exprimée  par  Téquation 

'*     Q«      P»        PaQ» 

Nous  désignerons  le  numérateur  de  cette  fraction  par  ^n  \  si  Ton 

remplace  y  dans  l'expression  de  A/i,  Piz  et  Q;,  p^i*  leurs  valeurs  en 

P/i-i  el  Qrt.i,  on  a 

A„=[P;-t-NQJ_,]«. 

£n  continuant  à  abaisser  les  indices  de  P  et  de  Q,  on  parviendra 
à  cette  équation  : 

Mais  P|  =  a  -f-  i,  Q,  =  a  ;  donc 
Nous  aurons,  pour  la  différence  D„, 

P/iQi»         ^'*P»Pi»-i^»-i' • -"i^i 

Quels  que  soient  le  nombre  N  et  les  deux  facteurs  a  elbj  cette  dif- 
férence peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée.  En 
effet,  on  a 

donc 

Mais  de  Péquation  PJ—  NQJ  z=[a  —  b )»"  on  tire 

d'où  il  suit  que —^ — ,<^  f ,  c'est-à-dire 

».<-^<-4-<-6-<-<i^'     «"i    »«<-^53r- 

Cette  inégalité  montre  que  la  proposition  avancée  est  vraie. 
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Pour  les  petits  nombres  N,  tels  que  N  =  2,  N  =  3,  ...,  Tapproxi- 

P 
matîon  sera  très-grande,  même  pour  la  fraction  —•  Pour  les  grands 

nombres,  et  lorsque  la  différence  ne  peut  être  rendue  par  le  choix 
des  facteurs  a  et  h  assez  petite,  Tapproximation  n'est  pas  si  forte; 
néanmoins  on  parviendra  toujours   à  une   approximation  qu'on 
veut  avoir.  • 
L'équation 

est  remarquable,  parce  qu'elle  donne  les   solutions  entières  de 
l'équation 

On  voit  que 

x  =  P„,    r  =  Q/i,    3  =  (/i~^r-. 

On  peut  remarquer  que  la  même  équation  donne  les  solutions 
rationnelles  de  l'équation  x*  —  Nj*  =  i  : 

_         P.  _         Q. 

Ces  solutions  deviennent  entières  lorsque  le  nombre  N  =  /i(/i-f-i). 

La  considération  des  nombres  P  et  Q  pourrait  conduire  à  la  réso- 
lution de  l'équation  x^ — Nj  ^  =:;  |  en  nombres  entiers  dans  d'autres 
cas;  mais;  puisque  ce  problème  est  résolu  depuis  longtemps,  je 
trouve  l'exposition  de  ces  cas  peu  instructive. 

Les  recherches  sur  les  nombres  P,,  et  Q„  m'ont  conduit  aux 
formules  suivantes,  que  je  donne  ici  sans  la  démonstration,  parce 
qu'elle  est  très-facile  : 

Les  expressions  (1)  peuvent  être  développées,  et  alors  elles  ne 
contiennent  plus  les  radicaux;  ainsi  ; 
Pour  n  =  I ,  on  a 

P,  :::.  «  -^  6,       Q,  :_  2. 
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Pour /i  =  2, 

Pour  /i  =  3, 

Q,^(2»).(«'-h^^)4-;2'),(«-+-6}. 
Pour  /i  =  4, 

P^rrrrt8-4-/»»-f-(2*),(««-f.^>«)N    H-  (2*  )4  («* -+-  6*  )  W« 

-f-(2*u(û»4-Zi«)N3-f-(2*)8]NS    .     ■ 

-f-  (2*),(rt'-t-  6»)N«-f-  (2*)-(a  -h  ^)N', 

et  ainsi  de  suite. 

Par  la  notation   (a")^,  j'exprime  le   coefficient   binoniial    du 
nombre  (  2")  de  Tordre  h. 


Sur  un  procédé  ancien  pour  la  solution  en  nombres  entiers  de 
r équation  indéterminée  ax  -f-  bj  =  c;  par  M.  L.  Rodet. 

(Séance  du  23  juillet  1879.) 

Diophante  et  les  Arabes,  particulièrement  Al-Karkhi  [voir 
WoEPCKE,  Extraits  du  Fahhri;  Paris,  i863),  ont  traité  une  quan- 
tité considérable  de  problèmes  indéterminés  du  premier  degré; 
mais,  comme  le  remarque  Woepcke  dans  le  travail  précité  (p.  10, 
note  **),  ils  font  disparaître  immédiatement  l'indétermination  en 
donnant  à  Tune  des  deux  variables  une  valeur  arbitraire.  Seulement 
ils  n'ont  pas  dit  comment  ils  choisissaient  cette  valeur  arbitraire 
de  façon  à  obtenir  un  nombre  entier  pour  la  seconde  variable. 

Estienne  de  la  Roche,  le  mathématicien  lyonnais  à  qui  j'ai  déjà 
emprunté  la  «  Règle  de  mediacion  entre  le  plus  et  le  moins  »  [voir 
séance  du  11  juillet  1879),  enseigne  un  procédé  par  routine,  qui 
pourrait  bien  encore  être  celui  qu'ont  employé  les  Grecs  et  les 
Arabes  pour  trouver  cette  solution  (c  arbitraire  »,  mais  choisie. 
Pour  ne  pas  allonger  cette  Note,  je  citerai  seulement  un  exemple 
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Dumérique,  supprimant  l'énoncé  de  la  règle,  lequel  est  assez  pea 
clair,  parce  que  La  Roche  complique  sa  question  en  s'atlaquant 
au  système 


et  qu'il  lui  faut  alors  éliminer  au  préalable  sa  troisième 
Voici,  du  reste,  son  texte  tel  que  nous  le  lisons  au  fuUo  38  : 

H  Exemple.  —  Trouttes  trojs  nombres  qui  adiousles  ensemble 
fassent  .6a,  Et  que  multiplies  le  premier  par  ,3.  le  second  par 

a.  et  le  tiers  par  •-•  les  trois  multiplications  ad ioustees  ensemble 
Jacent  .60.  » 

Pour  éviter  toute  confusion  entre  ces  deux  nombres  60  et  per- 
mettre aux  lecteurs  de  mieux  suivre  l'opération,  je  vais  indiquer 
entre  parenthèses,  après  chaque  nombre,  sa  siguiGcatioa  algé- 
brique, en  me  reportant  aux  deux  équations  ci-dessus. 

i<  Rebpokcb.  —  Multiplie  .6o.(n)  par  le  moindre  des  troys 
nombres  multiplions  qui  est  ■-•  (p)  et  auras  .3o.(ii^)  qui  leuez 
de  .60. (b)  restent  .3o.(i — ap).  Pujs  soit  soustrait  cellujr  •- 
des  aulttes  deux  multiplians.  cest  ascauoir  .3. (m)  et  .2.(n).  Et 
restent  .i---(m — p)  et  .î---{n — p).  Ores  de  .3o.{ft — ap) 
conuient  faire  deux  parties  desquelles  lugne  se  puisse  entière- 
ment partir  par  .a--'  et  laullre par  .i--)  sans  quil reste  aulcune 
chose.  Mais  pour  euiler  nombre routfaut  tout  réduire  en  •-•  cest 
ascauoir  ."^o.  qui  est  a  partir,  et  .a--- eï  .i'--  qui  sont  les  por- 
teurs. Et  trouueras  .tio.  pour  le  nombre  a  partir,  et  .5.  et  .3. 
pour  tes  parleurs.   >> 

Nous  voilà  donc  ramenés  à  résoudre  en  nombres  entiers  Téqua- 
tioD  à  deux  inconnues 

5  j-  +  3j'  =  60. 
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«  Ores  de  .60.  faitz  deux  parties  telles  que  lugne  se  puisse 
entièrement  partir  par  .5,  et  laultre  par  .3.  Et  pour  ce  faire 
partis  .60.  par  le  maieur  nombre  qui  est  .5.  et  en  vient  .12.  ou 
quotiens.  Mais  pour  ce  quil  ne  resteroit  riens  pour  le  moyen 
nombre  iljaut  mettre  moins  de  .12.  ou  quotiens  affin  quil  reste 
quelque  chose  pour  partir  au  moyen  nombre.  Or  posons  qu'on 
miette  .11.  ou  quotiens.  Et  par  ainsi  il  resteront  .5.  a  partir  qui 
ne  se  peuuent  partir  par  .3.  qui  est  le  moyen  nombre.  Par  quoy 
fauldra  mettre  ,10,  ou  quotiens,  et  resteront  .10,  a  partir  qui 
pareillement  ne  se  peuuent  partir  par  .3.  entièrement.  Et  ainsi 
donc  fauldra  mettre  ,g,  ou  quotiens.  et  resteront  ,i5.  a  partir 
qui  se  peuuent  bien  partir  par  .3.  et  en  vient  .5.  ou  quotiens,.,.  » 

Ainsi  a:  =  9,  j^  =  5,  et,  par  suite,  z  =  46- 

«  Ou  aultrement  de  .60.  qui  est  le  nombre  a  partir  lyeue  le 
plus  grand  nombre  qui  est  .5.  tant  defoiz  que  la  reste  se  puisse 
partir  entièrement  par  .3.  Et  premièrement  lyeue  .5.  vgnefois 
de  .60.  et  resteront  .55.  qui  ne  se  peuuent  partir  par  .3.  Et  pour 
ce  lyeue  deux  Joys  .5.  de  .60.  et  resteront  .5o.  qui  pareillement 
ne  se  peuuent  partir  par  .3.  Et  pour  ce  donc  lyeues  .Z.foys  .5. 
de  .60.  et  resteront  .4^.  qui  se  peuuent  partir  par  .3.  Et  as  ainsi 
diuise  .60.  en  deux  parties  telles  que  lugne  cest  ascauoir  .i5.  se 
peult  partir  entièrement  par  .5.  et  laultre  cest  ascauoir  .45.  se 
peult  partir  entièrement  par  .3.  » 

L'auteur  en  conclut  x  =  i,y  =  iS<,  z  =  4^.îl  ajoute  : 

«  Et  ainsi  cest  rayson  et  les  semblables  qui  se  Jont  par  ceste 
règle  ont  plusieurs  responces  et  tant  que  Ion  veult.  Par  quoy 
appert  que  ceste  règle  est  science  de  petite  extime.  » 

Le  problème  n'est  pas  toujours  possible  : 

«  Et  sil  aduenoit  que  la  dicte  reste  mise  a  part  (c'est-à-dire 
fn  —  ap  dans  le  problème  à  trois  inconnues)  ne  se  peut  mettre  en 
deux  parties  telles  que  quant  on  lauroit  parti  par  le  nombre  de 
la  maieur  partie  gardée  à  part  [m  —  p).  Que  ce  qui  resteroit  ne 
se  pouroit  partir  entièrement  par  le  nombre  de  la  moyenne  partie 
aussi  gardée  a  part  [n  —  p).  Ce  seroit  signe  que  icelle  rayson 
(problème)  seroit  impossible  en  nombres  entiers.  » 


p 


i  pour  cxeniplc 


gr  ■+■  3r  ^=  20. 

Or  ici  9  et  3  ont  un  facteur  commun  qui  ne  divise  paa  20;  le 
prdbliimc  csl  donc  réellement  impossible. 

TouL  le  monde  n'a  pas  été  du  même  avis  qu'Esticnne  de  la  Roche 
au  sujet  de  l'imporlancc  des  raysons  qui  se  traitent  par  ce  procédé; 
en  paiticulier,  les  malhémaliciens  de  l'Inde  ont  tenu  si  peu  cette 
<]ucslion  en  petite  exlimn,  que  Brahmagupta  a  donné  à  son  Cha- 
pitre entier  sur  l'AJgèbre  le  nom  de  l'opération  par  laquelle  il 
résolvait  ajc  -+•  bj  =:i;  mais  cette  réflexion  n'est  que  secondaire. 
Ce  sur  quoi  je  désire  appeler  l'attention  pour  le  moment,  c'est  la 
simplicité  tout  enfantine  du  procédé,  qui,  après  tout,  n'est  pas 
beaucoup  plus  mauvais  qu'un  autre,  lorsqu'il  s'agit  d'un  problème 
numérique  donné.  11  a  même  l'avantage  sur  le  procédé  du  plus 
grand  commun  diviseur  ou  des  fractions  continues,  le  seul  qu'on 
enseigne  che/.  nous,  d'être  beaucoup  plus  court  et  de  conduire  â 
des  calculs  moins  longs.  Il  est  même  plus  court  encore  que  le  pro- 
cédé des  congruences,  fort  élégant  pourtant,  et  que  je  m'étonne 
de  ne  pas  voir  enseigner  dans  nos  cours  élémentaires  :  car,  plus 
scîenlilique  que  les  tâtonnements  de  La  Roclie  cl  fournissant  toutes 
les  solutions  de  la  question,  cette  méthode  des  congruences,  qui 
a  le  mérite  de  passer  par  les  mêmes  calculs  que  s'il  s'agissait  de 
résoudre  une  équation,  a  l'avantage  d'être  très-rapide  et  de  con- 
duire aussi  vite  et  aussi  infailliblement  au  résultat  que  le  traite- 
ment des  équations  auquel  je  viens  de  la  comparer. 
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Calcul  d'un  déterminant  ;  par  M.  H.  Lemonnier. 

(Séance  du  35  juillet  1879.) 

Soit  à  calculer  le  déterminant 


Nrir 


I 
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2       3 

3    4 


n  —  I     n     I 
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I      2 


n  —  I 
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n  —  3     n  —  2 


n  —  2     n  —  I 


Si  Ton  remplace  chaque  terme  de  la  dernière  colonne  par  la 
somme  des  termes  de  la  ligne  dont  il  fait  partie,  il  vient 
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ou,  en  retranchant  successivement  chaque  colonne  de  la  suivante 
jusqu^à  Tavant-dernière, 
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Faisant  la  même  opération  pour  les  lignes. 
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Soit  à  calculer  de  même 
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Les  mêmes  opérations  donnent 


«-..,.= 


ou 


[np 


OU 


[np 


/>  +  ! 

/?  -4-  2       .  .  . 

/>-4-  /î  —  I 

1 

np  H 2^ 

!)] 

/?4-2 

•  •  • 

3     ... 

•  •           •   •   • 

p-hn 

I 

• 

/?  -h/I 

P  +  l        .  .  . 

p-i-  /I  — 2 

1 

/>-M 

I 

I 

T 

/?  -+-2 

I 

I 

1 

n  n  -h  i] 

2 

• 

1  —  n 

1 

P 

-f  //  —  I 

1  —  n 

...         .1 

• 

I 

p  -{-  n         1 

—  /l 

• 

i 

1 

I 

P 

4-1         I 

1 

I 

...         I 

T 

1            o 

O 

o      . .  . 

o 

O 

//(/i-hi)"! 

2           J 

I           o 
I           o 

o 
o 

o 
o 

...      —  n 
—  n        n 

O 
O 

•            ■ 

• 

•                       •       V      • 

•    •    •                  • 

• 

I             o 

—  n 

n      . . . 

o 

o 

1 

—  n 

n 

o 

o 

o 

rt(/t-l) 


(-.)^-[«;,+  '-itl±l]]„'.-.. 


-  177  - 


On  déduit  de  là 


p-t-q     p-f-iq     . . . 
p-h^iq     p-h3q      .  .  . 


p-hnq 
p-\-q 


p-V-nq       p-hq        ...      /^~^('^  — 1)7 


n(n  -i) 


=  (-^)-^r[n|-.'^y-^ 


Sur  les  faisceaux  ponctuels  plans  de  caractéristique  v,  ajant  un 
point  principal  multiple  d* ordre  v;  par  M.  G.  Fouret. 

(Séance  du  27  juin  1879.) 


I.  —  Généralités. 

i .  Avant  d'aborder  la  question  qui  fait  l'objet  spécial  de  cette 
Note,  je  crois  devoir  rappeler  quelques  notions  que  j'ai  déjà  expo- 
sées antérieurement.  Dans  un  précédent  Mémoire  (*),  j'ai  donné 
la  forme  générale  de  l'équation  différentielle  du  premier  ordre  à 
deux  variables,  qui  définit  un  système  de  courbes  planes  satis- 
faisant à  cette  double  condition,  qu'il  y  ait  un  nombre  déterminé  /x 
de  branches  du  système  passant  par  un  point  quelconque  du  plan, 
et  un  nombre  également  déterminé  v  de  ces  branches  tangentes  à 
une  droite  prise  arbitrairement. 

L'équation  différentielle  la  plus  générale  d'un  pareil  système 
peut  s'écrire 


■>(4.-) 


S. 


dx 


^')Hi--^)"'-^--- 


(') 


[v„(|y  Vv.f^y-v... 


dr 
P 


-](4.-) 


•(^i)'-''(s) 


^-I 


H-  .  .  .  -H  Pj4  :==:  O, 


en  désignant  par  les  lettres  R,  S,  .  .  . ,  V  des  polynômes  homogènes 


(•)  Mémoire  sur   tes   systèmes  généraux   de  courbes  planes ^   etc.    {Bulletin,    t.    II, 
année  187'!,  p.  7?). 

Vil.  13 


île  ilegrtî  V  en  .r  Hj.  cl  par  les  Icllrcs  P  îles  [>o)vii<Jino.s  tom/ile-li 
c-gaicment  de  degré  v  rn  .r  tl  | . 

Les  deux  nombres  f*  cl  v  curaclériscnt  l'éqitaLîon  diJTfrcnlielle, 
(le  la  même  maiilùrc  qu'iiae  é<]iia[ion  ulg(5btiqiic  onJùiuire  «-«Ica- 
ract(!'piséc  pur  son  degr<;.  lU  peuvent  servir  de  base  n  mu;  cIsssiG- 
calioii  rallonncile  des  équations  dinercnliollcsdu  premier  ordre  i 
deux  varialtles. 

2.  Les  cas  (lù  l'une  dos  deux  caractéristiques  est  égnie  ù  l'unilé 
préscnLcnl  des  particularittïs  intiïressanles.  Si  l'on  suppose,  par 
exemple,  (^  =  i,  l'^qualioii  (i)  devieiU 


2) 


I. 


h  N  =  a, 


dans  laquelle  L,  M  et  N  désignent  des  pol^nAmcs  de  dcgrA  v  en 
X  cl  y,  dont  le  premier  est  réduit  à  ses  termes  du  plus  haut  degré, 
les  deux  autres  élanl  complets. 

On  voit  immédialcment  sur  l'équation  (a)  qu'il  existe  dans  le 
plan  un  certain  nombre  de  points  pour  lesquels  la  valeur  de  — 
est  indéterminée.    Ils   sont  iournis  par  l'intersection    des  deux 

(3)  L.i  -  M":().     I.i  -    N=.  o. 

Ces  courbes.  Imites  les  deux  do  dcf^ré  v  +  i,  ont  (ï4-  i)"  I'o'"'* 
irommiins,  dont  v  sont  à  l'inlini  sur  les  v  directions  données  par 
l'équation 


I,  =  o 


mais  il  est  facile  île 


que,  pour  ces  v  points  à  l'infini,  Tindi 
de  -j-  n'esl  qu'apparente  :  en  efTcl,  pour  avoir  d'ur 


aie  II.  valeur  de 


<de 


dei 


lion  (a)  les  termes  de  degré  siipériei 
c'est-à-dire  tous  les  lermes  des  pol 


eon-esporidani  à  un  svslènic  de 

le  <li'oit  de  négliger  dans  l'équa- 
pporlà.rcl_j, 


s  M  et  \,  et  l'on  nhlient 
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(ly 

Le  nombre  dos  points  pour  lesquels  -j-  est  indéterminé  se  réduit 
donc  à(v-hi)^ —  v=z=v2-j-v-(-i.  De  là  le  théorème  suivant  : 

Dans  un  système  général  (i,v)  de  courbes  planes,  il  existe 
v^  -h  V  -h  I  points,  en  chacun  desquels  la  direction  tangentielle  est 
indéterminée  (^  ). 

3.  Ces  points  pourront  être,  dans  certains  cas,  des  points  de  croi- 
sement de  toutes  les  courbes  du  système.  Ils  comprendront  éga- 
lement les  points  multiples  et  singuliers  de  ces  courbes,  si  elles  en 

possèdent;  car,  pour  ces  points,  --  a  évidemment  plus  d'une  va- 
leur, et,  par  suite,  son  expression  doit  se  présenter  sous  la  forme 
-•  Mais  il  est  facile  de  démontrer  qu'en  général  un  point,  pour 

lequel  -y-  est  indéterminé,  est  un  point  asjmptotique 

En  effet,  prenons  Tun  de  ces  points  O  pour  origine  des  coor- 

dr 
données;  en  résolvant  l'équation  (i)  par  rapport  à  y-»  on  en  tire 

une  expression  telle  que 

(Jjr         a.r  -Jt-  h  y  -f-  f  .r*  -4-  .  .  . 
d.r         a'x  -\-  b' y  -\-  c*'.r*  -h  .  .  . 

Si  x  et  j^  sont  les  coordonnées  d'un  point  m  infiniment  voisin  de 
l'origine,  les  termes  de  degré  supérieur  en  x  et  y  deviennent  des 

infiniment  petits  négligeables,  et  l'expression  de  -—-  se  réduit  à 

€ly         ^.r  -+-  h  y 


dx        a'x  -h  b' ) 


I ..  ■' 


(')  J'ai  déjà  énoncé  antcriourcmcnt  ce  théorème  dans  une  Note  Sur  les  points  fon- 
damentaux du  faisceau  de  courbes  planes  défini  par  une  équation  différentielle  du 
premier  ordre  algébrique  {^Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  LXXXVI, 
p.  586).  f^oir  également  le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Darboux  {loc,  cit.^  p.  8i).  Ce 
théorème  n'est  d'ailleurs,  sous  une  ibrme  un  peu  difierente,  que  le  corrélatif  d'un 
théorème  sur  les  connexes  [Lindemann.  yorlesungcn  iiher  Cscometrie  von  Alfred  Cl ehsch 
(Ersten  Bandes,  aweiter  Theil,  p.  looi)]. 


I 


ou  liicii,  en  (Icbifinnnl  piir  «  i'incliiinison  ?iii-  O.r  <\c  I»  laitgcntr  i, 

lu  lifancli.-  Jo  <:ou.-Ll-  qui  passe  en  m, 

(4)  rang»  -  tmgmOx  = „.^.  ^""^.^ 

Or,  dans  le  cas  on  la  brniiclic  considértîi;  passerait  cfTeciivcmenl 

|iar  le  point  O,  les  angles  a  cl  iuOj:  di (Titreraient  d'un  inlinîment 
pclii,  cl  il  en  serait  tic  mdraede  Jeurs  tan^'cnles.  C'esl  précisZ-nienl, 
(vjninii:  le  monti-c  la  relation  (4).  ce  qui  n'a  pas  lieu  en  gén^Tal, 
c't'sl-à-dire  lorsque  les  coefficients  a,  h,  «',  h'  sont  quelconques  cl 
indi^Iiendunls  les  uns  des  autres.  Le  point  O  et  les  points  analogues 
sont  donc  bien  généralement  des  points  asjfmptoli'/as.f. 

On  peiil  remarquer  totilefois  qu'il  exisle  pour  cliacun  de  ces 
points  deux  branches  réelles  ou  imaginaires  qui  y  passent  cficc- 
livemcnl  ;  on  obtient  les  directions  tangenlicllcs  de  ces  branches. 
on  égidant  à  zéro  le  numérateur  du  second  membre  de  la  rela- 
tion (4).  Celte  dernière  remarque  a  déjà  été  faite  par  M.  Dar- 
lionx,  dans  son  Mi-niuirn  sur  /rs  éi/iialions  iliffiirimtii-llfs  alf;à' 
liiii}iii-s  ilu  pifiuinr  ordrt!  al  du  />reiiiit-r  (/f^ià  ('),  L'étude  des 
sinfîtdarités  de  ces  |ïoiTils  avant  été  traitée  par  ce  savant  géomètre, 
nous  n'y  inriîsternns  pas  davantage  ;  notre  seul  bul  était  d'établir 
que  CCS  points  sont,  vu  général,  des  points  asymptotiqucs,  fiiit  que 
nous  a\  ions  déjà  signalé  précédemment,  mais  sans  le  démontrer  (-). 

■4.  Parmi  les  syslèmi-s  définis  par  une  équation  telle  qiie  (a),  se 
Ironvcnl  évidemment  compris  les  faisceaux  de  courbes  algébriques 
planes,  |nnsquc.  comme  on  le  sait,  par  un  point  quelconque  du 
plan  il  passe  une  courbe  d'un  pareil  faisceau,  et  une  seule.  (Con- 
sidérons un  faisceau  de  courbes  du  m'*"'"  ordre,  assujetties  à  la 
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condition  de  passer  par  — ■ 1  points  donnes,  et  ayant 

par  suite  m^  points  communs  appelés  points  fondamentaux  du 
faisceau.  On  sait,  d'après  un  théorème  bien  connu,  qu'il  existe 
2 (m  —  i)  courbes  de  ce  faisceau  tangentes  à  une  droite  quelconque 
du  plan;  on  a,  par  suite, 

V  ==:  2  (  W  —  I  ) . 

Le  nombre  des  points,  pour  lesquels  le  -  de  l'équation  différen- 
tielle du  faisceau  est  indéterminé,  est  par  suite  égal  à 

4(m  —  i)*-4-  2(/7i  —  i)  -h  I  =  ^rrî^—  &m  -f-  3. 

Si  de  ce  nombre  nous  déduisons  les  m^  points  fondamentaux  qui 
s'y  trouvent  compris,  le  nombre  restant  3 /w- — 6m -h  3  =  3(m — i  )•* 
sera  manifestement  celui  des  points  doubles  des  courbes  du  fais- 
ceau. On  retrouve  ainsi  un  résultat  connu. 

5.     Par  une  extension  qui  paraîtra  toute  naturelle,- nous  dirons 
que  les  courbes,  en  général  transcendantes,  définies  par  l'équa- 
tion. (2),  forment  un  faiscaau  ponctuel,  ou,  plus  simplement,  un 
faisceau,  de  caractéristique  v.  Nous  donnerons  aussi  un  nom  aux 

V-  -+-  V  -f-i  points,  pour  lesquels  le  --  de  l'équation  (2)  est  indéter- 
miné :  nous  les  appellerons  les  points  principaux  du  faisceau. 
Cette  dénomination  nous  semble  préférable  à  celle  àc  points  fond  a-- 
mentaux  que  nous  avons  employée  dans  une  Note  précédente  (  *  ), 
parce  que,  dans  le  cas  des  faisceaux  de  courbes  algébriques,  comme 
on  Fa  vu  plus  haut,  les  points  en  question  comprennent,  outre 
les  points  qu'on  a  l'habitude  A\}^Y^e\QT  fondamentaux,  les  points 
doubles  et  en  général  tous  les  points  singuliers  des  courbes  du 
faisceau.  C'est  pour  une  raison  analogue  que  nous  éviterons  de 
nous  servir  de  l'expression  de  points  singuliers,  par  laquelle 
M.  Darboux  désigne  ces  points.  Il  nous  paraît  plus  rationnel  de 
réserver  la  qualification  de  singuliers,  pour  les  points  principaux 
résultant  de  la  coïncidence  de  deux  ou  plusieurs  points  princi- 

(*)  Comptes  rendus  de  l'j4  codé  mie  des  Sciences  ^  l.  LXXXVI,  p.  585. 
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paux  ordinaires.  En  adoptant  ces  dénominations,  on  peut  énoncer 
le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Dans  le  plan  d' un  .faisceau  ponctuel  de  courbes 
planes,  de  caractéristique  v,  il  existe  v^-h  v  -hi  points,  en  chacun 
desquels  la  direction  tangentiellc  est  indéterminée.  Ces  points 
sont,  en  général,  des  points  asjmptotiques  communs  à  toutes  les 
courbes  du  faisceau,  et,  dans  certains  cas,  des  points  de  croise^ 
ment  de  ces  courbes.  Ils  comprennent  les  points  singuliers  de  ces 
mêmes  courbes,  quand  il  en  existe. 

II.  —  Faisceaux  à  point  principal  multiple. 

6.  Points  principaux  multiples  et  singuliers.  —  Il  peut  arriver, 
dans  certains  cas,  que  deux  ou  plusieurs  points  principaux  se  su- 
perposent. Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  évidemment 
que  les  courbes  (3)  aient  en  commun  un  point  qui  soit  multiple 
au  moins  pour  Tune  d'elles.  Si  les  deux  courbes  (3)  ont  un  point 
d'intersection  multiple  d'ordre  h  pour  l'une,  d'ordre  À'  pour 
l'autre,  ce  point  sera,  comme  on  le  voit  immédiatement,  un  point 
principal  multiple  d'ordre //A' du  faisceau. 

Considérons  maintenant  la  courbe  lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  menées  par  un  point  fixe  I  ii  toutes  les  courbes 
du  faisceau.  On  forme  injniédiatcmcnt  Téquation  de  ce  lieu,  que 
nous  avons  déjà  eu  Toccasion  de  considérer  dans  une  Note  pré- 
cédente (*),  sous  le  nom  A' indicatrice-point  du  système  ou  du 
faisceau.  Il  suffit  de  remplacer  dans  l'équation  différentielle  (2) 

-j-  par -t  a  et  j3  désignant  respectivement  l'a:  et  l'j  du  point  I. 

On  obtient  ainsi  l'équation 

(:5)  L(^.r  — aj)  -f-Mj-  N.r--M^3^-Na=zo. 

Cette  équalion  est  do  degré  v-j-i;  clleest  vérifiée  pour  jr  =  a,  y  =J5, 
et  pour  les  coordonnées  de  chacun  des  points  fondamentaux.  Si,  on 
outre,  on  suppose  que  les  deux  courbes  (3)  aient  en  commun  un 
point  niulLi[)Ic,  d'ordre  A  pour  chacune  d'elles,  et  que  ce  point  ait 
été  pris  pour  origine  des  coordonnées,  les  termes  de  degré  inférieur 


(')   Ihtllrtin  de  lu  Sort'étt'  tuntliéinati<]Ht'f  l.  V,  p.  i.lo. 


a  A'  manqueront  à  la  fois  dans  M  et  dans  N,  et,  par  suite,  dans 
Téquation  (5)  :  d*où  Ton  conclut  que  rindicatrice-poînl  a  pour 
point  multiple  d'ordre  k  le  point  principal  multiple  d'ordre  A'^, 
qui  coïncide  avec  l'origine  des  coordonnées.  On  peut,  par  suite, 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  lien  des  points  de  contact  des  tangentes,  menées  par  un  point 

Jixe  I,  à  toutes  les  courbes  d'un  faisceau  de  caractéristique  v,  est 

une  courbe  d'ordre  v  -4-  i,  qui  passe  par  le  point  I,  et  par  les 

points  principaux  du  faisceau.    Un  point    principal   multiple 

d'ordre  k^  est  un  point  multiple  d'ordre  k  du  lieu  (  *  ). 

On  peut  remarquer  que  les  diverses  singularités  que  pourra 
présenter  un  point  principal  multiple  seront  dans  une  corrélation 
intime  avec  les  singularités  de  ce  même  point  considéré  comme 
appartenant  à  une  indicatrice-point  quelconque.  Parmi  ces  indi- 
catrices, il  suffira  même  de  considérer  celles  qui  correspondent  à 
des  points  I  situés  à  Tinfini. 

« 

7.  Soit  maintenant  une  droite  D  quelconque.  En  chacun  des 
points  de  cette  droite  passe  une  courbe  du  faisceau  et  une  seule. 
Menons  la  tangente  en  ce  point  à  la  courbe  qui  y  passe  ;  Tenve- 
loppe  de  ces  tangentes  est  une  courbe  de  classe  v  -+-  i ,  ayant  pour 
tangente  multiple  d'ordre  v  la  droite  D.  Cela  résulte  immédiate- 
ment de  ce  que  par  chaque  point  de  D  ne  passe  qu'une  de  ces 
tangentes,  et  qu'il  existe  v  branches  tangentes  à  D.  On  peut  aussi 
faire  voir  que  par  un  point  quelconque  I  du  plan  on  ne  peut 
mener  que  v  H- i  tangentes  à  l'enveloppe  considérée.  En  effet, 
l'indicatrice-point  relative  au  point  I,  qui  est  de  degré  v -f- i , 
coupe  la  droite  D  en  v  -h  i  points  qui  sont  tels,  que  les  tangentes 
en  ces  points,  aux  courbes  du  faisceau  qui  y  passent,  concourent 
en  I.  Nous  avons  déjà  appelé  précédemment  l'enveloppe  con- 
sidérée V indicatrice-droite  Tchlivc  à  D. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  D,  au  lieu  d'être  quel- 
conque, passe  par  un  point  principal  O  du  faisceau,  multiple 
d'ordre  A-.  Alors  l'indicatrice-point  relative  au  point  I  a  un  point 


(')  On  démontre  cneopc  facilement  cpie  le  degré  du  mémo  lieu  se  réduit  q  v  —  A-hi , 
lorsque  le  poinl  I  coiiicide  avec  un  point  principal  multiple  d'ordre  A*. 
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multiple  d'ordre  k  en  O  ;  elle  ne  rcnconlrc  plus  la  droite  D 
qu'en  v  —  A  4- i  points  en  dehors  de  O.  L'indicatrice-droite  rela- 
tive à  D  n'est  plus,  par  suite,  que  d'une  classe  égale  à  v — A*-+-i, 
et  la  droite  D  n'est  plus  tangente  multiple  que  de  l'ordre  v — k. 
On  a  donc  le  résultat  suivant  : 

L'eru^eloppe  des  tangentes,  aux  divers  points  d'une  droite  D, 
aux  branches  d'un  faisceau  de  caractéristique  v  qui  passent  par 
ces  points,  est  une  courbe  de  classe  v  -f-  i  »  qui  admet  pour  tan- 
gente multiple  d'ordre  v  la  droite  D. 

Dans  le  cas  oii  D  passe  par  un  point  principal  multiple  d'ordre 
A" 2,  la  classe  de  l'enueloppe  se  réduit  à  v  —  k  -h  i  y  et  la  droite  D 
n'est  plus  quune  tangente  multiple  d'ordre  v  —  k. 

Si  l'on  suppose,  en  particulier,  que  k  soit  égal  à  v,  la  classe  de 
l'indicatrice-droite,  relative  à  une  droite  passant  par  un  point  prin- 
cipal multiple  d'ordre  v^,  est  égale  à  l'unité,  c'est-à-dire  que  cette 
indicatrice  se  réduit  à  un  point.  De  là  ce  théorème  : 

Théorème. —  Lorsqu'un  Jaisceau  de  caractéristique  v  possède 
un  point  principal  multiple  d'ordre  v-,  toute  droite  passant  par 
ce  point  est  telle,  que  les  tangentes  aux  courbes  du  Jaisceau,  aux 
points  ou  elles  rencontrent  la  droite,  concourent  en  un  même  point. 

8.  Nous  allons  démontrer  celte  dernière  propriété  dircclemenl 
par  le  calcul. 

A  cet  effet,  prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point  mul- 
tiple d'ordre  v;  d'après  une  remarque  faite  précédemment  (6),  les 
polynômes  M  et  N  ne  conlicndronl  que  des  termes  de  degré  v,  de 
même  (jue  L. 

En  posant 

(6)  J^-lU'y 

on  peut,  par  suite,  écrire 

(  7  )  h  =  A^-',     M  —  B.r',     IN  —  C^-', 

A,  B,  C  désignant  des  fonctions  entières,  de  degré  v,  de  t. 
L'équation  [:i),  après  ces  substitutions,  devient 

\  i/.r  /  (f.r 


O. 
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D*aiitrc  part,  l'équalion  de  la  tangcnlc,  en  un  point  quelconque 
(j^yj),  à  la  courbe  du  faisceau  qui  y  passe,  est 

Si  nous  supposons  que  le  point  {jc,y)  soit  pris  sur  la  droite  (6), 

nous  pouvons  remplacer  dans  Téquation  précédente  j^  et  -j-  par 

leurs  valeurs  tirées  de  (6)  et  (8).  L'équation  de  la  tangente  se  met 
alors  sous  la  forme 

(g)  (Arx  — C)X-.(Aj:  — B)Y  — ^(Br  — C)  =  o. 

Cette  équation  contient  un  paramètre  variable  x,  au  premier 
degré  :  d'où  Ton  conclut  que  la  droite  qu'elle  représente  passe 
par  un  point  fixe,  ce  qui  est  le  résultat  déjà  trouvé  géométrique- 
ment. 

On  voit  de  plus  que  ce  point  est  à  l'intersection  des  deux 
droites 

A 

qui  s'obtiennent,  en  faisant  successivement  dans  (8)  a:  =  o  et 
x  =  00  .  L'une  d'elles  passe  par  le  point  principal  multiple  ;  l'autre 
est  parallèle  à  la  droite  (6). 

9.  La  réciproque  est  vraie;  c'est-à-dire  que,  si  un  point  O  du 
plan  d'un  faisceau  de  caractéristique  v  est  tel,  que  pour  toute 
droite  passant  par  O  les  tangentes  aux  courbes  du  Jaisceau,  en 
leurs  points  d'intersection  avec  cette  droite,  concourent  en  un 
même  point,  le  point  O  est  un  point  principal  multiple  d'ordre  v^ 
pour  le  faisceau. 

En  effet,  recommençons  le  calcul  fait  plus  haut  (8),  mais  sans 
remplacer  cette  fols  dans  (2)  L,  M  et  N  par  les  expressions  (7)  : 
l'équation  (9)  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  droite  (6) 
devient  alors 

(10)  (L^^-  ->')X—  (L.r--  M)Y  -  .r(Mr- N)  =0. 


r 
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Il  PSI  clair  que,  si  M  cl  N  coDiienncnt  des  Icrmcâ  de  dfigré  au- 
périeuf  »  v,  a:'  ne  se  trouvera  pas  en  facteur  fjutiniJ  onsiibslîtuera 
j-^tx;  par  cotisiiquent,  .r  n'entrera  plus  linéairement  dans  l'é- 
quation (lo)  de  la  tangente,  et  il  ne  sera  plus  vrai  de  dire  que  les 
tangentes  aux  divers  points  de  la  droite  (6)  concourent  en  un 
même  point.  Pour  que  ce  fait  ait  lieu,  il  faudra  que  M  et  ^  se 
réduisent  ans  termes  de  degré  v  eo  x  ety,  ce  qui  est  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'origine  des  coordonnées  soit  un 
point  principal  multiple  d'ordre  y^  (6). 

10.  Des  deux  théorèmes,  réciproques  l'un  de  l'autre,  que  nous 
venons  de  démontrer  (8  et  0),  on  déduit  une  conséquence  inté- 
ressante qui  est  la  suivante. 

Imaginons  que  l'on  définisse  une  courbe  par  une  propriété  d« 
sa  tangente,  et  que  cette  propriété  soil  de  telle  nature  que  :  i"  par 
un  point  M  t/iielcont/ue  i!u  plan  on  ne  puisse  faire  passer  qu'une 
droite  satisfaisant  aux  conditions  imposées  à  la  tan^ente:_ 
a"  lorsque  la  point  M  se  déplace  sur  une  droite  passant  par  un 
certain  point  fixe  O,  la  tangente  en  M  com'erge  en  un  jmint  1 
dont  In  position  dépende  unir/iiement  de  OM. 

D'après  la  première  condition,  on  voit  que  la  conrhe  cherchée 
fait  partie   d'un  faisceau,   c'est-à-dire  qu'elle  a  une  éi/ualion 


condition  indique  en  outre  que,  si  l'on  prend  le  point  O  pour 
origine  des  coordonnées,  les  poljnômcs  M  et  N,  ainsi  que  L,  de 
l'équation  différentielle  mise  sous  Informe  (a),  seront  homogènes 
en  X  et  y. 

Il  y  a  plus  :  non-seulement  on  peut  ainsi  prévoir  d'avance  la 
forme.de  l'équation  différentielle  résolvant  le  problème,  miiis  on 
peut  encore  ofllrmcr  que  l'intégration  de  cette  équation  se  ramène 
aux  quadratures.  Cette  intégration  se  conclut,  en  cflct,  par  une  gé- 
nérabsation  immédiate,  de  la  méthode  donnée  par  M.  Darhonx, 
pour  le  cas  particulier  de  w  =  2,  dans  le  beau  Mémoire  [')  que 
nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  citer.  Il  n'y  a  qu'à  suivre  la  niùnic 
marche;  pour  cela,  rendons  l'équalion  (a)  homogène,  en  rempla- 


~  187  -< 

(jant  X  clj  respectivement  par  -  et  — ;  l'équation  (2)  devient 

z        z 

lj{xdx  — ^v/x)  -f-  ^l[jr(lz  —  Z(lj')  -h  ^{zfLc  —  jrdz)  =  o» 

L,  M  et  N  restant  des  polynômes  homogènes  en  x  elj  seulement. 
Faisons  maintenant  y  ==  i ,  et  par  suite  f/y^  =  o  ;  Tcquatlon  pré- 
cédente peut  alors  s'écrire 

(M  — Nx)  ^  H-Nc  — L  =  o. 
'  ax 

C'est,  comme  on  le  voit,  une  équation  différentielle  linéaire  par 
rapport  à  z,  dont  on  sait  ramener  immédiatement  l'intégration  aux 
quadratures.  • 

m.  —  Applications. 

H.  Nous  allons  donner  quelques  exemples  de  courbes  définies 
par  une  propriété  de  leur  tangente,  de  telle  nature  que  la  tangente 
en  un  point  M  d'une  pareille  courbe  passe  par  un  point  I  dépen- 
dant uniquement  de  la  direction  du  rayon  vecteur  OM,  qui  joint 
un  point  O  fixe  au  point  M. 

Problème  I.  —  On  (tonne  dans  un  plan  une  conique  et  un  point 
Jixe  O,  et  Von  demande  de  trouver  une  courbe,  telle  que  la  tan^ 
gente  en  un  point  quelconque  M  de  cette  courbe  passe  par  le  pôle  T 
de  OM  par  rapport  à  la  conique. 

Il  est  tout  d'abord  facile  de  voir  que  la  solution  comporte  une 
infinité  de  courbes  formant  un  faisceau;  cela  résulte  de  ce  que  par 
chaque  point  Mil  ne  passe  qu'une  seule  transversale  OM,  laquelle 
n'a  qu'un  pôle  I  par  rapport  à  la  conique  fixe  donnée  ;  d'où  il  suit 
que  la  droite  MI  est  unique  pour  chaque  point  M.  D'autre  part,  la 
position  du  point  l  ne  variant  pas  lorsque  le  point  M  se  déplace 
.  sur  la  transversale,  on  en  conclut  que  le  système  admet  en  O  un 
point  principal  multiple  d'un  ordre  égal  à  sa  caractéristique  v. 

Cherchons  quelle  sera  la  valeur  de  celte  caractéristique  v,  c'est- 
à-dire  du  degré  des  polynômes  L,  M,  N,  dans  l'équation  différen- 
tielle. A  cet  effet,  remarquons  d'abord  que,  quand  on  fait  tourner 
la  transversale  OM,  le  ])oinl  î  décrit  la  polaire  lî  du  point  O  par 
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rapport  à  la  conique  donnée.  Cela  posé,  considérons  une  droite  ^ 
quelconque,  et  cherchons  combien  il  y  aura  de  branches  de  courbes, 
satisfaisant  à  la  question,  tangentes  à  cette  droite.  Les  points  de 
contact  cherchés  sont  évidemment  sur  la  transversale,  ou  les  trans- 
versales, partant  du  point  O,  qui  correspondent  au  point  I  d'inter- 
section de  A  et  de  Û;  or,  d'après  la  définition  donnée  plus  haut,  il 
n'y  a  qu'une  transversale  répondant  à  la  question  :  c'est  la  polaire 
du  point  I  par  rapport  à  la  conique.  Les  courbes  cherchées  ne 
toucheront  par  suite  A  qu'en  un  point,  intersection  de  cette  droite 
avec  la  transversale  ainsi  déterminée.  De  là  nous  concluons  que 
les  polynômes  L,  M  et  N  seront  du  premier  degré,  c'est-à-dire  que 
l'équation  difTérentielle  sera  un  cas  particulier  de  l'équation  de 
Jacobi. 

12.  On  sait  que,  dans  le  cas  actuellement  considéré,  le  système 
de  courbes  défini  par  l'équation  diflerenticUe  admet  trois  points 
principaux  :  l'un  de  ces  points  est  le  point  O;  les  deux  autres  sont 
les  points  de  contact  A  et  B  des  tangentes  menées  du  point  O  à  la 
conique  donnée.  Cela  résulte  de  ce  que,  le  pôle  I  de  là  transver- 
sale OA  par  rapport  à  la  conique  coïncidant  avec  le  point  A,  la 
tangente  en  A  de  la  courbe  du  système  qui  y  passe  est  indéter- 
minée ;  de  même  pour  B. 

En  intégrant  l'équation  différcnlielle,  on  trouverait  comme  ré- 
sultat le  faisceau  des  coni(|ues  bi tangentes  à  la  conique  proposée 
aux  [)oinls  A  ri  B.  On  peut  d'ailleurs  le  prévoir  géométriquement, 
en  vertu  d'une  propriété  bien  connue  :  en  efiel,  considérons  une 
transversale  quelconque  OM  et  le  point  1  correspondant  :  on  sait 
(jue  OI  est  conjuguée  harmonique  de  OM  par  rapport  à  OA  et  OB, 
c'est-à-dire  que  la  droite  OM  a  le  même  pôle  I  ])ar  rapport  aux 
diverses  coniques  bilangentes,  en  A  et  B,  à  OA  et  OB.  Donc,  etc. 

13.  Problîimi:  II.  —  Etant  donnccs  dans  un  plan  quatre  droites 
fixes  A,  B,  C,  D  et  un  point  fixe  O,  on  joint  cr  point  à  un 
point  M  pris  arbitrairement ,  et  l'on  dec/it  une  conique  tangente 
aux  citKj  d  l'oit  es  A,  B,  C,  D  et  OM  :  on  demande  de  trouver  un 
sjstètfie  de  courbes  tel,  (pie  la  tangente  en  iNI  à  la  courbe  tpii  y 
passe  aboutisse  au  centre  1  de  la  co/iique. 

^ious  pouvons  loul  d'abord  rcruan[uer  ([u'à  un  [)oiiil  M  choisi  à 
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volonli;  il  ne  correspond  qu'une  conique,  à  savoir  la  conique  jlan- 
^cnte  aux  cinq  droites  A,  B,  (>,  D  et  OM,  cl,  par  suite,  qu'un 
seul  point  I,  qui  est  le  centre  de  cetle  conique.  On  ne  peut  donc 
tracer  en  M  qu'une  tangente  :  d'où  nous  concluons  que  le  système 
est  un  faisceau.  De  plus,  le  point  I  restant  invariable,  quand  le 
point  M  se  déplace  sur  la  droite  OM,  le  point  O  est  un  point  prin- 
cipal multiple  d'un  ordre  égal  à  la  caractéristique  v  du  faisceau. 

On  peut  déterminer  cette  caractéristique  géométriquement. 
Pour  cela,  cherchons  en  combien  de  points  les  courbes  du  sys- 
tème touchent  une  droite  quelconque  A  :  remarquons  qu'en  vertu 
d'un  théorème  bien  connu  le  lieu  des  points  I  correspondant  aux 
différentes  droites  partant  du  point  O  est  une  droite  A,  puisque 
c'est  le  lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  aux  quatre 
droites  A,  B,  G,  D.  Soit  I  le  point  d'intersection  de  A  et  de  A  : 
décrivons  la  conique  tangente  à  A,  B,  C,  D  et  ayant  pour  centre 
le  point  I,  laquelle  est  unique,  comme  on  le  sait;  puis,  du  point  O 
menons  les  deux  tangentes  à  cette  conique.  Les  points  cherchés 
doivenl  se  trouver  à  l'intersection  de  A  avec  ces  deux  tangentes  : 
d'où  nous  concluons  que  Ton  a  v  =  2. 

14.  Le  point  O  étant  un  point  principal  multiple  d'un  ordre  de 
multiplicité  égal  à  v''^==  4>  il  doit  exister  v  -f-  i  =  3  autres  points 
principaux.  Ce  sont  les  positions  du  point  I,  situées  respectivement 
sur  les  transversales  OM  auxquelles  elles  correspondent;  mais 
chacun  des  points  T  est  le  centre  d'une  conique  tangente  à  A,  B, 
C,  D  et  à  OM;  par  suite,  pour  que  la  circonstance  indiquée  soit 
réalisée,  il  faut  que  OM  soit  une  asymptote  de  la  conique.  Or, 
considérons  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  du 
point  O  à  toutes  les  coniques  tangentes  aux  droites  A,  B,  C,  D  :  ce 
lieu  est  une  courbe  du  troisième  ordre  ayant  un  point  double  en  O, 
car  il  existe  une  de  ces  coniques  et  une  seule  tangente  à  une  droite 
quelconque  issue  du  point  O,  et  il  y  a  deux  de  ces  coniques  qui 
passent  en  ce  point.  Cela  posé,  on  aura  évidemment  les  trois 
droites  cherchées,  en  prenant  les  parallèles  menées  par  O  aux 
trois  directions  asymptotiques  de  la  courbe  du  troisième  ordre 
considérée. 

On  voit,  d'après  ce  (|ui  précède,  (]ue  la  détermination  des  trois 
points  principaux  dépendrait  d'une  é(|uation  du  troisième  degré. 
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Dans  Texonriplc  qui  va  suivre,  et  pour  lequel  on  a  encore  v  =  9.,  il 
existe  trois  points  principaux  simples  qui  se  construisent  avec  la 
règle  et  le  compas. 

15.  Problème  HI.  —  On  donne  deux  droites  A  et  3  se  coupant 
en  un  point  rf,  et  trois  points Jixes  O,  g  et  h;  par  le  point  O  on 
mène  une  transversale  aboutissant  à  un  point  M  pris  arbitraire- 
ment;  cette  transversale  rencontre  respectiv^ement  en  a  et  b  les 
deux  droites  A  ^î  B  ;  on  joint  a  et  g^  ainsi  que  b  et  h',  les  deux 
droites  obtenues  se  coupent  en  un  point  I.  On  demande  d'étudier 
le  système  de  courbes  défini  par  la  condition  que  la  tangente 
en  M  à  la  courbe  qui  y  passe  converge  au  point  I. 

On  voit  d'abord  immédiatement,  en  répétant  le  raisonnemenl 
déjà  fait  pour  les  deux  exemples  précédents,  que  le  système  en 
question  est  un  faisceau,  ayant  en  O  un  point  principal  multiple 
d'un  ordre  égal  à  v*,  v  étant  la  caractéristique  de  ce  faisceau. 

Pour  trouver  cette  caractéristique,  remarquons  que  le  lieu  du 
point  T,  pour  les  diverses  positions  de  OM,  est  une  conique  qui 
passe  par  les  trois  points  rf,  g,  h.  En  effet,  la  transversale  OM 
détermine  sur  A  et  B  deux  divisions  homographiques  :  par  sulte^ 
ga  et  hb  sont  les  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homogra- 
phiques, et  leur  intersection  I,  d'après  une  propriété  bien  connue, 
décrit  une  conique  (C)  contenant  les  points  g  et  h.  Cette  conique 
passe  en  outre  ])ar  le  point  d;  en  eflct,  lorsque  la  transversale 
coïncide  avec  Or/,  les  deux  points  a  et  b  se  confondent  en  d,  et 
il  en  est  par  suite  de  même  du  point  T. 

H).  Cela  posé,  cherchons  en  combien  de  points  une  droite 
quelconque  A  est  tangente  à  des  courbes  du  faisceau.  Cette 
droite  A  coupe  la  conique  (C)  en  deux  points  I  :  chacun  de  ces 
points  1  détermine  une  transversale  OM  et  une  seule,  que  Ton 
obtient  en  joignant  les  points  a  et  b,  où  les  droites  I^^  et  l/i  ren- 
contrent respectivement  A  et  B.  Les  points  d'intersection  de  A 
avec  les  deux  transversales  ainsi  construites  sont  les  seuls  points 
en  lesquels  A  soit  tangente  à  des  courbes  du  faisceau.  Donc  on  a 

Le    faisceau  admettant   sept   points  principaux,  et  le  point  O. 
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craprrs  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  comptant  pour  quatre,  il 
doit  exister  trois  autres  points  principaux.  L'un  de  ces  points  est 
évidemment  le  point  d,  ce  point  coïncidant  avec. le  point  I,  lorsque 
la  transversale  OM  se  confond  avec  Or/.  Les  deux  autres  points 
principaux  sont  les  points  e  et  y,  où  Og  et  O//  rencontrent  res- 
pectivement les  droites  B  et  A.  En  effet,  considérons  par  exemple 
la  transversale  O^  qui  coupe  A  et  B  respectivement  aux  points  a 
et  e  :  le  point  I  correspondant  est  donné  par  Tinlersection  de  ga. 
et  de  /ie;  mais,  ga.  se  confondant  avec  la  transversale,  son  point 
d'intersection  avec  lie  n'est  autre  que  le  point  e  :  le  point  e  est 
donc  une  position  du  point  I  pour  laquelle  ce  point  se  trouve  sur 
la  transversale  correspondante  :  c'est  donc  un  point  principal.  Le 
même  raisonnement  s'applique  au  point /^ 

17.  Problème  IV.  —  Etant  donnés  un  point  O  fixe  et  une 
courbe  (C)  d^ ordre  /?,  ayant  un  point  multiple  K  d^ ordre  p  —  i , 
on  joint  le  point  O  à  un  point  quelconque  M,  puis  du  point  K  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  OM  qui  rencontre  la  courbe  (C) 
en  un  noui^eau  point  L  On  demande  d^ étudier  le  système  de 
courbes  tel,  que  la  tangente  en  M,  à  la  courbe  qui  y  passe,  abou- 
tisse au  point  L 

On  voit  tout  de  suite  que  le  système  qui  vient  d'être  défini  est 
un  faisceau,  ayant  un  point  principal  multiple,  d'un  ordre  égal 
à  v*,  V  désignant  la  caractéristique  du  faisceau. 

Pour  avoir  cette  caractéristique  v,  c'est-à-dire  le  nombre  des 
points  de  contact  des  courbes  du  faisceau  avec  une  droite  quel- 
conque A,  considérons  les/;  points  I  d'intersection  de  cette  droite 
avec  la  courbe  (C);  joignons  ces  points  au  point  K,  et  abaissons 
de  O  des  perpendiculaires  sur  les  droites  ainsi  obtenues  ;  on  a  de 
la  sorte  p  transversales  OM,  à  chacune  desquelles  correspond 
un  des  p  points  I  d'intersection  de  A  et  de  (C)  :  les  points  de 
rencontre  de  ces  transversales  avec  A  sont  les  points  en  lesquels  A 
est  tangente  à  des  courbes  du  faisceau  :  d'où  l'on  conclut  v  =  /;. 

18.  Le  point  O  étant,  d'après  ce  que  Ton  a  vu,  un  point  prin- 
cipal multiple  d'ordre  //^  et  le  nombre  total  des  points  principaux 
étant  égal  à  //-  -h  /^  4-  i  (o),  il  reste  /;  -4-  i  points  principaux  à  dé- 
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terminer.  Ces  points,  comme  dans  les  exemples  précédents,  senties 
positions  du  point  I  situées  respectivement  sur  les  transversales  OM 
qui  leur  correspondent:  ils  doivent,  par  suite,  coïncider  avec  les 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  K  sur  lesdites  transver- 
sales. Or,  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  sont  situés  sur  le  cercle 
décrit  sur  OK  comme  diamètre.  Les  points  principaux  cherchés 
devant  se  trouver  à  la  fois  sur  ce  cercle  et  sur  la  courbe  (C)  sont 
situés  à  rintersection  de  ces  deux  lignes.  Le  nombre  total  de  ces 
points  d'intersection  est  ip\  mais  il  y  en  a  /;  —  i  qui  sont  con- 
fondus avec  K,  et  qui  ne  satisfont  pas  à  la  condition  voulue  pour 
être  des  points  principaux;  les  points  restants,  au  nombre  de/^H-i, 
sont  les  points  principaux  cherchés. 

19.  Appliquons  les  résultats  précédents  au  cas  où  la  courbe  (C) 
se  réduit  à  une  droite  D.  L'énoncé  du  problème  devient  alors  le 
suivant  : 

Etant  donnés  deux  points  fixes  O  et  K,  et  une  droite  Jixe  D,  on 
joint  le  point  O  à  un  point  quelconque  M,  puis  du  point  K  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  OM  qui  rencontre  la  droite  D  en 
un  point  L  On  demande  quel  est  le  sj  sterne  de  courbes  tel,  que 
la  tangente  en  M,  à  la  courbe  quij  passe,  aboutisse  au  point  I. 

Nous  savons  immédialenient  que  les  courbes  ainsi  définies 
forment  un  faisceau  dont  la  caraclérislique  v  est  égale  à  Tunilé,  et 
que  les  trois  points  principaux  simples  de  ce  faisceau  sont  le 
point  O  et  les  deux  points  d'intersection  de  D  avec  le  cercle  décrit 
sur  OK  comme  diamètre.  Il  résulte  de  là  que  Téquatioii  différen- 
tielle du  système  est  un  cas  [)articulier  de  l'écpialion  de  Jacobi; 
nous  allons  l'intégrer  par  la  méthode  géométrique,  que  nous  avons 
donnée  il  y  a  quelques  années,  pour  ce  genre  d'équations  (*  ). 

20.  Formons  Fécjuation  différentielle  du  problème  en  prenant 
pour  origine  des  coordonnées  le  point  O,  et  pour  axes  deux  droites 
rectangulaires  dont  l'une,  l'axe  des  >  ,  soit  parallèle  à  la  droite  D. 
Soient 

(il)  Xr../, 


(M  Comptes  rendue  de  l' Acadctnie  des  Scic/tces,  t.  LXXVHI,  p.  lC()'\  et  1S37. 


réquatîon  de  la  droite  D,  a  et  |3  les  coordonnées  du  point  K.  Dé- 
signons par  x^y  les  coordonnées  du  point  M,  et  par  X,  Y  les 
coordonnées  courantes.  L'équation  de  la  •perpendiculaire  à  OM 
menée  par  le  point  K  est 

(,2)  Y-?  =  -^(X-«). 

Les  équations  (i  i)  et  (12)  fournissent  immédiatement  les  coor- 
données du  point  I,  qui  sont 

X  =  //, 

Y=/3  — -(//  —  a). 

y 

'      •  •  •      dy 

Ecrivons  que  le  coefficient  angulaire  -j-  de  la  courbe  du  faisceau 

qui  passe  par  le  point  M  est  égal  au  coefficient  angulaire  de  MI; 
on  obtient 

,,     r-?  +  f(/.-«) 

(Lr.  X  —  // 

ou  bien 

(l3)  y[xdf—ydx]  -{-[(a  — /<).r  -f- ^Sj]^  — // jr/j  =  o. 

Telle  est  Téquation  différentielle  des  courbes  cherchées.  Nous 
pouvons,  au  moyen  de  cette  équation,  retrouver  les  points  princi- 
paux du  faisceau.  Ces  points  sont  fournis  par  les  systèmes  de  va- 
leurs de  xetj^  qui  vérifient  les  équations 

[  L\  \  xy-hy  =  o, 

^'^^  I  j.*-(«-/0.r-^3jr--O. 

La  première  équation  se  dédouble  en  j)'  =  o  et  x  =  /i.  En  fai- 
sant y  ■=.0  dans  la  seconde,  on  obtient  a-  ==  o;  on  retrouve  ainsi 
comme  point  principal  le  point  O.  Pour  x  ==/i,  la  seconde  équa- 
tion devient  une  équation  du  deuxième  degré  en  j,  et  détermine 
deux  autres  points  principaux  situés  sur  D.  On  voit,  d'ailleurs, 
immédiatement  que  ces  points  sont  situés  sur  la  courbe 


X' 


-h^'—  9..r  —  !S)   r=  o, 


qui  n'est  autre  que  le  cercle  décrit  sur  OK  comme  diamètre.  (Test 
le  résultat  déjà  trouvé  géométriquement. 

VII.  i3 
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21-  Cela  posé,  si  nous  appelons 

tt  =  G,      I'  =r  G,      «•  =:  G 

les  équations  des  droites  EF,  OF,  OE,  qui  joignent  deux  à  deux 

les  trois  points  principaux,  et  si  nous  désignons  par  p  le  rap- 

,  sinlME   sinOME    ,,.      ^       i        ,    *    i 

port  anharmonique  constant    .  m»!  .  omv*     intégrale  générale 

de  l'équation  (i3)  peut  s'écrire 

(l5)  u^-^i^nr-^z=zC, 

* 
C  désignant  une  constante  arbitraire  (*  ). 

La  droite  ii  =  o  n'est  autre  que  x  —  A  =  o.   Pour  avoir  les 

équations  des  deux  autres,  retranchons   membre  à  membre  les 

équations  (14)9  siprès  les  avoir  multipliées  respectivement  par  x 

et  par^  :  on  obtient 

(a  — /i)x'-+-  ?xx  —  A^*=o, 

équation  du  système  des  deux  droites  OE  et  OF.  Les  coeflicients 
angulaires  de  ces  deux  droites  sont,  en  conséquence,  donnés  par 
Téquation 

hm^  —  Qm  —  (a  —  /* )  r=:  o, 

d'où  

m  = 

En  désignant  par  77/  et  m"  ces  deux  coefficients  angulaires,  nous 
pouvons  écrire  les  équations  des  deux  droites  OE  et  OF 

J    —  m'  .r  rrz:  O,      J   —  m"  X  =  O. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  p.  Or,  soient  N  et  Q  les  points 
d'intersection  de  D  ^\ec  OM  et  Ox;  on  a 

_  sin  IME  ,  sinOME  _  lE ,  NE 
^  ■"  sinLMF  *  sinOMF  ~  IF  *  NF* 


(')  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  l.  LXXVIII.  p.  i83^. 
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Ce  rapport,  anharmoniquc  étant  constant  (*),  quelle  que  soit  la 
droite  OM,  évaluons-le  dans  le  cas  particulier  où  OM  coïncide 
avec  Ox.  Alors  le  point  I  est  rejeté  à  l'infini,  et  Ton  obtient 

_  QF  __  tanpfQOF  _  n^ 
^  ""  QÊ  —  tangQOE  "^  7»' ' 

En  remplaçant  dans  (i5)  m,  i^,  iv  et  p  par  leurs  expressions,  et 
simplifiant,  on  trouve  l'intégrale  cherchée 

Remarque,  —  Leâ  courbes  définies  par  cette  équation  seront 
algébriques,  si  l'on  a  a  =  |3,  et  si  a  est  commensurable  avec  h. 

22.  Etude  d'une  équation  différentielle.  —  Nous  allons  main- 
tenant examiner  quelques  cas  particuliers  intéressants  de  l'équa- 
tion difi*érentiellc 

(lO)  \ 

'    (a^*-l-  p^ry  -h  y J*  )  r£r  z=  o. 


Cette  équation  définit  un  faisceau  de  caractéristique  v  .=  a, 
ayant  à  l'origine  un  point  principal  quadruple.  Il  ne  se  distingue 
des  autres  faisceaux  satisfaisant  aux  mêmes  conditions  qu'en  ce 
que  les  points  où  la  droite  de  l'infini  est  tangente  à  des  courbes  de 
ce  faisceau  sont  les  deux  ombilics,  c'est-à-dire  les  dbux  points  ima- 
ginaires communs  à  tous  les  cercles  du  plan.  Cette  particularité, 
qui  disparaît  au  moyen  d'une  transformation  homographique,  fa- 
cilite, comme  on  va  le  voir,  l'étude  des  courbes  définies  par 
l'équation  (i6);  et  d'abord  elle  va  nous  permettre  de  ramener 
cette  équation  à  une  équation  difierentielle  linéaire,  par  une  mé- 


(*)  On  sait  d'avanco  que  ce  rapport  anharmonique  est  constant  pour  tout  système 
(i,  \^  {Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LWVIII,  p.  lOgB);  mais  on  peut 
lo  vérifier  dans  le  cas  actuel,  en  remarquant  que,  S  étant  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  P  sur  OM,  on  a 

IR    OE  _  sinPSE  ,  sinOSK 
Tf  *  OF  ~  biii  PoF  *  si  II  Obb' 

I.o  second  de  ces  rapports  anharmoniquos  est  constant,  car  les  quatre,  angles  dont  il 
dépend  lo  siiiit,  h's  ciii<|  points  K,  F,  (),  I*,  S  i^taiit  sur  It;  cercle  décrit  sur  ()P  comme 
diaiiK'tr 

i3. 
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thode  dîflTérente  de  la  méthode  générale  iadiquée  plus  haut  (10),  et 

qui  présente,  dans  certains  cas,  des  avantages  sur  cette  dernière. 

A  cet  effet,  effectuons  un  changement  de  variables,  en  posant 

xmrcosô,     ^^rsinô, 
d*où 

y 

$  =  arctang  — • 
On  tire  de  là,  en  différentiant, 

djc=zdrcosO  —  rsinOdO^     djr  =idrsinO  ■+■  rcosQdOy 

En  substituant  dans  Téquation  (it>),  il  vient 
« 
j  r^dd  —  (acos'6  -+-  ôsinôcosô  -+-  csin'Ô)(r/r  sinô  -hrcosô</0) 

^   '^  *  '   (acos'ô -f-jSsinôcosô -h7sin'ô)(r/rcosô  —  rsinO£/ÔJ  =  o. 


Après  avoir  développé  et  ordonné,  posons 

H  Z=  -j        d  OU       du  r= 9 

r  r' 

acos'ô  -f-  (â  — «)cos*0sin9  -f-  iy  —  ô)cosÔsin'0  —  csin'Ô  =  ttt-î> 

^       ;  ^[^) 

n  œs' O  4-  (  ^  -t-  a)  cos*  6  sin 0  -h  (  c  -+-  S )  cosô  sin*  0  -4-  v  sin^  0  m  fl— f  • 

En  faisant  cette  substitution  dans  (17),  on  obtient  Téquation 
différenlielle  linéaire 

du  .  -         ,  , , , 

23.  D'après  ce  que  Ton  a  vu  plus  haut  (8),  si  Ton  considère 
une  droite  quelconque  OM  issue  de  Torigine,  les  tangentes  menées, 
aux  divers  points  de  cette  droite,  aux  courbes  du  faisceau  qui  y 
passent,  concourent  en  un  même  point  I;  et  ce  point  est  donné 
par  l'intersection  des  deux  droites 

__  a  4-  P^  -h  7^* 
*^         a  -^  ht  -\-  vû  '  ' 

y  -4-  •  3  —  «  1  /  -4-  (  V  —  />»  )  /  •  —  r/* 

1    -jri  fx  4-    '■ '■ ; • 

I  -t-  l' 
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La  construction  du  point  I  peut  se  faire  d'une  manière  simple 

dans  certains  cas  particuliers.  Supposons,  par  exemple,  que  Ton 

ait  • 

j3  =  a,     bz=:  —  «,     c  =  o,     7  =  0. 

Les  équations  (18)  se  réduisent  à 

OL  -\-  nt 

La  seconde  de  ces  équations  représente  une  droite  parallèle  à 
OM,  et  passant  constamment  par  un  point  fixe  A  ( j:  =  o,  j^  =  a), 
quelle  que  soit  cette  droite.  Quant  à  la  première,  en  posant 

-  =  tango),     t=:  tangd, 

« 
son  équation  peut  s'écrire 

ce  qui  indique  qu'elle  fait  avec  OM  un  angle  constant  et  égal  à.ot). 
De  là  on  conclut  la  construction  du  point  I  pour  chaque  position 
de  la  droite  OM  :  ce  point  se  trouve  à  Tinterseétion  de  la  parallèle 
à  OM  menée  par  le  point  A  ( x  =  o,  j*  =  a)  et  de  la  droite  passant 
par  O  et  inclinée  sur  OM'de  l'angle  w.  Le  lieu  des  points  I  est  par 
suite  le  segment  capable  de  l'angle  co  décrit  sur  OA. 

24.  L'équation  différentielle  (16)  se  réduit,  dans  le  cas  consi- 
déré, à 

(ig)  (^*  -t- j')  [xdf  — ydx]  —  x[ax  —  oLx)dx  -h  x(ax  -f-  ajr)  r/x  =  o  ; 

elle  est  la  traduction  analytique  de  Ténoncé  suivant  : 

Etant  donnés  deux  points  fixes  O  et  A,  trout^er  un  système  de 
courbes  telles  que  la  tangente  en  un  point  quelconque  M  à  la  courbe 
qui  y  passe  aboutisse  au  point  I  d'intersection  de  la  parallèle  à 
OM  menée  par  le  point  A,  avec  la  droite  inclinée  d'un  angle 
constant  co  sur  OM  et  menée  par  le  point  O. 

Cherchons  à  intégrer  l'équation  (19).  Pour  cela,  écrivons-la  de 
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la  manière  suivante  : 

(x^-^jr^  —  «^)  (jcdjr  — ydx)  -h  ux[xdjc  -\-jdx)  1=  o, 

ou  bien  y  en  effectuant  les  changements  de  variables  indiqués  pré- 
cédemment (22  )y 

r[r  —  acosOj</ô  -f-  a^r cosG  z=:  o, 

OU  encore 

du       a  I 


dO         a  a  cosO 


C'est  une  équation  différentielle  linéaire,  doi^t  l'intégrale  générale  est 


-X 


u-z^e 


yLj\c- 


"■      dO 


eecosO 
\         ^  '• 
OU  bien 

25.  Considérons  le  cas  particulier  où  a  =  o,  c'est-à-dire  u  =  - 
L'intégrale  précédente  se  simplifie  et  se  réduit  à 


d'où  ron  conclut,  en  effecluant  rinléerratlon, 


i=^C-logtang(^+i)] 


OU  encore 


tang 


Dans  ces  équations,  C  et  K  désignent  des  constantes  arbitraires. 


(*)  Kii  faisant  tourner  Taxe  polaire  d*un  angle  égal  à  irt  —  0^  cette  équation  devient 

II,  K 

-  =  -  lo<T 


laiiîî  - 

i 
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Nous  avons  ainsi,  en  termes  finis,  l'équation  générale  des  courbes 
qui  répondent  à  la  question  suivante  : 

Étant  donnés  deux  points  fixes  O  et  A,  trouver  un  système  de 
courbes  tel,  que  la  tangente  en  M  à  la  courbe  qui  y  passe  abou- 
tisse au  point  I  d'intersection  de  la  parallèle  à  OM  menée  par 
le  point  A  as^ec  la  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par  le 
point  O. 

IV.  —  Courbe  d'ombre  de  la  surface  de  vis  à  filet  carré,  éclairée 

par  des  rayons  convergents. 

26.  Examinons  maintenant  le  cas  où  Ton  a 

ô  =  o,     c  =  —  Uy     oc  =  o,     p=z9.a^     y  z=z  o. 

L'équation  (i6)  devient 

(22)     (x*-t- j*)  [ji^djr  — jrcLc)  —  a[x^  —  X*)^X  "+"  2axjrdxz=z  o. 

Pour  intégrer  cette  équation,  servons-nous  de  la  transformation 
indiquée  plus  haut  (22)  :  elle  devient  alors,  toutes  réductions  faites, 

asmô-jr  —  ar  cosO  -4-  r*  =  o, 
dQ 

OU  encore 

du 
a  sinO  --  -^^  au  cosô  =  1 . 
dB 

En  remarquant  que  le  premier  membre  de  la  dernière  équation  est 
la  dérivée  exacte  de  au  sin0,  et  désignant  par  &>  un  angle  constant, 
on  obtient  l'intégrale  cherchée,  qui  est 

d'où  l'on  tire,  à  cause  de  -  =  r, 

u 

27.  Les  courbes  définies  par  une  équation  de  cette  forme  jouis- 
sent d'une  propriété  remarquable  :  ce  sont  les  projections,  sur  un 
plan  horizontal,  des  lignes  d'ombre  propre  d'une  surface  de  vis 
à  filet  carré  à  axe  vertical,  éclairée  par  des  rayons  lumineux 
convergents. 
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Nous  avons  déjà  rencontré  ce  résultat  dans  une  étude  Sur  les 
sur/aces  de  vis,  insérée  au  Compte  rendu  du  Congrès  de  Paris  de 
l'Association  française  pour  l* avancement  des  Sciences  (p.  177). 
Nous  allons  en  donner  ici  une  nouvelle  démonstration  directe,  à 
l'aide  de  quelques  considérations  géométriques  fort  simples. 

Prenons  pour  plan  horizontal  de  projection  le  plan  perpendi- 
culaire à  Taxe  de  la  surface  de  vis  qui  contient  le  point  lumineux  A, 
et,  dans  ce  plan,  rapportons  la  projection  de  la  courbe  d'ombre 
propre  à  un  système  de  coordonnées  poliaires  ayant  pour  pôle  le 
pied  O  de  Taxe  de  la  surface  de  vis,  et  pour  axe  polaire  Ox  la  droite 
joignant  le  point  O  au  point  lumineux  A.  Posons  OA  =  a,  et  dési- 
gnons par  w  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  généralrice  de  la  surface 
située  dans  le  plan  horizontal.  En  appelant  h  le  pas  de  la  surface 
de  vis,  etp  le  paramètre  de  distribution  commun  à  toutes  les  géné- 

h 
ratrices,  on  a,  comme  on  sait,  p  = 


277 


28.  Cela  posé,  considérons  une  génératrice  quelconque  G  dont 
la  projection  horizontale  Og  fait  avec  Ox  un  certain  angle  que 
nous  désignerons  par  ô,  et  évaluons  la  distance  Om  =  r  du  point  O 
au  point  m,  projection  horizontale  du  point  M  de  la  courbe  d'ombre 
situé  sur  G.  Ce  point  M  n'est  autre  chose  que  le  point  de  la  géné- 
ratrice G  en  lequel  le  plan  passant  par  celte  droite  et  le  point  lu- 
mineux A  est  langent  à  la  surface;  en  désignant  par  ^  Tangle  de  ce 
plan  avec  le  plan  projetant  horizontalement  la  génératrice  G,  et  se 
rappelant  que  ce  dernier  plan  est  le  plan  central  de  la  génératrice 
et  que  le  point  central  est  situé  sur  Taxe,  on  a 

(24)  r^p  tan^^. 


Évaluons  tangç;  pour  cela,  soient  /  la  distance  du  point  A  à  O 
et  d  la  hauteur  de  G  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection. 
On  a  évidemment 


mais  on  a  aussi  d'autre  part 


l  =z  a  sln 0.     il  =z  —  (0  —  6) ) . 

277  ^ 


En  tenant  compte  de  ces  expressions,  et  substituant  à  />  et  à  tang9 
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leur  valeur  dans  la  relation  (24),  on  obtient 

a  s\x\0 


6  — 


&> 


équation  polaire  de  la  projection  horizontale  de  la  courbe  d'ombre. 
C'est  identiquement,  comme  on  le  voit,  l'équation  (aS)  (*). 

29.  Remarques.  —  1°  L'équation  trouvée  est  indépendante  du 
pas  h  de  la  surface  de  vis  ;  on  en  conclut  que  la  projection  hori- 
zontale de  la  courbe  d'ombre  est  la  même,  pour  toutes  les  surfaces 
de  "vis  à  filet  carré  de  même  axe,  éclairées  par  le  même^  point  lu- 
mineux, et  ayant  en  commun  une  génératrice  située  dans  le  plan 
horizontal  qui  contient  le  point  lumineux, 

2°  Pour  une  même  surface  de  vis  à  filet  carré,  si  Ton  déplace  le 
point  lumineux  sur  une  verticale,  on  obtient  une  succession  de 
courbes  d'ombre,  et,  pour  avoir  les  équations  polaires  des  pro- 
jections horizontales  de  ces  courbes,  il  n'y  a  qu'à  faire  varier  w 
dans  l'équation  (aS).  L'angle  co  n'étant  autre  chose  que  la  con- 
stante arbitraire  introduite  par  l'intégration  de  l'équation  (22),  on 
en  conclut  que,  sur  un  même  plan  horizontal,  les  projections  des 
courbes  d'ombre  d'une  surface  de  vis  à  filet  carré,  éclairée  par 
une  série  de  points  lumineux  situés  sur  une  parallèle  à  l'axe  de 
la  surf  ace,  forment  un  faisceau  de  caractéristique  égale  à  ^  y  ayant 
pour  point  principal  quadruple  le  pied  de  l'axe  sur  le  plan  de 
projection. 

30.  Les  points  principaux  du  faisceau  des  courbes  d'ombre 
sont  donnés  par  le  système  des  deux  équations 

La  seconde  équation  se  dédouble  en  j^  =  o,  et 

(26)  X^-\-J'^ —  2«X=rO. 


(*)  Dans  le  cas  où  ca  est  nul,  c'est-à-dire  où  le  point  lumineux  est  sur  la  surface.. 

l'équation  se  réduit  à  r  =  — — — •  Elle  est  vérifiée,  quel  que  soit  r,  pour  0  =  o,  ce 

qui  signifie  que  l'axe  polaire,  ou  bien  la  génératrice  qui  contient  le  point  lumineux, 
fait  partie  de  la  ligne  d'ombre  ;  c'est  évident  géométriquement. 
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En  faisant  y  =^  o  dans  la  première  des  équations  (  25),  elle  se  ré- 
duit à 

x^[x  —  a)  r=  o, 

ce  qui  donne  comme  point  principal,  en  dehors  du  point  O  déjà 
connu,  le  point  A  (j:  =  a,  j^  =  o),  c'est-à-dire  la  projection  hori- 
zontale du  point  lumineux. 

En  vertu  de  Téquation  (26),  remplaçons  dans  la  première  des 
équations  (25)  x^-hj**  par  aax;  nous  obtenons 

équation  qui,  combinée  avec  (a6),  fournit  les  deux  autres  points 
principaux;  ce  sont,  comme  on  le  voit,  les  deux  ombilics  du  plan. 
En  résumé,  les  points  principaux  du  faisceau  composé  des  pro- 
jections des  courbes  d'ombre  de  la  surface  de  vis  à  filet  cprré 
comprennent  le  pied  de  l'axe  de  la  surface  de  vis  qui  compte 
pour  quatre  points,  la  projection  du  point  lumineux  et  les  deux 
ombilics  du  plan, 

31.  Les  deux  équations  (aS)  se  prêtent  à  une  interprétation 
géométrique  très-simple  :  elles  déGnissent  respectivement  les  lieux 
des  points  de  contact  des  tangentes  aux  courbes  du  faisceau  paral- 
lèles à  l'axe  desj^  et  à  Taxe  des  x, 

La  seconde  des  équations  (25),  nous  l'avons  déjà  vu,  se  dé- 
double en 

r  r=  o      et      .r* -+->-*—  2  «or  r=r  o. 

Le  lieu  qu'elle  définit  comprend,  par  suite,  la  droite  OA,  ce  qui 
s'explique  par  cette  raison  que  la  droite  OA  fait  partie  du  faisceau 
(28);  il  comprend,  en  outre,  le  cercle  décrit  du  point  A  comme 
centre  avec  AO  pour  rayon. 

Quant  à  la  première  des  équations  (20)  (  *  ),  on  reconnaît  qu'elle 
n'est  autre  que  l'équation  de  la  strophoïde  droite  ayant  pour  point 
double  le  point  O  et  pour  sommet  le  point  A.  On  conclut  de  là  le 
résultat  suivant  : 

Les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  la  projection 


t\\  n                        1          '            I    •                    avo^lO 
{')  Ou,  en  coordonnées  polaires,  /     -    y- 
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horizontale  de  la  courbe  d'ombre  de  la  surface  de  vis  à  filet 
carré,  parallèlement  à  la  droite  qui  joint  le  pied  de  l'axe  à  la 
projection  du  point  lumineux,  sont  situés  sur  le  cercle  décrit  de 
ce  dernier  point  comme  centre  et  passant  par  le  pied  de  l'axe- 

Les  points  de  contact  des  tangentes  à  la  même  courbe  perpen- 
diculaires à  la  direction  précédente,  sont  situés  sur  une  strophoïde 
droite,  ayant  pour  point  double  le  pied  de  l'axe  de  la  surface 
de  vis,  et  pour  sommet  la  projection  du  point  lumineux. 

On  peut  ajouter,  à  cause  de  la  forme  même  de  Téquation  (as)» 
que  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à  la  même  courbe 
parallèlement  à  une  direction  fixe,  mais  d'ailleurs  quelconque, 
sont  sur  une  anallagmalique  du  troisième  ordre,  ayant  pourpoint 
double  le  pied  de  l'axe  de  la  surface  de  vis,  U asymptote  réelle 
est  parallèle  à  la  direction  choisie,  et  les  tangentes  au  point 
double  sont  rectangulaires, 

32.  Construction  de  la  tangente  à  la  projection  horizontale  de 
la  courbe  d'ombre,  — Pour  avoir  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque M  de  la  projection  de  la  courbe  d'ombre,  il  suffît  de 
déterminer  le  point  I  auquel  aboutissent  les  tangentes  aux  courbes 
du  faisceau  (aa)  menées  aux  divers  points  de  rencontre  de  ces 
courbes  avec  OM . 

Ce  point  I  est  déterminé  par  l'intersection  des  deux  droites  (i 8) 
dont  les  équations  deviennent,  dans  le  cas  actuel, 

(a8)  y  =  t[x-^a). 

A  cause  de  t  =  tangS,  l'équation  (27)  peut  s'écrire 

^  =  xtang2Ô. 

Par  suite,  la  droite  qu'elle  définit  fait  avec  Ox  un  angle  double 
de  l'angle  formé  par  OM  avec  la  même  droite  ;  autrement  dit,  elle 
est  symétrique  de  Ox  par  rapport  à  OM. 

La  droite  (28)  est  la  parallèle  à  OM  menée  par  le  point  fixe  B, 
symétrique  de    A  par  rapport   à  O.  De  la  construction    de  ces 


deux  droiies  on  conclut  îmmédiaiemenl  que  le  point  1  s'oLlient 
en  prenant  le  symétrique  du  point  A  par  rapport  h  OM. 

En  conséquence,  la  tangente,  m  un  point  t/uetcontjiie  M  de  la 
/irojection  horizontale  de  la  courbe  d'ombre  de  la  surface  de  vis 
à  Jilet  carré,  s'obtient  en  joignant  le  point  M  au  point  sjmê- 
trit/itede  la  projection  du  point  lumineux,  par  rapport  à  la  droite 
t/ui  joint  M  au  pied  de  l'axe  de  la  surface  de.  vis. 

Cette  construction  donne,  comme  cas  particulier,  celle  de  l'a- 
symptote. L'équaLion  (a3)  indique,  ei  on  le  voit  d'ailleurs  géomé- 
Iriquemenl,  que  la  courbe  aune  asymptote  parallèle  à  la  génératrice 
tie  la  surface  de  vis  située  dans  le  plan  horizontal  qiii  contient  le 
point  lumineux.  L'asymptote  elle-même  est  la  parallèle  à  cette 
génératrice  Dienéc  par  le  point  B. 

33.  La  construction  à  laquelle  nous  venons  d'arriver,  pour  la 
tangente  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe  d'ombre  de  la 
surface  de  vis  à  filet  carré,  se  trouve  mentionnée  dans  la  Note  sur 
les  surfaces  de  vis  que  nous  avons  communiquée  au  Congrès  de 
Paris  de  l'Association  française  :  à  ce  moment-là  celle  construction 
nous  avait  paru  nouvelle;  mais  depuis  nous  l'avons  retrouvée  dans 
le  Traité  de  Géométrie  descriptive  de  M.  de  la  Gournerie 
(III' Partie,  p.  i48),  où  elle  est  obtenue  d'une  nianicrc  sim|de  et 
élégante  par  la  considération  d'un  paraboloïde  osculateur.  Nous 
saisissons  l'occasion  qui  se  présente  de  restituer  au  savant  géomètre 
la  priorité  qui  lui  appartient  dans  cette  question,  en  appelant  seu- 
lement l'attention  sur  la  méthode  toute  difTércnle  qui  nous  a 
conduit  à  la  résoudre,  et  notamment  sur  l'équation  très-simple 
en  coordonnées  polaires  de  la  projection  horizontale  de  la  courbe 
d'ombre,  qui  nous  semble  n'avoir  pas  été  signalée  jusqu'ici  dans  les 
traités  de  Géométrie  descriptive.  Celle  équation,  non-seulement 
se  prête  à  la  détermination  facile  de  la  tangente,  comme  nous 
l'avons  vu,  mais  elle  permet  aussi  de  se  rendre  compte  très-aisé- 
ment de  l'allure  générale  et  des  particularités  intéressantes  que 
présente  la  courbe. 
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EXTRAITS  DES  PROCES-VERBAUX 


SÉANCE  DU  28  FÉVRIER  1879. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  JORDAN. 

Election  :  M.  E.  Picard,  présenté  dans  la  séance  précédente, 
est  élu  Membre  de  la  Société. 

Présentation  de  nouv^eaiix  Membres  :  M.  Appell,  maître  de 
conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  est  présenté 
par  MM.  Lemonnier  et  Picquet.  M.  Stéphanos  est  présenté  par 
MM.  Halphen  et  Laguerre. 

Communications  : 

M.  Laguerre  ajoute  quelques  développements  à  la  Communica- 

tion  faite  par  lui  à  la  dernière  séance  Sur  l' intégrale  f      ^• 

M.  Halphen  :  Sur  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques. 
M.  Laquière  adresse  une  Note  Sur  la  Géométrie  des  quinconces. 


SÉANCE  DU  14  MARS  1879. 

PRÉSIDENCE   DE  M.   JORDAN. 

Elections  :MM.  Appell  et  Stéphanos,  présentés  dans  la  dernière 
séance,  sont  élus  Membres  de  la  Société. 

Présentation  d'un  nouveau  Membre  :  M<  Borchardt,  membre 
de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin,  est  présenté  par  MM.  Her- 
mite  et  Laguerre. 

Communications  : 

M.  Darboux  :  Sur  la  théorie  des  quadrilatères  articulés. 

M.  Vicaire  :  Sur  le  calcul  des  intensités  d'une  série  de  courants 
dérivées, 

M.  Halphen  :  *S///'  les  faisceaux  de  courbes  unicur sales. 


EM.  le  cnmlc  Hugo  adresse  une  Note  Ai'*  un  diagratfune  dt 
variations  de  la  scintillation  selon  les  saisom. 
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SÉANCE  DU  18  MARS  1879. 

PtLâSIDEMCB  DB  H.   LAGUEJIRE. 


Élection  :  M-  Borchardl,  présenté  à  la  dernière  séance,  est  i*Iu 
Membre  de  1»  Société. 

Comniunicalions  : 

M.  Rodet  :  Sur  une  méthode  d'approximation  des  racines 
carrées,  connue  dans  l'Inde  antérieurement  à  la  conquête  d'A- 
lexandre. 

M.  Stéphanos  :  Sur  une  généralisation  de  la  théorie  des  groupes 
projectijs  de  Staudi. 

M.  E.  Picard  ;  Sur  le  dcWloppenient  des  /onctions  analytiques 
multiformes. 

La  Société  reçoit  de  M.  ilalpiien  une  Note  Sur  te  développe- 
ment des  fonctions  elliptiques  ;  de  M.  Saltel,  une  Note  Sur  divers 
ihèorcmes  et  problèmes  de  Géométrie;  de  M.  le  comte  Hugo,  une 
Note  Sur  les  sphères  hexagonales  d'un  collier  égyptien. 


SÉANCE  DU  li  AVRIL  1879. 

PRÉSIDENCE  DB  H.   LAGrEHtlE. 

M.  Lagucrrc  dépose  sur  le  Bureau  un  extrait  d'une  Lettre  qu'il 
a  reçue  de  M.  Brioscbi  Sur  les  ét/uations  différentielles  linéaires. 

Communications  : 

M.  Halphen  :  Sur  diverses  propriétés  du  faisceau  formé  de 
courbes  du  troisième  ordre  ayant  trois  points  d'inflexion  com- 
muns. 

M,  Lagucrrc  :  Sur  quelt/ues  propriétés  de  V hy pocyclotdc  à 
trois  points  de  rcbroussement 
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SÉANCE  DU  25  AVRIL  1879. 

PBÉSIDBNCB  DE  M.   JORDAN. 

M.  Hermite  dépose  une  Note  Sur  l'indice  des  fractions  ration- 
nelles. 

Communications  : 

M.  Borchardt  :  Sur  un  système  de  trois  équations  différentielles 
totales  qui  définissent  la  moyenne  arithmético-géométrique  de 
quatre  éléments. 

M.  Darboux  :  Sur  les  quadrilatères  articulés. 

M.  Jordan  :  Sur  l'équivalence  des  formes  algébriques. 


SÉANCE  DU  9  MAI   1879. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  JORDAN. 

M.  Jung  adresse  une  Note  relative  à  deux  théqrèmes  de  La- 
grange  sur  le  centre  de  grai^ité. 

Communications  : 

M.  Stéphanos  :  Sur  les  réseaux  de  coniques  et  sur  les  courbes 
du  troisième  degré  et  de  la  troisième  classe. 

M.  Haag  :  Sur  les  relations  entre  les  éléments  caractéristiques 
d'une  courbe  gauche  et  les  accélérations  d'un  point  qui  la  décrit. 

M.  E.  Picard  :  Sur  les  fonctions  uniformes  entières. 

M.  Jordan  :  Sur  la  réduction  des  substitutions  linéaires. 

M.  Picquet  fait  l'analyse  d'un  Mémoire  dont  il  est  l'auteur  Sur 
les  courbes  et  surfaces  algébriques  anallagmatiques . 


SÉANCE  DU  23  MAI  1879. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   JORDAN. 

Présentation  de  nouveaux  membres  :  M.  I^c  Paige,  professeur 
d'Analvso  matliématicpic  à  TUniversilé  de   Lirj;(%   cl   M.   Lcbon, 
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SÉANCE  DU  1i  JUILLET  1879. 

PRÉSIDBN'CB  DE  M.    DE  POLIGNAC. 

Communications  : 

M.  Rodet  :  Sur  les  méthodes  d'approximation  chez  les  anciens, 

M.  Stéphanos  :  Sur  le  système  de  trois  tétraèdres,  dont  deux 
quelconques  sont  en  perspectii^e,  par  rapport  à  chacun  des  som- 
mets du  troisième, 

M.  Fouret  :  Sur  la  construction  de  la  tangente  à  la  courbe 
asïn6 


ô  —  mcosO 

M.  E.  Picard  :  Sur  la  démonstration  de  l'existence  d'une  ra- 
cine pour  toute  Jonction  entière, 

M.  Demetre  Demecsky  de  Gyer  :  Sur  la  décomposition  des 
fonctions  algébriques  entières,  à  coefficients  entiers,  en  leurs 
facteurs  irréductibles . 


SÉANCE  DU  25  JUILLET  1879. 

PRÉSIDENCE  DE  M.  DE  POLIGNAC. 

Communications  : 

M.  Alexéeff,  professeur  à  TUniversité  de  Moscou  :  Sur  /'rj  frac- 
tion de  la  racine  carrée  d'un  nombre. 

M.  E.  Picard  :  Sur  l'intégration  de  Inéquation 

d^r  dy 

dans  laquelle  p  et  q  sont  des  fonctions  doublement  périodiques 
de  seconde  espèce, 

VII.  '4 
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M.   Lenionnicr  :  Sur  un  déterminant   dont  les  lignes  sei  dé- 
duisent les  unes  des  autres  par  de^  permutations  circulairffs. 

M.  Stcphanos  :  Sur  un  certain  cov^ariant  relatif  à  une  courbe 
de  la  cl{Lsse  m  et  à  une  conique. 

M.  Rodet  :  Sur  un  procédé  ancien  pour  la  solution  en  nombres 
entiers  de  l'équation  indéterminée  ax  -h  by  =  c. 
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EXTRAIT  DES  STATUTS 

La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  ravancement  et  la  propagi- 
tion  des  études  de  mathématiques  pures  et  apphquées.  Elle  y  concourt  par  ses 
irayaux  et  par  la  publication  des  mémoires  de  ses  membres.  Son  siège  est  à 
Paris. 

La  Société  se  compose  de  membres  résidents  et  de  membres  non  résidents. 

Les  Français  et  les  Étrangers  peuvent  également  en  faire  partie. 

Le  nombre  des  membres  résidents  et  non  résidents  est  illimité. 

Les  ressources  de  la  Société  se  composent  :  i""  de  la  cotisation  annuelle  des 
membres  résidents  et  non  résidents,  et  dont  le  montant  est  fixé  par  le  règlement 
administratif  de  la  Société  ;  2^  du  revenu  du  capital  formé  par  les  droits  d  admis- 
sion, les  souscriptions  perpétuelles,  le  produit  de  la  vente  des  ouvrages  édités 
par  la  Société  et  les  dons  qu'elle  pourra  recevoir. 


EXTRAIT  BV  EiaLEHEIT  ABHIlISTRATir. 

Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société  sont  :  i*  d'ètce 
présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé  une  demande  signée  ;  a^  d'obtenir, 
a  Tune  des  séances  suivantes,  les  suffrages  de  la  majorité  des  membres  présents. 

Le  diplôme  délivré  est  signé  par  le  président,  l'un  des  secrétaires  et  le  tréso- 
rier, et  porte  le  sceau  de  la  Société. 

Le  trésorier  remet  le  diplôme  après  l'acquittement  du  droit  d'admission,  mon- 
tant à  lo  francs,  et  de  la  cotisation  annuelle. 

La  Société  tient  ses  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend  trois 
mois  de  vacances  :  août,  septembre  et  octobre. 

Le  tableau  des  jours  do  réunion  est  imprimé  sur  une  carte  adressée  aux  mem- 
bres résidant  à  Paris. 

Elle  sera  également  envoyée  aux  membres  non  résidents  sur  leur  demande 
personnelle. 

Pour  assister  à  la  séance,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent  être 
introduites,  chaque  fois,  par  un  de  ses  membres. 

Les  communications  faites  par  les  membres  de  la  Société  ont  lieu  dans  l'ordre 
de  leiir  inscription  ;  les  communications  des  personnes  étrangères  à  la  Société 
ont  lieu  après  celles  des  membres,  sauf  les  cas  d'urgence  qui  seront  appréciés 
par  le  bureau. 

La  Société,  préoccupée  des  avantages  qu'elle  peut  offrir  à  tous  ses  membres, 
a  décidé  que  le  recueil  intitulé  :  Bulletin  de  la  Société  ntat/èématiquc,  qui  rend 
compte  des  mémoires  présentés  à  la  Société,  sera  distribué  gratuitement  à  tous 
les  membres  résidents  ou  non  résidents. 

La  Société,  voulant  concourir  aux  progrès  des  mathématiques  par  tous  les 
moyens  compatibles  avec  son  mode  d'organisation,  avisera  aux  movens  de  publier 
successivement,  et  d'une  manière  aussi  complète  qu'il  sera  possiole  ou  utile  de 
le  faire,  les  œuvres  des  anciens  mathématiciens  français  ou  étrangers. 

Les  publications  émanant  de  la  Société,  autres  que  le  Bulletin,  sont  délivrées 
à  prix  réduit  à  tous  les  membres  de  la  Société  résidents  ou  non  résidents. 

La  Société  forme  une  bibliothèque  et  échange  ses  publications  contre  les  jour- 
naux  et  recueils  consacrés  aux  mathématiques  pures  et  appliquées,  publia  en 
France  et  à  l'étranger. 

Les  versements  des  membres  résidents  et  non  résidents  se  composent  :  i"  du 
droit  d'admission,  montant  à  lo  francs;  'a**  de  la  cotisation  annuelle. 

Pour  les  membres  résidents,  celte  cotisation  annuelle  s'élève  à  ao  francs,  paya- 
bles d'avance,  et,  pour  les  membres  non  résidents,  à  i5  francs,  également  paya- 
bles d'avance. 

Sont  considérés  comme  résidents  le-s  membres  qui  ont  à  Paris  leurs  occupa- 
tions habituelles,  ou  y  exercent  habituellement  leurs  fonctions. 

Les  nouveaux  membres  devront  payer  la  totalité  do  la  cotisation,  quelle  que 
soit  l'époque  de  leur  admission. 

Les  publications  ne  seront  adressées  qu'après  le  versement  de  la  cotisation 
annuelle. 

La  cotisation  annuelle  peut,  au  choix  de  chaque  membre,  être  remplacée  par 
une  somme  de  3oo  francs  une  fois  payée. 

Ce  versement  confère  le  litre  de  sociétaire  perpétuel. 

Les  dons  faits  à  la  Société  sont  inscrits  au  Bulletin  des  séances  avec  le  nom 
ëes  donateurs. 
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EXTIAIT  H8  STATUTS 

La  Société  maib'injtj'jue  de  France  a  pour  otijet  l'avancemiinl  itl  la  prai 
lion  des  études  de  mathématiques  pures  et  appliquée:.  Elle  v  concourt  pa 
travaux  et  par  la  publication  de^  mémoires  de  ses  membre^.  Son  siëse  < 
Paris. 

ta  Société  se  compose  do  membres  résidents  ci  de  membr<>s  non  résid 
.Les  Fraiiçaiij  et  les  Étrangers  peuvent  également  en  faire  partie. 

Le  nombre  des  membres  résidents  et  non  résidents  est  illimité. 

Les  ressources  de  l<i  Société  se  composent  ;  i'  de  la  cotisation  annuelle 
membres  résidenls  et  non  rcsidents,  et  dont  le  montant  est  Gsé  par  le  rè^lej 
adminislratirde  ta  Société  ;'i°  du  rev-pou  du  capiliil  Tonné  par  les  droite  d  ad 
sion,  les  souscriptions  perpétuelles,  le  produit  de  la  vente  des  ouvr^^  ^ 
par  la  Société  et  les  dons  qu'elle  pourra  recevoir. 


EXTRAIT  DU  RÉGLEMEUT  ADMIfllSTBATIF. 

Les  ronditions  à  remplir  pour  devenir  membre  do  la  Société  sont  :  i*  d'être 
présenté  par  deux  membrt'S  qui  auront  adressé  une  demande  signée  ;  ît"  d'obtenir, 
a  l'une  des  séances  suivantes,  les  suffrages  de  la  majorité  des  membres  présents. 

Le  diplôme  délivré  est  signé  [jar  le  président,  Tun  des  secrétaires  et  le  tréso- 
rier, et  porte  le  sceau  de  la  So:*iété. 

Le  trésorier  remet  le  diplôme  après  l'acnuitlement  du  droit  d'admission,  mon- 
tant à  10  francs,  et  de  la  cotisation  annuelle. 

La  Société  tient  ses  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend  trois 
mois  de  vacances:  août,  septembre  et  octobre. 

Le  tableau  des  jours  de  réunion  est  imprimé  sur  une  carte  adressée  aux  mem- 
bres résidant  à  Paris. 

Elle  sera  également  envoyée  aux  membres  non  résidents  sur  leur  demande 
personnelle. 

Pour  assister  à  la  séance,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doivent  être 
introduites,  chaque  fois,  par  un  de  ses  membres. 

Les  communications  faites  par  les  membres  de  la  Société  ont  lieu  dans  Tordre 
de  leur  inscription  :  les  communications  des  personnes  étrangères  à  la  Société 
ont  lieu  après  celles  des  membres,  sauf  les  cas  d'urgence  qui  seront  appréciés 
par  le  bureau. 

I-a  Société,  préoccupée  des  avantages  qu'elle  peut  offrir  à  tous  ses  membres, 
a  décidé  (lue  le  n'cucil  intitulé  :  Bulletin  de  In  Société  mnthémntUjuCy  qui  renri 
compte  des  mémoires  présentés  à  la  Société,  sera  distribué  gratuitement  à  loi^s 
les  membres  résidents  ou  non  résidents. 

La  Société,  voulant  concourir  aux  progrès  des  mathématiques  par  tous  les 
moyens  compatibles  avec  son  mode  d'organisiition,  avisera  aux  movens  do  publier 
successivement,  et  d'une  manière  aussi  complète  qu'il  sera  possiLle  ou  utile  de 
le  faire,  les  œuvres  des  anciens  mathématiciens  français  ou  étrangers. 

Les  publications  émanant  de  la  Société,  autres  que  le  2?///^.7/>i,  sont  délivrées 
à  prix  réduit  à  tous  les  membres  de  la  Société  résidents  ou  non  résidents. 

La  Société  forme  une  bibliothèque  et  échange  ses  publications  contre  les  jour- 
naux et  recueils  consacrés  aux  mathématiques  pures  et  appliquées,  publiés  en 
Franco  et  à  l'étranger. 

Les  versements  des  membres  résidents  et  non  résidents  se  composent  :  i"  du 
droit  d'admission,  montant  à  lo  francs;  a°  de  la  cotisation  annuelle. 

Pour  les  membres  résidents,  cette  cotisation  annuelle  s'élève  à  20  francs,  paya 
blés  d'avance,  et,  pour  les  membres  non  résidents,  à  i5  francs,  également  paya- 
bles d'avance. 

Sont  considérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leurs  occupa-  . 
tions  habituelles,  ou  y  exercent  habituellement  leurs  fonctions. 

Les  nouveaux  membres  devront  payer  la  totalité  de  la  cotisation,  quelle  que 
soit  l'époque  de  leur  admission. 

Les  publications  ne  seront  adressées  qu'après  le  versement  de  la  cotisation 
annuelle. 

La  cotisation  annuelle  peut,  au  choix  de  chaque  membre,  être  remplacée  par 
ono  somme  de  3oo  francs  une  fois  payée. 

Ce  versement  confère  le  litre  i\Q  sociétaire per/yétucl. 

Les  dons  faits  à  la  Société  sont  inscrits  au  Bulletin  des  séances  avec  le  nom 
des  donateurs. 
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